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第 1 章数 论 


-1. 1数学归纳法 


证明的方法有许多种，数学归纳法就是其中之我们先来谈谈数学归纳法不能用在什么 
方面.在自然科学中，归纳推理是用来断 g 频繁观察到的现象将一直发生的.因此，人们之所 
以说太阳明天早上会升起，是因为每天早上太阳都升起了.但在数学中这不是合理的证明，因 
为即使一种现象发生了多次，也不意味着它会永远发生.然而.归纳推理在数学中就像在自然 
科学中一样仍然是重要的，因为观察数据中的样本可以帮助我们猜想什么亊情具有普遍性. 

另一方面，一个合理的猜测也可能是不正磯的.例如，个平面最多可以把 RH3 -维空间） 
分割成几个区域？两个不平行的平面可以把 R 3 分割成4个区域，三个平面可以把 R 3 分割成8个 
区域(卦限 >• 对于更小的 n， 我们注意到一个平面把纪分割成2个区域，而若《=0,則圮根本 
没有被 分割： 只有一个区域.因此，对于 n=0, 1, 2, 3,区域的最大个数分別是1, 2, 4, 8. 
我们自然会猜测可以选取 n 个平面把 R> 分割成2•个区域.但是，实际上任意四个平面最多可 
以把 R 3 分割成15个区域！ 

在进一步叙述之前，我们先给出一些标准术语的含义.败0, 1, 一 1, 2, -2, 3, …称 
为螫数.所有整数构成的集合记为 Z (来自德语中的 Zahl， 意思是 数）： 

Z * <0*1 * — 1*2, - — 

自然数集是由所有满足 n>0 的整数 r* 构 成的： 

N= Zi n ^ O ) = {0,1,2,3,-}. 

— 定义设/ I ， d 是两个整教，如果存在整教 a , 使得則称 d 是 ri 的一个因子.自然數》 
称为棄#戶，如果且它的因子只有士 1和士 in 如果自然教; t >2 不是素數， W 称它为合数. 

若正整数 n 是合数，则有分解其中 a<ii 和6<；1是正整数，这里用不等号表示除 
去无意义的分解 /« = nXl. 前面的一些索败是2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31， 
37, 41，….推论 1.33 将证明此数列是永不终止的. 

考虑如下 论断： 对每个正整数 n， 

/(«) = n 2 — n + 41 

都是索数.对 ft = l， 2, 3, …， 40, /(iO 取值 如下： 

41, 43， 47, 53, 61， 71， 83， 97， 113, 131, 

151， 173, 197, 223 t 251, 281, 313, 347, 383, 421, 

461, 503， 547, 593, 641, 691, 743, 797, 853, 911, 

971, 1033, 1097, 1163， 1231, 1301, 1373, 1447, 1523, 1601. 

虽然证明这些数都是素数是一项冗长乏昧的工作，但并不很难（见命题1.3〉.由归纳推理我们 
猜测所有形如 /U) 的数都是素数.然而，下一个数/(41) = 1681不是素数，因为/<41)= 


© 如果索败包含1，則许多有关索数的定理将会变得更加复杂，所以规定丨不是索败. 
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41 2 —41+41=4 P 显然是合数.因此，归纳推理不适用于数学证明. 

下面再给出一个更好的例子（最先见于 W . Sierpinski 的一篇文章).我们回忆 一下， 宪全 
平方数是指形如^的数，其中 n 是整数.前面 的一些 完全平方数是0, 1，4, 9, 16, 25, 
36,对每个考虑命理 

S ( n ) ：991 n l + l 不是完全平方数. 

这个关于 n 的命理 S ( n > 对很多 n 都是成立的.实际上，使 S ( n > 不成立的最小数是 
n =12 055 735 790 331 359 447 442 538 767 
«sl.2X10 M . 

方程; ^=991«*+1是佩尔 ( Pdl ) 方程 + 其中 p 是索数〉的一个特例，且存在求它的 
m 所有可能解的方法.佩尔方程的另一个更好的例子与索数 p=l 000099 相关，使 1 000 099V + 1 
为完全平方数的最小的《有 1116 位数宇. 地 球年龄的粗略估计是 100 亿年，或 3.65X10 1 * 天， 
这个数相对于 1.2X10 M 来说是微不足道的，更不用说相对于 10" IS 了.如果有人从地球产生的 
第一天开始，在第 n 天验证命题 S (» i ) 是否成立，那么此命埋成立的证据与太阳明天早上一定 
会升起这一命《的证据一样多.然而 S ( n > 中还是有些命埋不成立！ 

作为最后一个例子，我们考虑下述命埋，即众所周知的 哥德巴》 猜想： 任何一个大于或等 
于4的偶数 m 都是两个索败的和.还没有人能举出哥德巴#猜想的反例，但也没有人证明它 
成立.目前.哥德巴期猜想被证实对所有满足 m <10" 的偶数 m 都成立，并且陈景润证明了每 
个充分大的偶数 m 都可以写成/>+ 9 形式，其中/ •是 素数，9“几乎”是索败，也就是说， g 是一 
个*数或者是两个索数的 乘积. 然而.即使有这么多正面的证据，败学家们也没有因此就说哥 
徳 巴赫瘠 想对一切偶数 m 都成立. 

我们已经明白了（数学）归纳法不能用在什么方面，现在就来讨论归纳法能用在什么方面. 
败学归纳法所依据的厣理是自然数集的下述性质（通常称为良序原 則〉. 

最小整数公瑁 自然教集 N 的每个非空 e 子集 C 中都含有一个最小整教. 

尽管最小整败公理不能被证明（它是在分析整数是什么时产生的），但它的确是有道理的. 
考虑下述过程：检査0是否属于匸；若是，则0是 C 中的最小 整数. 否则，检査1是否厲于^ 
若是，则1是 C 中的最小整数；若不属于，则检査 2. 如此继续下去，直到 有一个 数属于 C . 
因为 C 是非空的，所以最终能找到一个最小整败. 

命 )8 1.1( 最小反例） 设 A 是一个自然數， S (*), S (*+ l ), Sin ), … 是一组命*. 
若这呰命*中有一呰是假命超，《 —定能找到第一个供命 《• 

证明 设 c 是由使 S < n > 为假命埋的所有自然数构成的集合.根据假设可知 ， C 是 N 
的非空 子集. 由最小整数公理可知， C 中有一个最小整数 m , 即 S ( m ) 是第 -- 个假命题. ■ 
这个看似无关紧要的命埋其实是很有用的. 

[~3~1 - 定理 1.2 每个整數 ii>2 或是素教或是一些索数的乘积. 

证明假设结论不成立，则存在“反例”，即一定存在整败 ii >2 既不是索败也不是一些素 
数的 乘积. 根据最小反例，可令 m 是这些整数中最小的一个.因为 m 不是素数，则 ni 是合 


e 称集合 c 是非空的.是 》 c 中至少有一个整数. 
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数，因此存在因子分解 m=<iZ>， Z ^ a < m , 2<6<w (因为 a 是》数，所以由1<0可知 2<a>. 
因为是最小反例.所以 a 和6都使定理成立，即 

a — pp'p"" m t b — qq'q'— < 

其中因子 /),/)', 〆，…和 h …都是素数.因此 

m = a 6 = pp'p"'" qgV *... 

是一些（至少两个）素数的乘积，矛盾 . e _ 

命题 1.3 设 m >2 是正整教，若 ;/I 不能 被任何 满足/ 的素数/> 整除， 則 iw 是一个素教. 
证明若不 是一个 素数，则 >n = a 6， 其中 a ， 6是正整数， a<m, b<m. 若< 1 >\^， 
则 m = a &> v ^ TvST = m ， 矛盾.因此，不妨假设《1<7^.根据定理 1.2 可知， ci 或者 
是一个隶数，或者是一些索数的乘积，且 a 的任何素因子/>也是 m 的一个索因子.这样，如 
果 m 不是索数，則它有一个“小”索因子/>,即由逆否命题法知，如果 m 没有小索 W 
子，则 m 是索数. ■ 

命题 1.3 可以用来证明991是一个素数.这只*检验991是否能被某个素败/ •整除 ，且 
/»</95 T «»31.48. 若991不能被2, 3, 5 ，…， 31整除，则它是索数.这样的索数有11个， 
经检验（用长除法）它们都不是991的因子.我们还可以用同样的方法检验1 000 099 是 一个索 
数，但验算过程更长，因为它的平方根比1000还要大.另外，要证明所有 /( n ) = n l -»i + 41 
O < n <40) 都是索数也是一件冗长乏味但并不困难的亊悄. 

数学归纳法是最小反例的一种形式，但它使用起来更加方便.数学归纳法的基本思想无非 
如此：想象一架通往天空的梯子，如果它的第一个阶梯是白色的，且白色阶梯上方的那个阶 
梯也是白色的，則这架梯子的所有阶梯都是白色的（据 Francesco Maurolico 在 1557 年的记 
载，这一思想可以追溯到 1321 年的 Levi ben Gershon , 他对归纳法作了淸楚的阐述，且被帕 
斯卡引用过).例如.命埋“对所有的 2-> n”_HI 以视为一组无穷命埋（通向天空的一架 
梯子）《 

2' > 1,2* > 2,2* > 3,2 4 > 4,2* > 5;-. 

显然，2*=2>1.如果 2 loo >100, 则 

2 ,#, = 2 X 2 10 ® > 2 X 100 = 100 + 100 > 101. 

对于楢数100没有什么好竒怪的，一旦我们到达了任何一个阶梯，就可爬上它上面的那个阶 
梯.这一论述将在命题 1.5 中正式给出 • 

- 定理 1.4( 败学归纳法蛤定一纽关于自然教1 的命题 S ( i »>, 惙设 
( i ) 基础步骤： S ( l > 成立 t 

e 命顳 - p 推出 Q ” 的 asstft 顳是命肇出例如，•■若级败收敛，的遒否♦■是 •* 
limo .^0. MZo , 发散”. 若一个 ♦■是成立的， M 它的逆否金■也是成立的 > 反之.蓊逆否*■是成立的 ， M 
原命 a 也是成立的.这种证明 策略是 诚明原命顯的逆否命 ■. 尽管一 个命緬与它的逆否#■在上是等价的 ■ 
伹有时 i £ 明逆否命*会更方使一酱.此方法*为 S 接法或反证法. 

® ••归 «”( imhi « ion > 这一单闻的拉丁 闻根的 意思是••导致 BH “* 行去*什么••或-彩蜿这个词*是恰当的，因为 
第》个命《彩_第 n + 1个命 


m 



( ii > 归纳 步*: 若 S ( n ) 成立， 員 i S ( n +1) 也成立. 

那 么对一切整数 S ( n ) 都 成立. 

证明我们必须证明由使 S (") 为假命题的所有正整数„构成的集合 C 是空集 • 

相反地，假设 C 非空，则存在第一个假命题 S ( m >. 因为 S ( l > 成立，所以由 ⑴必有 m >2, 
这说明 m —1^1,因此命埋 S 0»-1> 存在[没有命題 S (0>]. 因为 m 是最小反例，所以 m -1 必 
使定理成立，即 S ( m —1) 成立.伹由 （ ii > 知， S ( nO = S (|>— l ]+ l ) 成立，这是一个矛盾•这 
样我们证明了 C 是空集，因而所有命题 S 0«) 成立. _ 

现在我们来宥看如何应用败学归纳法. 

命題 1. S 对所 有整教都有 2成立. 

证明第/>个命题5(«>是 

S ( n )：2" > n . 

对应于定理 1.4 中的两个假设，用归纳法证明需要两个步骤. 

基础 步*. 因为所以第一个命题 

SCI ),2' > 1 

成立. 

归蚋 步*. 若 S (”> 成立，则 S ( n +1) 也成立,即利用归 纳煆设 SU ), 我们必须证明 
S ( n + 1)«2' +, > b +1. 

若 2-> n 成立，则在不等式两边同时乘以2,根据附录 A 中的命埋 A . 2,下述不等式 成立： 

2" +, = 2 X 2. > 2”. 

因为2”=”+;»> »«+1 ( 因为">1>，故 + 这正是我们要证明的. 

证明了基础步骤和归 纳步驟 之后，我们可以得出 结论： 对所有 n > l , 2*> n 都成立. ■ 
最小整数公理是合理的，间样，归纳法也是合理的.假设一组给定的命埋 S ( l ), S (2), 
S (3), …具有以下性质：只要 S ( n ) 成立就有 S ( n +1> 成立. 这时，如果 S ( l > 成立，则 S (2> 成 
立 I S (2) 成立推出 S (3> 成立》 S (3) 成立推出 S (4) 成立，等等.归纳法用归纳步骤代替了“等 
等”，这保证了对每个 n , 由命埋 S ( n > 可以顺利地过渡到下一个命埋 f 5( n + l >. 

在我们更详细地阐述归纳法之前，先来看两点 说明. 第一，我们必须间时证明基础步骤和 
归纳步骤，仅证明其中一个是不够的.例如，考虑命题 S ( n ) : n *= n . 基础步骤成立，但我们 
不能证明其归纳步骤也成立（当然，对一切 n > l , 命题 均不成 立). 再看另一个命題 S ( i ») I n = 
n +1， 容易看出其归纳步骤 成立： 若則由命题 A . 2 知，两边加上 1 得 》|+1 = (»+ 1 ) + 
1=»+2,即下一个命题 S (”+ l ) 成立.但是基础步 * 不成立（当然所有命題都不成 立〉. 

第二，许多人初次看归纳法时，会怀疑归纳步骤是循环推理：我们利用 S (» i )， 而这却是 
我们想要证明的！仔细分析可知，这根本不会 发生. 归纳步骤本身并没有证明 S ( n +1> 成立， 
而是说：若 S < n ) 成立， MS ( n + l > 也 成立. 换句话说，归纳步 * 证明了“若 SU > 成立，則 
S ( j »+1> 成立”这一结论的正 确性. 这个结论正确与命題结论正确不是同一 回亊. 例如，考虑 
两个命题：“每次考试你的成绩都是满分”和“这门功课你的成绩是 A ”. “若你的所有考试都考 
得最好，则你会获得这门功课的最高分”这一结论是成立的.但是，这不是说你这门课的成绩 
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必定得 A . 对上述讨论我们还给出一个数学 例子： “若 n = n + l , 则 K + l = n +2” 这一结论是对 
的，但 “ n +l = n +2” 却是错的. 

命题 1.6 对每个整教 n > l ， 有 1+2+ •••+»!= 

证明对》>1用归纳法证明. 

基础 步*.若 n = l , 则左边等于1,右边等于■|"><1父（1+1> = 1, 命埋 成立. 

归蚋步蠊.为便干看出我们要证明什么，把第（》»+1)个命题写作 SU +1). 我们必须证明 
S (” + D s l +2 + … + n +(” + l > = +<”+ l )(” + 2>. 

根据归纳假设，即利用 S ( n >， 左边是 

[1 + 2 + … +”] + (”+ 1〉= Y >« Cn + l ) + (»+ l ), 

而由高中代数知 + + = + + 由归纳法知，公式对一切 ”>1 都 

成立. _ 

这里有一个关于离斯小时候的故事（也许这个故亊根本就没发生过）：他的一位老师要求学 
生们从1加到100,希望借此腾出时间做其他 事情， 但是高斯很快就说出答案是 5050. 他把从 
1到100的所有整败的和记为即 *=1 十2+…+99十 100. 当然， *=100 + 99 + … +2 + 1. 
把这两个等式巧妙地播列如下： 

s = 1+2 +…+99+ 100 
s = 100 + 99 + - + 2 + 1 


相加得 

2 s = 101 + 101 + …+101 + 101, 

和101出现了 100次.解得 stjxdOOXlODsSOSO . 用任意数 n 代#100,这个方法也行得 

通 （没有 用到归纳法).这个方法不仅为命埋 1.6 提 供了一 个新的证明，而且还展示了这个公式 
是怎样被发现的 . e 

在归纳证明中，基础步 * 并不总是很简单的.事实上，所有下列可能的悄况都会发 生：或 
者两个步骤都很容易.或者两个步骤都很难.或者其中一个比另一个难. 

命題1.7若假设有导教的来法法《(/度/=/^+/ 〆 ，則对一切整数有 

(.xrY = 


证明对 7 I >1 用归纳法证明. 

基础步* . 若 n = l ， 則我们要问是否有 ( W = j ：° sl . 由导数的定义知 


/( x ) = lim ❿士卜 I - :賦 

“0 h 


m 


CD 


0实际上，这个公式可以追 謂典至 少一千年以痛（见习 *1 11>. 对任一团定整数*>1, Alha^nUbn al-Haytb«m) 
(965 — 1039) 发现了求 

1*+2*+ ••• + ”* 

的一种几何方法<&习« 1.12). 
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当 / Cr > = : c 时，有 

(x) / = lim x ^~hjT x = lj m 夺 =1. 

k~^C h *—0 ft 

归纳 步*. 我们必须证明 （/ +l / = (n + l ) 〆 . 因为基础步骤已经被证明，所以可以利用 
归纳假设以及 ( W = l . 由于 x " +1 = x *; r , 则由导数的乘法法则可知 
(x* +l >’= (.iTxY = (x")x+a J, (^> ， 

= ( mx '-' Jx + x *! = Cn + Dj -. 

于是得出结论：对所有有 （■!•)'= 成立. ■ 

-• 注最小整数公 a 不仅适用于 N . 而且还适用于 N 的任意非空子集 0( 事实上， 命超 
1.1 的证明就利用了这个公理对 Q = U€N i u >2} 也成立的事实 >. 用归蚋法的语 
言，这就是说，基础步*可以从任意一个正整數 A 开始，而不一定要从4=1开始. 

然后結论是命题 S ( n > 对所有；都成立.最小整數公理也适用于更大的集合 = 
(» ez « n >*}, 其中 it 是任意整數，可能为典 整數. 若 C 是 Q * 的非空子集，且 cn 
{ k , *+ i , - 1 , o> e 是砟空的. 則 这个有哏集含有一个最小整教.它是 c 中的 

最小整數.若 cnu , k +\, - l , o } 是空集 ， w c 实际上是 n 的一个非空子集， 

且由原来的公 a 得到 C 中的表小教.用归纳法的语言，这就是说，基珀步*可以从0 
开始，或者从任意整數 A 开始， A 可能是#数[去然，假设存在第 ife 个命.例 
如，若我们有命* S <-1), S (0), S ( l ), — , M 基础步葳可以从 n=_l 开始，此时 
m 的结论是命 * S ( n > 对所有 n > — 1郝成立. 

下面是基础步骤从 n = 5 幵始的一个例子.考虑命题 
SCn ).2' > n 1 . 

当 n 很小时，命題不 成立： 若 n =2 或4,则若 n = 3, 則左边是8,比右边9更小.但 
是， S <5> 成立，因为32>25. 

命題丨 .8 对所有整教 n >5, 有 2*> V . 

证明我们刚才已经验证了 S (5> 成立. 在证明 

S(n+l),2* +, > (n + l)* 

的过程中，可假设 n >5( 实际上，只需 n >3) 并进行归纳假设.在 2_> n l 两边间时乘以2可得 
2* +, = 2 X 2" > 2»* = n 1 + n ! = n l + tm . 

因为 n >5, 所以 》 i >3, 这样 

m ^ 3 n = 2 n + n ^ 2 n + 1 . 

因此 

2* +, > n * +mi > n * +2 n + 1 = (n + 1) 1 . ■ 

至此，我们已经利用归纳法证明了一些次要的结果，现在用归纳法证明一些更具实质性的 
结论. 首先现察到，若 z ， y 都是正实数，则由恒等式 

(x + 3 >>* = (J ： - y ) 1 + 4 j~y 


e 若 c , d 部是集合 x 的 子集， 爾它们的交是由； c 中所有既 ■于 c 又 a 于 d 的 x 构成的集合 • 记为 cdd . 
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[j(: + y) ] 2 = a + [ - y) J 


于是 



其中表明了为什么一般悄况下是不等式而不是等式.若等式成立， jw [-|-( x - y )] ! = 
0> x=y. 反之，若 a := y ， 则得等式 = X *=>* 1 . 因为 =0. 下面是这 
— 观察结果的一个应用 • 

回忆双曲余弦的定义为 cosh < x >= j ( e *+ e 因为 e * e __* = l , 所以由不等式（1>知对所 
有 I 有 

cosh (_ r > > 1， 

等式成立当且仅当 e *= e _% 即 cosh (; r > = l 当且仅当产=1,所以 cosh (： c > = l 当且仅当 or =0. 

定义给 定正数屮，的，…，〜，它 们的算术平均»是《(« | +0,+… +<*■)/”， 它 们的几 
何平均败是 叱… a ,. 

我们刚才巳经证明了两个正数 a ,, 4的算术平均数比几何平均数大，只有当时它 
们的算术平均数与几何平均数才 相等. 以下要把这个结果推广到多个正数上，先看一个基本 
引理. 

引理 1.9 若 0< m < l < M , « m + M > l + mM . 

证明因为正数的积为正败，所以 

(1 — m)(M— 1) = M — 1 — mM + m 

是 正数. 因此 M + m > l + mM , 证毕. ■ 

例如，若0是一•个锐角，即0°<^<90°，则 OCcos ^ Cl , 所以 l < l / cos ^= se <^. 因此有不 
等式 0< sin <9< l < se ‘ 所以由引理 1. 9得不等式(其中沒是锐角） 
sin^-f seed > 1 + sin ^ sec ^ =14- tan ^. 

引理 1.10 若…， 都是 正教且 = 則心+…+ ^”.另外，等式成立当 
且仅当1=灸| =m = i ,. 

证明显然，若所有九=1,则 h + w + tsn . 因此，为证明这两个命睡，只需证明若 
I … = 且不是所有的»1,则1+…+趴>11.我们对 n >2 用归纳法证 明之. 

基础 步*. 现在 /^ 2 =1. 若 A ,, 都大于1,则若&都小于1,則&&<1. 
因此，可假设0<4,<1<心，由引理 1.9 得 4,+ h > l + iM z = 2. 

归纳 步*. 假设 々，… t + ,= l , 其中 &,•••, «• + , 都是正数.若所有*.>1,则由不是所 
有先=1得 * r " A , +1 > l , 矛盾.因此，可进 一步® 设某个九 <1. 为了记号上的方便，设 
1. 类似地，可以假设怂 + i > l . 定义 


m 


a = H - 



定理 1.11 ( 平均不等式 } 若勿，…， d •都是正數，則 

(<Zi +£22 + … +<*«)/n ^1 a 2 i 

另外，等式成立当且仅当 <^=<1* = •••=〜. 

证明定义并对所有 i 定义 ife . = a ,/ G . 于是… 

所以根据引理 1. 10有 t +心+…即 ai + a * +… / iG ， 或 
(<2i +<*: + •••+ a m )/n ^ G = ^la\a t … a” 

另外，引理 1.10 指出等式成立当且仅当所有>.=1,即等式成立当且仅当所有 a , 相等（等 
于 G >. ■ 

这个不等式在习埋 1.26 中用来证明一个等周不 等式： 在周长相等的所有三角形中，等边 
三角形的面积最大. 

还有另一种归纳法，通常称为第二归纳法，用起来也很方便. 

定义自然数；!> 1的前导 是栺： 满足 *< n 的自然教々，即0, 1，2,…，；!一 1(0 没有 
前导). 

— 定理 1.12 ( 第二归纳法）设 S ( n > 是关于正整數 ri 的一组命題，并设 

( i ) S ( l ) 成立，且 

( ii ) 若对《的所有前导 ★有 SU ) 成立， 别 S ( n > 也成立. 

W S ( n > 对一切整数 n >\ 都成立. 

证明 只* 证明不存在使 S ( n > 为假命题的正整数 n , 即证明由使 S («> 为假命题的所有正 
整数《构成的集合 C 是空集. 

相反地，假设(：非空，则存在最小反例 m , 即存在第一个假命理 S ( m ). 因为由 （ i ) 知 S ( l > 
成立，所以 m >2. 又因为 m 是最小反例，所以对所有满足 A < m 的 ife 定理成立，即对切的一 
切前导々有 SU ) 成立，此时由 （ ii ) 知 S ( m ) 成立，矛盾.于是我们证明了 C 是空集，从而所有 
命题 S ( n ) 成立. _ 

利用第二归纳法可以给出定理 1.2 的另一个证明.与用第一归纳法类似，基础步骤不必从 
1开始. 

- 定理 1.13 {= 定理 1.2) 每一个整數 n >2, 或者是素教，或者是素教的乘积. 

证明 G 基础 步職. 当 n ==2 时，因为2是索数，所以命題成立. 

归纳步*.当； 1 > 2 是素数时命题成立；当 ii >2 不是素数时， n = ab ， 其中 
2<6< n . 因为 a , 6是 Ti 的前导，所以它们都是素数或者是素数的 乘积： 


© 定理 1.2 和定理 1. 13的证明类似，这表明第二归纳法仅仅是最小反例的一种变化形式. 
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a — pp ' p ""' > b = qq'f …， 

因此 n = p />'/>〃“‘ q 9 V ■… 是素数（至少 两个） 的 乘积. ■ 

这里用第二归纳法更方便，其原因是利用 S ( a > 和 S (6) 比利用 SU —1> 更自然些.事实上， 
根本不知道如何利用 S (»- l ). 

这里有一个关于记号的说明.我们改述 第一归 纳法中的归纳 步骤： 若 S ( n —1) 成立，则 
S ( n ) 成立（我们仍然说，若一个命題成立.则下一个命题成立）.这样，我们就可以比较两种形 
式的归纳法中的归纳步骤了.两种形式都是想证明 S ( n >: 第一归纳法的归纳假设是 
第二归纳法的归纳假设是 S (0>, S ( l ), S ( n - l ) 中的任一个或所有的命题.因此，看上去 
第二归纳法有一个更强的归纳假设.而实际上，通过对习题 1.22 的证明，我们能发现数学归 
纳法的两种形式是等价的. 

下面这一结果是说，我们可以从任何一个整数中分解出2的一个最大次幂来. 

命11 1.14 每个整数郝有唯一分解 n =2 Sn , 其 t *>0, 是奇教. 

证明我们对|»>1应用第二归纳法来证明《和/«的存在性.读者将看到这比使用第一归 
纳法更恰当. 

基础步*.若 n = l , 则取 A =0, m = l . 

扭纳 步*.若則 n 是奇数或者是偶数.当 ”是奇 数时，取 A _0, m - n , 当 n 是偶 
数时，取; i =26. 因为所以它是 n 的一个前导，归纳假设允许我们假设 S (6> : 6=24, 
其中/>0, m 是奇败.这就得到 f 我们所希望的分解 n = 26=2~ i m . 

“唯一”指的是“恰有一个”.为证明唯一性，我们需要 证明： 若 n = 2 Sn = 2 W , 其中々和 f 
都是非负的，且 m 和 m ' 都是奇数，则 <fc = t , m = m . 不妨设假设则从两边消去 
21导到2» 由于4—00,所以左边是偶败而右边是奇数，矛盾！因此 t = 我们再 

从两边消去 2* 得到 m = m '. ■ 

古希腊人认为这样的长方形最令人心情愉快：它的边 fl 和6满足下述比例关系 
a > b = b • (.a + b). 

于是 a ( a +6>=6*, 所以 6 2 — — a * =0，即 （6/ a 〉* —■ (6/ a ) — 1 =0. 这个二次方程给出 6 /a = 
•|"(1 士#) . 因此， 

b/a = y =* -|-(1 + V 5) 或 b/a = d = -|-(1 — 

7 •约等于 1.61803, 称之为黄金 比率. 因为 y 和 S 是 P ■«：— 1的根，所以 
r *= 7+1 和 3 1 =«+1. 

我们讨论黄金比率的原 因是： 它和斐波那契序列密切相关. 

定义 斐波那契序列 F „, F ,, F :, …定义 如下： 

F 0 = 0, F , = 1,对所有整教 n >2, F . = F ._, + F ._ i . 

斐波那契序列是，0, 1, 1，2, 3, 5, 8, 13, •••. 

命 Bl . 15用表示变波邶契序列的第 n 項，則对所有； i >0 有 


Q2] 
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其中 y =|( i + y 5>，^= y ( l - V 5). 


证明我们将用第二归纳法证明它[这里用第二归纳法是恰当的，因为方程厂 
尺_ 2 表明，证明 S (； I ) 既要用到 SU —1) 又要用到 S ( it -2)]. 

基础步驟.公式对 n =0 成立： —浐 ）=0 = F 。. 公式对 n = l 也 成立： 
v 5 

4： cy , -^) = ^( 7 - d ) 

■J5 V5 




[因为在证明关于的归纳假设时需要用到关于 F . ，和 的命题的真实性，所以我们提到 


了 n =0 和/ ^ = 1. 例如，仅仅知道 


F * = ^ (y， 


—沪）不足以证明关于 F , 的公式是正确的，我们 


还需要关于的公式 .] 

归蚋 步驟. 若 n 多2, 注意 y+l~y*, «+l=«*. 9A 
F .= F .., + F ._, 

=-p<r"' + -p(r - a* _, ) 

y5 v5 

=l£(y-»+.y-«)-( 3 -' +«■*)] 


=*C(y.- l + y- 1 > - (a- 1 +d* *) 
■ 1> H +1〉] 

=-^ Cy ^ cr 1 ) —«■<(«*>] 


令人惊奇的是，整败 F , 可以用无理败以■的关系式来表示. 

推论 1.16 若 y=j(l+V5 ">， 則对所有整教有 F.>y-i. 

注若 n = 2, « f , = l = y °, 此时这是等武而不是不等式. 

证明基珀 步*. 若； i=3, 則 F,=2>y, 因为 j^l.618. 

归納 步蠊. 我们必须证明 FVm 〉/- 1 . 根据归纳假设，有 

F .+, = F .+ F .-, > y ->+ y ->= y ->( y + l ) = y -> y *= y -*. ■ 

我们也可以利用归纳法给出一些定义.例如，可以对》>0用归纳法定义 n 的阶乘 , e 记为 
«!. 定义0! = 1,若 n ! 已知，則定义 


0术语"因子” <〖《 c « w ) 在拉丁文中 IT 构成”或•起作用”的意思< 这样.术语•阶乘 -( factorial ) 使 人想獼 《!有许多个 H 子. 
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(n4-l)!= w!(n-fl). 

在下一节将会明显看到为什么要定义 0! = 1. 

习题 

HI . 1判断对错并说明理由. 

( i > 由负整数构成的每个非空集合中有一个最大整败. 

( ii > 存在一个由13个连续自然数构成的序列 • 其中恰有2个素数. 

( iii > 由7个连续自然数构成的任意序列中至少有两个素数. 

( iv > 在不含有2个素败的连续自然数构成的所有序 列中. 有一个序列的长度最短. 

( v >79 是索数. 

< vi > 存在一组命 H S ( l ), S (2), 满足 S (2«) 对所有*成立，而 S (2 n — 对所有； 1 > 1 都不 

成立. 

( vii > 对所有;*>0有》<&,其中 F . 是第 n 个斐波*契败. 

若 m，n 部是自然败，則 （ m ”>! ■!«!”!. 

•1.2 ( i > 对任意和任意 r ^ l , 证明 

l + r + 〆 十 〆 十…十 r * ■ ( l -^ +, )/ a - r ). 

H ( ii 〉 证明 

1+2 + 2 *+."+ 2 " - 2 " +| - 1 . 

H 1.3 证明对所有10 ••被 9除后余败是 1. 

1.4 试证： 3 f 0< a <6. 则对所有有 妒. 

1. 5 试证 + + 

1.6 试证 I s +2* +•••+”* » +1« 4 

1.7 试证 1 , +2 < 如“+” < = +”》++ — 

H 1.8 求丨 +3+5+"_ + (2 n _ l ) 的计算公式，并用数学归纳法加以证明.（在数学中用归纳推理有助于猜测什 
么可能成立，一 S 作出了猜测 • 我们还要对猜测进行证明，或用数学归纳法，或用其他方法 .> 

H 1.9 求1+ 的计算公式，并用数学扫纳法加以证明. 

1.10 ( M . Barr ) 有一件著名的轶搴，描述了哈代 （ G . H . Hardy ) 去 医院看 ffl 拉马努金 （ Ramjmuian ) 的情况.哈 

代提到他来医院所乘坐的出租车的号码1729不 ft —个令人感兴*的数字，而拉马努金不同意这个看 
法，说这个败是可以用两种方法写成两个立方数的和的最 
小正整数. 

( i > 证明拉马努金的陈述是对的. 

H ( ii > 证明拉马努金的陈述是错的. 

•H 1. 11通过利用图卜1计算边长为 «+1 的正方形的面积 （n + l > 1 , 

导出的计算公式. 

*1.12 H < i > 通过计算如图 1-2 所示的底为 n 高为 ” + 1 的长方形的 
面积 《( n + U ， 导出的计算公式. 


图 1-1 


QS 
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H ( ii > (阿尔哈曾 （ Alhazen ) 公式〉 对固定的利用图 1-3 证明 
h ( in ) 给定公式 t i = *!■”(”+1>, 利用 （ ii ) 导出 t 的计算 公式. 



m 1-2 1 + 2 +… 



1. 13 H ( i > 证明对所有 ”> lo , 有 2"> w *. 
fm H ( ii ) 证明对所有 《>17. 有 


HI . 14大约在1350年，奥®姆 （ N . Orcsme ) 就能通过阳 I . 4 中的分割用两种方法求级数■的和设人 
是底为 f 离为 ”的鱼 角-:角形，其面积为 arca ( Ad »”/2", 再设•是成为++ …离为！的矩 

形. 证明 |] n /2- - 2. 



ffl 1-4 奥雷媾 的分割 


H 1. 16 
fin HI. 17 
H 1.18 
H 1.19 


设幻 （■*：>••_•• 办（之>都是珂微函败， / Cr ) 是它们 的积， fU )= g x U )- g m U ). i £ 明. 对所有整数 

有 

/(•r 〉 *= … g 卜 , （ x)gUx)g … (j ： ) … g.(x). 

证明： 对每个 ”€ N ， 只费 xeR 且 1+ jt >0 就有 （ l + x”>l + » u :. 

证明：每个正整数 a 有唯一的分解 S a = 3* m ， 其中*>0, w 不是3的倍数. 

证明： 对所有”彡0有亿<2*，其中 F 。， 巧， F :， …都是斐波那契序列 • 

若 F _ 表示斐波那契序列中的第 n 项，证明 

EF . - F .. 2 - l . 
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HI . 20 证明： 对所有 f + t + S 2 "- 1 能被21整除. 

HI . 21对任意整数 n >2, 证明存在 n 个相邻的合数.由此得出相邻素数之间的间距可以任意大. 

*1.22 证明第一数学归纳法和第二数学归纳法是等价的.即证明定理〗.4成立当且仅当定理 1.12 成立. 

*1.23 (双归 纳法〉 对每个 m >0 和设 S ( m , 是一组双指标命題.假设 

( i ) S ( O , 0>成立》 

( ii ) 若 S < m , 0) 成立，則 S(iw + 1，0) 成立； 

(出>若5(讲，《>对所有 m >0 成立，_ S ( m ， n 十 1) 对所有成立. 

证明：对所有 m >0 和 ”>0, S ( m , n > 成立. 

1.24 用双归纳法证明对所有 m , 有 

(m+l)*>mn. 

HI . 25对每个锐角^即0 # <^<90\ it 明 

+ cot ^4- scc ^ ^ 3. 

•1.26 H ( i > 设是一个正数.若△是一个等边三角形，周长 iE 明《«(△〉= j */#. 

H ( ii > 址明： 在平面上肩长为 /> 的所有 三角形 中等边三角形 的囡积 最大. [171 

H 1. 27证明：若屮， a * •…* 都是 iK 数 ， W 

(ai + a* 4* ••• +a.)(l/a* + l/<if + ••• + l/«.) > w*. 

-12 二项式定理与复数 


二项式 i+x 的幂 （ i+xr 展开式中的系数具有何种形式呢？前面的儿个展开 式是： 
( l + x )°= 1 
(1+^)'= 1 + lx 
( l + x >:- 1 + 2 jt + 1 jt * 

( l + x ) s = 1 十 3 j : + 3 x * + 1 P 
( l + x ) 4 = l +4 x -*-6 x *+4 x , + lx 4 . 

图 1-5 称为 « 斯卡三角形，这是帕斯卡 （RPascaU 1623—1662〉给出的前面几个展开式的 
系数排列.图 1-6 是1303年出自中国的幅图，它表明早在帕斯卡出生前关于二项式系数的 


形式躭己经被发现了. 

( l + z )" 的展开式如下： 

Co + CjX + CjX 2 + ― +C»J' 

系数 G 称为二项式系数 0 .欧拉 （ L * Euler , 1707—1783) 
曾引用符号来表示二项式系数，这个符号后来演变 
成现在普遍采用的 符号： 



QS 


@ ••二项式” ( binomial ) 来自拉丁文中 *#* T 甬个”的 bi 和童推 - ft 名”或 ••术 语”的描述了形如的表达式. 
类似地，••三項式 •( trinomial ) 描述了形 »«+6+ C 的表达式，■单項式 "( monomiaU 描述了只有一个单项的表达式. 
使用这个单词是因为*当扩大二項式 1 + 1 的幂时会出現二項式系数. ••多 項式 "（ polynomi * l 〉 是一个合成词，来自 
希腈文中意推 ••许 多”的 poly 和拉丁文中的 nomen . 多項式 是柑含 有许多項的表达式. 
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( W )= U + x )" 中/ 的系数 o - 

这样， 


<1+ ^ = §(>- 



ffll -6 帕斯卡三角形源丁•中国，1300年 


回 


因为 是在计数问理中产生的，所以它读作％个中选 r 个”，关于这个内容我们将在本 



节后面的部分看到. 

观察图 1-5 可知，第 ( n + l > 行中每个除1之外的数都可以由第„行中位于其肩上的两个数 
相加得到.例如，第四行中除1之外的数都可由第三行 


中的数按如下方法 得到： 4 = 1+3, 6 = 3+3, 4=3+1. 现在我们来证明这种观察是对的. 
- 引理 1.17 对所有整教和所有满足 0< r<»+l 的有 


0(二)+(:) 


证明我们必须证明，对所有 n > l , 若 

( 1 + •!>■ = C 0 + C| X + C:JT* + …+ C u X m f 

则 （1+ X > d 中/的系数是由于 c 0 = l , 

(l+x)- +, = (l+J ： )(l+x)- 

=(l+x)-+x(l+x) - 

=(c 0 H-C|X + c a x* 4 - ••• 4-c.rr*) +x(c 0 +cix + c t x* + … + c n x n ) 
= (Co +CiX-\-C t X 2 4 - — -h ) +C 0 jr + qx* …+ c^x"^ 

=1 + (c 0 + Cl )x + (Cl + Ct )x* -f- ict + Cj )x* + •••. 


因此 （ l + x >- H 中 〆 的系败 ("/) 是 


(二 )+(:). 


命题 1. 18 (帕斯卡）对所有 n > 0 和所有 r , 0«；1,有 


C)=H0f^- 


证明对^>0用归纳法证之. 


基础步 * e 若 ”=0, M(o)=ofW =1 - 

归纳 步躁. 假设对所有 》•, 公式都对成立，我们必须证明 

/ n + l \ (» + !)! 

\ r / r ! (” + 1 — r ) !• 

㈣ ，01= 0! = ! 0)! » 若-” +1 ， MCt!)= 1= (Smir 若。 ◊< ed 


n + l 9 利用引理 1.17 有 


© 这是定义0! = 1 的尿因 之一. 



( TK :> C ) 


( r - l )!( n - r + l )! r !( m )! 

=< r - l ) Kn - r )!(< n - r + l ) + 7') 

_ _nj_/r-hw —r+ 1\ 

(r 一 1) !(n — r ) ! \ r(n — r + 1) / 

=_ Hi _ ( — 2±i — \ 

< r - l )!( n - r )! U ( n - r + l )/ 

= (”十川 ■ 

rKn + l - r )!' ■ 

推论 1.19 对所有实教 x 和所有整教 n >0, 有 

a + x )- = sQ . = |：^.. 

证明第一个等式是二项式系数的定义，第二个等式可用柏斯卡定理所给的值代替 

得到. ■ 

- 推论 1.20 ( 二项式定理）对所有实教 a , 6和所有 整教； I 彡1,有 

证明当 a = 0 时，结论显然是成立的 （如 果我们约定0。= 1).当 a 关0时，在推论 1.19 中 
令: r =6/ a , 并观察 

(1+ 打 =( 宁卜， 

因此， 

注二項式定 蠖可放 在推论 1. 19之前证明，即只需对 n >0 用归妫 法证明 （ a +6) •的 
展 开式. 我们选择上面的征明方法是为了使证明看起来更清楚. 

以下是对二项式系数在组合论中的 解释. 给定一个集合 X , —个 r - 子集是指恰含 r 个元索 
的 X 的子 集. 若 X 有 n 个元索，則它的子集的个败记作 

[ w . r ]， 

即 [», r ] 是从盛有 n 个物体的盒子里选出 r 个物体的方法数. 

我们通过考虑一个相关的问题来计算 [», r ] 的值.给定一个含有7!个互异宇母的“宇母表” 
以及整数 r ( l < r < n ), —个 r •变位字是指 r 个不重复的字母构成的序列 • 例如，宇母表 a , 6, 
c 中的2-变位宇是 


abjba 9 ac 9 ca 9 bc t cb 
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(注意 W «, « 不在这个序列 中〉. 含 n 个宇母的宇母表中的 r - 变位宇有多少个呢？我们用 
两种方法来 计算： 

(1>笫一个宇母有 7* 种选法，由于字母不重复，所以第二个字母只有 n —丨种 选法，第三个 
宇母只有 n —2种，依此类推.因此 r - 变位字的个数是 

n(.n — 1)(” 一 2) …（”一 [ r — 1]> = ” （n — l>(n — 2 ) … （n _ r + 1>. 

注意特殊情形 n = r « n - 变位宇的个数是》 !. 

(2>第二种计算方法.首先选取字母表的一个 r - 子集（由 r 个宇母构成），因为这正是符号 
[ na ] 的含义，所以有 [» i ， r ] 种选取方法.对每个选出的 r - 子集，有 r ! 种方法排列这 r 个字母 
(这是 （1) 的特殊情形 》= r ). 因此 f - 变位宇的个数是 

r ![ n , r ]. 

我们得到 

»"!["， r ] = n(n — l)(n — 2 V ..(" _ r + 1) , 

于是，根据帕斯卡定理.有 

[”， r ] = n ( n —!)(« — 2) •••(« — r + l )/ r *= (”) • 

这个亊实正是人们经常把二项式系数读作“》个中选 r 个”的顷因. 

例如，从放有 14 顶不同帽 f 的抽屉中选出 2 頂帽子来，有多少种方法呢？（我的一个朋友 
不軎欢这个问 M 的提法，毕竞人们可以用自己的左手或右手或牙《等等来选出 2 顶帽子，但我 [ 23 ] 

继续这个提法. >回答是 p 2 4 ), fL 用帕斯卡定理计算得 <14 X 13>/2-91. 

我们对二项式系数的第一种解释厲于代数学方面，也就是说，把它看作可用帕斯卡定 

理计算的多项式的系数.第二种解释厲于组合论方面.即 n 个中选 r 个.通常，每种解释都可 
以用来证明一个我们所希望的 结果. 例如，下面是引理 1.17 在组合论中的一个证明. SX 是 
—个含有》+ 1个元素的集合，我们将其中一个元素染成红色，其他 n 个元素都染成蓝色，則 

(" D 等于 X 的 r - 子集的个败.对一个 r - 子集 y 有两种可 能：或 者它含有红色元素或者它的 
元索全是蓝色的.若 y 含有红色元素，则 Y 由一个红色元索和 r 一 1个蓝色元索构成，此时这 
样的 y 的个数与所有蓝色 ( r — i )- 子集的个数相等，都为个.另一种可能是 y 中的元索都 

是 K 色的，此时有 Q 个这样的 r ■子集.因此 + 这正是我们所希望的. 

现在我们把二项式定理应用到三角学中去，但是先回顾一下复数的有关性质.回忆一下， 

—个 S 数 z = a +\ b 的模 | z 丨被定义为 

|*| = •/a 2 + 6 ^. 



如果我们把一个复数 *= fl + i 6 与平面上的一个点 （ a , «等同起来，则它的模 
点的距离.于是模为1的复数 z 对应着单位圆上的点 P (见 
图 1-7). 在右边的三角形 OPA 中，因为 | OP 丨 =1. 所以 
cos 6= \ OA \ / \ OP \ = \ OA \ , sind = ] PA \ / \ OP \ = / //\\ 

I PA | . 因此点 P 的坐标为 （ costf , sintf ). I ^ A 1 \ (t 0) 

这里有求非零复数的逆元的一种最简方法.若 2 = a + ifc , ^ 0 

其中<»和6都是实数，则定义它的复共《为5=<*—也注意到 / 

z £= a , + b t , 所以*关0当且仅当关 0. 若*关0则 、 - 

= l/ z = H zi = ( a /«)- i <6/«). 明 1-7 («. » = r ( cosfi + isinfl ) 

于是，若 z 位于单位圆上则 f 也位于单位圆上，而 a 此时有 2 m = z _. 读者可以验证下列几个 
等式对所有复败 Z 和 W 都 成立： 


而且， 5 = * 当且仅当 Z 是一个实数. 

- 命鼉 1.21 ( 极分解定理） 对每个复教 z ，都存在一个分解 
X ^ r( cosO + isin^> » 

其中 r = U I >0, O <0<2 ir . 

证明若 s = 则 I * 丨 =0, 0 可以任 意选取 • 若 ? = a + 6i^0, m \ z \ 关 0 . 因为 
(a/ U I y + Cb/ I * I )**=(a*+^)/U| *-=l , 所以 */ I z I =a/ I * I +i6 / | z I 的棋为 1. 
因此存在一个角 d 满足 


因而 **= 丨 z 丨 (cos^+ isin^) = r(cos^-hisin^). _ 

* Z = a +i6=r(cos«+i S infl> ， W(r, 0> 称为 z 的极坐标 0 , 这就是命題 1. 21 称为 z 的极分 
解的原因 . 

关于 cos(ff+0 和 S in(tf+0) 的三角加法公式在复数语言中有 个 可爱的翻译 . 

命題 1 . 22 ( 加法定理）若 

z = cos^-f- isin^« w = cos^+ isin0 ， 

則 

zw = cos (汐 + + isin (沒 + 必 ). 

证明 

zw =( cosd 十 isin^) ( cos^ + isin 必） 

= (cos^cos^— sin^sin^) + i(sin^cos^» +cos 疔 sin^»〉. 


[ S 3 


© ** 极 <pole>” 是指一根轴，錠转是围绕它产生的.例如，地球的轴 有鵰点 北极和南极.这里，我们取极为^粬（垂直 
于芊醑〉. 
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由三角加法公式知 

zw = cos (矽 + 必> + isin (汐 + 少). 

加法定理给出了复数乘法的一个几何解释：若 z = r ( CO s ^ Hsin ^ 

zw = rs[cos(d +0) + isin (汐 + 少)]， 

且_的极坐标是 

(rs ^). 

' 推论 1.23 若 h 如是复数，則 

\ ZW \ — \ Z \ \ W \, 

证明若 z 和 u / 的极分解分别是 z = r ( cos ^+ isind ) 和 xt >= s ( cos ^+ isir \0) ，则如刚才所看 
到的，有丨《 丨 = r , | iv | =5, | zw | = rs . ■ 

由这个推论可知，若2和 w 都位于单位圆上，則它们的乘积_也位于单位 圆上. 

在1707年，棣莫弗 （ A.De Moivre , 1667— 1754) 证明了下面一个优美的结论. 

定理 1.24 《棣莫弗）对每个实数 x 和每个正整数有 

cos ( nr ) + isin ( nr ) = (cosx 4 - isinx )*. 

证明我们对用归纳法证明棣莫弗定理.基础步骤 n = l 时，结论显然是成立的•对 
归纳步骤，有 

( COSJ ： 十 i 3 inx )" +, = (cosx + i » inx)"(cosx + isinx ) 

■■[ cos ( nr ) + isin ( nx >]( cosj ： + isiar > (归纳 假设〉 

=* cos ( nx + x ) + isin ( nr + x ) (加法公式） 

= cosC[»t 十 ljr ) + isin ([ n +■ 
例 1.2 S 求 （ COS 3°+ isin 3 e ) M 的值.根据棣莫弗定理有 

( cos 3- + isin 3 *) w = cosl 20 • + isinl 20* *=-+ < 

以下是二倍角和三倍角公式. 

推论 1.26 

Ci ) cos ( 2 x ) = cos 2 x — sin 2 x =2 cos * x — 1 
sin (2 x ) = 2 sinxcosx . 

( ii ) cos (3 or >= cos 3 x —3 cosxsin 2 a :=4 cos 3 x —3 cosj 
sin (3 i )= 3 cos 2 xsinjr — sin 3 1 =3 sinx —4 sin 3 j ：. 

证明 （ i ) 由棣莫弗定理知 

cos (2 x ) *+■ isin (2 x ) =(cosx + isiar ) 2 

= cos 2 x + 2 isinxcosx H - i 2 sin * j : 

= cos l x — sin z x + K 2 sinxcosx ). 

让两边的实部和虚部分别相等，得到倍角公式. 


■ 

， w=5(cos0+isin^) ， 贝 ij 


■ 



(ii ) 由棣莫弗定理知 

cos(3x) + isin(3x) =(cosj + isiiu:) 3 

= cos 3 j 4- 3icos 2 xsinx 4 - 3i* cosa:sin 2 x ■+■ i* sin 3 x 
=cos 3 x — 3cosxsin 2 x-f- i(3cos*xsiar — sin a x). 

由实部相等得 cosUjOscos’j:— 3cosxsin*j: ， 用 1 一 cos 2 «r 代替 sin 2 j: 可得第一个 公式. 由虚部 
相等得 sinUysScosksiar—sin 3 x=3sinx — 4sin 3 j ， 用 1 一 sin 2 «r 代替 cos l x 可得第二个 公式 . 

■ 

推论 1.26 可以在命题 1.27 中得到推广.若 / z ( x >=2 jt 2 — 1,则 
cos(2or) = 2cos 2 x — 1 = / 2 (cosx) * 

若/ 3 (文)= 4/-31,则 

cos(3-r) = 4cos 5 x — 3cosx = /s(cosx). 

命题 1.27 对所有《>1，存在一个整系数多 項式人 U ) 鴻足 
COs(«x) = / w (cOSx). 

证明根据棣莫弗定理有 

cos(nz) + isin(nx) = (cosx -4 - isinx)* 


= 2 ( j (cosx)*~ r (isiiu:) r . 


左边的实部 C o S (/LT> 必须等于右边的实部 . r 是实败当且仅当 e r 是偶数，所以 


cos(nr) ■= ^ j(co8x)* Jr <isinj) r . 


若 r_2 是 ， JL 


cos(nr) = g(-l”( 2 :)(cosx>-**sin M :_ 


(L n/2 J 表示满足 m<n/2 的最大整数 》 »0 e . 但是 sin**j ： = (sin*;r>* = <l— 这正是 cosj ： 
的一个多项式，证明完毕 . ■ 

不难证明 /•(.»■) 的第一项是 2 -' jc -. 命題 1. 27 的正弦公式可以在习题 1. 37 中找到 . 

我们下面将要给出欧拉 （ Euler) 发 现的一 个漂亮公式，先回忆一下微积分学中的一些幂级 
数公式，以便 # 出该公式是如何产生的.对每个实数 X, 


, X* , x 4 ，(- DV 1 * , 

1 一 H + II +_ fl^T + … 


© 命題“若 P 真 WQ 真”的*巋麵是_若 Q 真 WP 真”.一个命鼉成立但它的逆命 B 可能不成立.例如，命*•若 a = 6 
矩 m - a 且仅当”指命«及其逆兪題瓤成立. 

O L«rJ 表示清足!》<:的最大螫败 m， 读作X的下取轚或 r 中的最大整敝.例如 • L3 J »3和 L « J-=3. 


我们可以定义幂级数和 C , 是 复数〉 的收敛性，并且可以证明级数 


对每个复数2都收敛，我们定义该级数的和为复指数 
欧拉定理对所有实教 I ，有 


= cosx + isiar. 


证明（简要证明）现在 


当 n 取值0, 1, 2, 3,…时， i 的 n 次幂每四步重复 一次： 即 i * •取值 
1，“ 一 1 ，一 i ， l ， i ， 一 1 ， 一 i， 1 *•“. 

于是， Lr 的偶次冪不含 i 而奇次幂含有 i . 合并所有项，我们有俱次项+奇次项，其中 
偶次项= 丨 +^ + f +… 


= 1- 2 T + 4 T ""* = CO!U： 

奇次项 = Lr + ¥ + ^^ + … 


因此 = cosx - f - isinj *. _ 

作为欧拉定理的一个结果，极分解定理可以被重新写为指败形式：每个复数 z 有分解 
* = re ,# , 

其中 r>0, 0<^<2ir. 

加法定理和棣莫弗定理可以被重新写为复指数形式：第一个变为 

t u e ty ® c Kx+,) I 

第二 个变为 

(#)• = e «. 

- 定义设是整數，若复教 f 鴻足 {: - = 1, 則 C 称为 II 次单 位根. [ W \ 

- 推论 1.28 每个; I 次单位根{:等于 

e zM/m = cos (2 1c ^/n) + isin(2x 灸 /”） ， 

其中0<灸</1— 1. 

证明若 S = C o S (2 it / n > + isin (2 it / n ), 則由棣莫弗定理即定理 1. 24得 
f * = Ccos (2 ic /7 i ) + isin (2 ic / ii )]" 

= cos(7i2ic/n) + isin(n29r/ n) 

= cos (2 ir ) 十 isin (2 n > 



所以 （ T 是一个 《 次单位根.最后，若* 是一个 整数，则由？ *=1 推出所 
以 f *= cos (2 w ! Ai )+ isin (2 nA / n) 也是一个 n 次单位根. 

反之，假设？: 是一个 n 次单位根.根据极分解定理即命题1.21，我们有 {：= C0 ^+isin« 因 
为根据棣莫弗定理，有1 = {: • = cos«5+isinnft 因为 cos«= 1当且仅当 (9=2 是 jr, 
灸为整数，所以有沾 =2*1 即 fscosUibrAO + isinUin/n). 显然，我们可以选取 A 使得 
0<*<n, 因为 cos^r 是以2«为周期的周期函败. _ 

推论 1. 28的充分性有一个更为代数化的证明.我们将证明（定理 3. 50) 次数为 n 的多项式 
至多有 n 个根.因为 n 个 n 次单位根即 4-0, 1, n-1, 都是: f — l 的不同根，所 

以没有其他的 n 次单位根. 

推论 1.23 是说.对任意复数 z 和有 I *w| = I « || u>| . 于是，若？是一个次单位 


根，则1_丨 f I _丨{：丨 ■, 所以 I f I =1, {:位于单位圃上. 
给定一个正整数〜设 0=2x/n, f 的极坐标是 （1, 们， 

f 的极坐标是 (1, 26), f 的极坐标是 （1, 30 )， {: - _1 的极坐标 
是 （1, (n-l)tf), f = l 的极坐标是 （1, wff) = (l, 0). 因此 n 
次单位根均匀地分布在单位圆上.图 1-8 展示了 8次单位根 
(这里 

像数 a 的平方 根有士 冗一样， a 的不同的 n 次方根有 n 个, 
即*=0, 1, n-1. 例如，1的立方根是1， 



f = cosl20* + isinl20* = - + 


和 


圆 


C*= cos240° + isin240* 




2的立方根有3个， 8(^/2, 你， 愧. 

当然，每个 n 次单位根都是多项式〆 一1 的一个根.因此， 


x"-l = IX (工 

若 f 是一个 n 次单位根，且”是满足？* = 1的最小正整数，則我们就说（是一个;1次本潭单位 
根.例如， t == e w / "是一个 n 次本原单 位根. 因为 i *= l ， 所以 i 是一个8次单位根，它不是一 
个8次本原单位根，但是是一个4次本原单位根. 

引理 1.29 设 f 是一个《/次本原单 位根. 若!:- = 1，則定是》的一个因子. 

证明根据长除法有 n / d = g + r /</， 其中 g ， r 都是自然败，且 ( Xr / d < l ， 即 n = g </+ r ， 
其中 0< r < d . 但是，因为 5^ = ( fO ，= l , 所以 

1 = r= {：—= r*r= r. 

若 r #0, 则与 d 是满足 f = l 的最小指数矛盾.因而 n = 证毕. _ 



教 


论 


23 


— 定义若 d 是一个正整數，则定义 d 次分圓 @ 多項式为 
^(x) = II(x-{：), 

其中 （ 取遍所有 d 次本原单位根. 

在命题 3. 47中，我们将证明乳 ( ar ) 的所有系数是整数. 

下面这个结果几乎是显而易见的 
命 * 1. 30对每个整教 n 彡1有 

X" — 1 = 

Jim 

其中 c / 取遍； I 的所有正因子[特别地，办（: C ) 和 4>.(: r > 都出现]. 

证明根据推论 1.28, 对; I 的每个因子在方程•一 l = II (: c _{：) 中消去所有含次本 
原单位根!:的项即得证. ■ 

例如，若/>是一个索数，則 因为办 （ jr >=; r — l , 所以 
#,( x ) = X * - ' + X * - * + — + X +1. 

-* 定义欧拉>-函数是指/»次分《多項式的 次数： 

於 ( n ) = deg (9.( x )). 

在命埋 1.42 中，我们将给出欧拉卜函数不依赖于单位根的另一种描述. 

推论 1.31 对每个整教 n > l , 我们有 

n =石爹⑷. 

证明注意到 Wn ) 是众（: r > 的次数，并利用多项式的积的次数是其因子的次败的总和这个 
亊实即得证. _ 

三角函 败的名称是从囑里来的呢？图 1-9 中的圆是单位圆， 

因此点 A 的坐标是 （ cosa ， sina ), 即丨 OD 丨 = cos «, I AD | = 
sim >. 读者可以证明 I BC 丨 = t ana (拉丁词 tangere 意思是“接 
触”，而“切线” ( tangent ) 是指与单位圆 仅在一 点处接触的直线）， 

且 I OB 丨 = S ec «( 拉丁词 secure 意思是“切割”，而“割线” ( secant ) 

是指与圆切割的直线).一个锐角<«的余角是 90°_ o , 因为有恒等 
式 coso = sin (90 •— a >， 因此余弦产生于正弦. 

我在牛津英语字典中发现正弦的名称来由更有趣.观察 
图 1-9 知 

sin « = | AD | = -|- | AE | , 

即 sina 是弦 AE 长度的一半 . 5世纪印度数学家阿耶波多 （ Aryabhata 〉 在梵语中称正弦为 
ardha - jya (半弦），后来缩写为 jya . 几个世纪之后，用阿拉伯语写的书把 jya 变成 jiba . 在阿拉 
伯乎稿中，有这样一些宇母和变音符号，粗略地说，这些宇母对应于我们的辅音字母，而变音 


© *—1 的根是”次单位根， 1. f ，…， 其中 fee ^ kcosUn / iO + UinU */”). 这酱根把单位 HlfCCi 
I z| =11 分成 n 个相等的 *( 见田 1-8). 这解* 了术语"分 Br<cycloiomic>, 因为它的希《语 原意是 •》 分裂 



m 1-9 三角名称的由来 


HD 


cm 
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符号对应于我们的元音字母.在写作中抑制这些变音符号是合乎习俗的，例如， 〗 iba 在阿拉伯 
语中写作 jb (当然用的是阿拉伯语特 征〉. 现在， jiba 在阿拉伯语中已经没有其他意思了，所以 
最终演变为 iaib , 这是一个阿拉伯词语，意思是“一件衣服的胸部” （一个 不错的调语，但是绝 
对与半弦毫无关系）.最后，大约1150年格拉多 ( Gherardo ) 把 iaib 翻译为拉丁文中的等价词语 
sinus . 这就是为什么正弦是如此称呼的，原因就在于正弦意思是胸部！ 

只要我们在讨论词源学，就会问为什么这样称呼一个根呢？正如希腊人称一个矩形的底边 

为底一样(例如面积公式为" I •高 X 底)，他们也称一个正方形的底边为底.希腊人的一个问题 

是： 给定一个面积为 A 的正方形，它的底的长度是多少？回答当然是 v / X . 如果我 们为# 取 
个名宇，那可能会称它为 A 的底或 A 的边.类似地，如果我们为下面的三»问題寻找一个术 
语： 一个体积为 V 的立方体的边长是多少？我们可能会称 W 为 V 的立方底，称 A 为 A 的平 
方底.那么，为什么我们要称这些败字为立方根或平方根呢？ 

追踪这些词的来源不是一件简单的事悄，我们只给出下述解释.大约在四世纪和五世纪之 
间，许多数学家用希賄语写作，但是，到了艽世纪末，印度成为败学的中心，许多重要的数学 
[33] 文献也是用梵语写的.平方根在梵语中称为 pada . 梵语和希腊语都是印欧语系，梵语 pada 等 
同于 希雎语 podos , 两者的意思都是指一根台柱的底部，或者如上所述，是指一个正方形的底 
部.然而，在这两种语言中，该词还有另一种 含义： 植物的根.从梵语》译过来时，阿拉伯数 
学家选择了第二种含义，也许这样做是错误的（阿拉伯语不是印欧语系），也许是由于某个不为 
人所知的原 W . 例如，阿尔-瓦理斯米 （ al - Khwarizmi > 写过一部很有影响的书 f Al-jabr w’al 
muqabalalK (代数学》>, 9 它是在830年出版的，书中用的是阿拉伯词 iidhr , 意思是植物的根. 
(术语 algebra 是该书欧洲版书名中的第一个词，其作者的名宇也以词 algorithm 进人到了英语 
中这种错误翻译从那时开始流传下来，经过了几个世纪，术语 Hdhr 成为阿拉伯数学写作中 
的标准术语，欧洲人把阿拉伯语翻译成拉丁语时，用的是词语 radix ( 意思是 根）. 大约从十二 
世纪开始，#的记号 r 2 巳经出现在欧洲的一些文章中（但是平方根的符号没有从宇母 r 中演变 
出来，它是由一个古老的圆点记号演变而来 的〉. 然而，同时存在一个有竞争的记号，某些学 
者在直接翮译希腊语时，记#为 Z 2, 其中/是拉丁词 latus 的缩写，意思是边.敢后，随着 
16世纪对数的发明， r 战胜因为记号/2在那时被普逋用来表示 log 2. 本章从乎方根到立方 
根再到除和 ？一« 以外的多项式方程的根的叙述是十分自然的.因此，似乎不存在方程 
的根与植物学之间的联系. 

习颳 

H 1.28 判断对错并说明理由. 

( i > 对所 有漪足 0< r <7 的《数二項式系数是 7 的倍数. 


© 人们虽然可以麵译这个 W 拉伯讲衫但是这些词已经有了专门的含义： iabr 和 muqabala 部 是指某种类似于从方 
程的两边减去一个相同的数的操作. 



( ii > 对任意 《 数 n 和任意満足 0< r <» i 的 r , 二项式系败是的 倍数. [ g ] 

( iii ) 设 D 是〗0只不同的狗构成的集合， C 是10只不同的《构成的集合， W 狗的四重奏和描的六廬奏曲 
一样多. 

( iv ) * 9 是一个有理败，«斤_是一个单位根. 

( v ) 设 / Cr )=« x *+& r + c , 其中 a , 6, r 都是实败.若 z 是 /( z ) 的一个根，則 F 也是 /(: r > 的根. 

( vi > 设 / U >*« a ： r 2 + fc : r + f , 其中 … h c 都是复败.若 z 是/ ( h 的一个根，则 z 也是/( X )的根 • 

( vii >4 次 本陬单 位根是 i 和一 L 

H 1.29 证明二项式定理对复数 成立： 若《, v 都是复败，則 
(山 

*1.30 tt 明二项式系败是“对称 的”： 

(:)■( 二） 

对所有 r , 0< r < n 成立. 

# H 1. 31证明：对毎个 n , 二项式系数的总和是 2' 

(»(;卜(:卜 

1.32 H ( i ) 证明：对毎个二項式系数的“交错总和”是0» 

( ii ) 利用 （ i > 证明. 对给定的 r 为儒数 时所有的总和等于 r 为舟败时所有的总和. 

H 1.33 证明：若 W 

•1.34 设 ，证明 

Chf (:::)• 

1.35 设％是复数，对所有 j 有 U 1 =1,其中 n >2. 

H ( i > 证明 

• i-i I /-I 

H ( ii > 证明 

\P'\ =n 

当且仅当所有都相等. 

1.36 (大卫的羅） 证明： 对所有 n > r > l 有 
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* H 1. 37对所有奇败 n > l , 证明存在一个«系数多项式心 Or ) , 使得 

sin ( nr ) = ^.( siar ). 

1.38 ( i)(l + ir 产中，的系败是多少？ 

H ( ii > 从放有20种不同顔色涂料的调色板中选出4种顔色的方法有多少种？ 

1.39 至少给出两种不同的方法 i £ 明一个含有 it 个元素的集合 X 恰有 2" 个子集. 

H 1.40 一 周一次的彩票要求在1与45之间选出5个数来.在一周结束时，5个数宇被随机地抽出，如果你选 
的败宇与抽出的数宇完全 相同. 你将贏得头奖.你贏的机会是多少？ 

定义对*教 / U > 妇 納地定义它的 n 阶导数 / wOrh 令/ <0 ’（无> 为 / U )， 若”彡0,則文又 / U + I > U )_ 

1.41 飯设逐项求导对幂级败成 ^ /( ir) - c 0 + c . x - fc * x * + - + c . x - + -, W 导数 /(•*■) 的幕级败是 
fix ) _ q + 2 f * x + 3 ciX * + ••• + nr . x "* 1 - f - 

( i ) 证明 /(0)- fo . 

( ii ) 证明：对所有 n >0 有 

/ u > ( x ) n ! c a + (”+ l )! c .4 .»x + 

其中 g _ Cr ) 是一个幂级败. 

( iii > 证明，对所有 》 t >0 有 (3 然，这是泰勒公式 . > 

- H 1. 42 (藥布尼茨公式 > 函败/: R — R 称为 C _-« 徵，若它对每个；1>0有 n 阶导败 / u H : r >. 证明，若/和 g 

»是(：- - 函数， M (/*)'•*( x ) = ^ (:) /u ， u) • 广…). 

rsn 1.43 求 vr . 

•1.44 (丨〉若《=»*[008^+〖8411^]，证明 

w = 7 r [ cos (5/«) 4* iain (5/”>] 

是*的 一个” 次根，其中 r >0. 

( ii ) 证明 2 的每个 ri 次根都具有形式 fw , 其中？：是 n 次本原单位根，4=0, 1, 2 ，…， ”一 1. 

1.45 H (0 求 

H ( ii > 求 8+〗5 i 的所有四次根. 

-1.3 最大公因子 


除 Z (表示整数集 >*N (表示自然 数集) 之外，我们有必要再介绍一些常见数集的符号. 

Q = 所有有理数(或分数）的集合，即所有形如 fl /6 的数，其中 a 和6都是整数且6乒 0( 源 
于单词 quotient ) 
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厌=所有实数的集合 
0=所有复数的集合 

长除法 是指： 用非0整数 a 除整数6得到 



其中 <7是整数且 0< rAi < l . 现在我们清除分母以得到完全在 Z 内的一种叙述. 

— 定理 1.32( 除法算式）给定整數6且 a 关0,則存在嘈一的整數… r 满足 
b = qa + r ，0 ^ r <| a |. 

证明我们将证明 a >0 且的特殊 情形. 习埋 1.47 要求读者给出定理的完整 证明. 

长除法是指求出满足职<6的最大整数 q , 或者说，求形如6—押的最小非负整数.我们将这 
一意义形式化. 

设集合 C 是由所有形如 6 — na 的非负整数构成的集合，其中 n >0. 因为6=6— CtaeC (我 
们假设所以 C 关 0. 由 最小数 原理知 C 含有最小元，不妨设为 r =6 — 9 a ( 9 >0). 当然， 

由定义知偎设 r > a ，则 

6—(?+ l)a = b — qa — a = r — a ^ O . VTT ] 

因而 r — a = 6 —( 9 十 l ) a6C 且 r — a < r , 这与 r 是 C 中的最小整数矛盾，因此 0 « a . 

以下证明9和 r 的唯一性.假设 6 =ga + r =/ a + 〆 ， 其中 0< r ， 〆 <«，则 
(9 _ q')a = r — r . 

不妨假设 〆 則 / _ r >0， 因而 悝设則 g —( 因 9 — 9' 是整败).因 

为<«>0,所以 

(.q — q')a ^ a . 

另一 方面，由于 〆 < a , 由命埋 A .2 知 

/ — r<<j — r < a . 

因此 a 而 r ’一 r < a , 这与( 9 一 9 ’)<* = /一》*矛盾.所以 g 并且 r = r ’. ■ 

-♦ 定义设 a , <>是整教 且<1 爹0,除法算式中的整教 9 和；*分别称为《!除6的商和余数. 

例如，一个败 m 被2除后余数有两种可能，即0和 1. 若余数是0,则 m 是偶数，若余数 
是1，则 m 是 奇败. 因此 m =2 g 或 m =2 g + l . 

注意： 当6是负整数时，除法算式也是有其意义的.粗心的人可能认为 a 除6和£»除一6 
所得余数相同，但这通常是错 误的. 例如，用7除60和7除一60: 

60 = 7 * 8 + 4, -60 = 7 • (-9) + 3. 

可见7除60和7除 一60 所得余数是不同的（见习题 1. 84). 

下述结果表明不存在最大的索数. 

-* 推论 1.33 素數有无穷多个. 

证明（欧几里得证法）假设只有有限多个素数，用/ ，九， …，九表示所有的索数•定 
义 M =( 外… />») + 1.由定理 1.2 知 M 或是索数，或是素数 的积. 但是 Ai 既不是素数 ( JW > A , 

*=1. 幻也没有任何素数因子这是因为 A 除 M 得余数1而不是 0. 例如，用内除 M 得 



… />») + 1， 所以商和余数分别为 g = pi … P * 和 r =1; 用 pz 除 办角… p *)+ l ， 
ri 8 l 所以和/ ■=：!, 等等.这与素数只有有限多个相矛盾.因此索数有无穷多个. ■ 

算法是指一些命令的集合，这些命令经过有限步后给出正确答案，使问 B 得以解决.在这 
种意义上，除法算式是一种 算法： 我们从 a , b 开始， 到 9 , r 结束.书的末尾附录 B 中用伪码 
来更加正式地表示算法.伪码是一般的命令，它容易被翻译成程序设计语言.例如，下面是除 
法算 式的一 个伪码. 

Input : 6 > a > 0 
Output i q,r 
q ** Oi r * = 6 
WHILE a DO 
r *= r 一 a 
q * = 7+1 
END WHILE 

— 定义设 a , 6 是整數，若存在整数使得 6 = a j , 則称 a 是6的_ 个因子 （也称 a 整除6 
或称6是《 的倍 数），记为 

a | 6 . 

注意： 3 I 6, 这是因为 6-3 X 2, 但 3/5( 即， 3 不能整除 5), 这是因为即使 5-»3 x |«, 

但" I ■不是整数.士 1和土6是仟怠整数6的 因子. 6丨0恒成立（因 0=6 X 0) i 另一方面，若0|6 
贝！ 16 = 0( 因为存在 d 使 A =0 X </=0>. 

设〜6是整数且^#0,则是6的因子当且仅当除法算式中余数 r = 0. 若《是6的一个 
因子，则除法算式中余数 r =0» 反之，若余数 r =0, 則 u 是6的一个因子. 

— 定义若整數 r 满足 c 丨 a , c 丨6, « c 称为螯數 a 和6的公 因子. a 和 b 的最大公 因子记 
为 gcd ( a , 6) [或简记为 （ a , 6)], 其定义为 

gcd(a^)=(°- , ” = 0 = 6 

U ,6 最大的公因子，其他 

显然，最大公因子的记号 ( a , 6) 同有序对使用的记号是一样的，但是读者根据这个符号所 
在的上下文应当不难理解符号的含义. 

设 a 和 m 是正整数且 a 丨 m , 不妨设 m = 我们断言 a < m . 由于0<6,又因为6是整 

[39] 数，所以1<心这样于是最大公因子总是存在的. 

若（是^和6的一个公因子，则一 c 也是. 因为士 c 当中有一个是非负的，所以最大公因子 
总是非负的.若 a 和6至少有一个非零，则 ( a , 6)>0. 

命题 1.34 设 p 是素数，6是任意整數，則 


gcd ( p ,6) = 


当 P 16 
其他. 


证明 p 和6的公因子(：当然是的一个因子，但/»的正因子只有 p 和1,所以（/>， 6) 
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户或 1 . 若 p I 6, 则（/>， d )= p , 否则（/>， 6) = 1. ■ 

- 定义整數 a , 6的一个线性组合是指形如 

w 十必 

的整教，其中 s ， t 为 整數. 

下述结果是最大公因子的一个最有用的性质. 

- 定 31.3 S 若 a , 6 是整數，« gcd ( a , 6) 是 a , 6 的一个线性组合. 

证明我们可假设 a 和6至少有一个不为 0( 否则最大公因子是0,结论显然成立）.考虑 
由 a 和6的所有线性组合构成的集合/ : 

1 = {sa + lb > s,t ^ Z >. 

现在 a €/ (取 s = l , t =0), 6€/ (取 s =0, / = 1). 于是7含有正整数（若 a 关0,則丨 含有士 a >, 

因而由 f 中所有正整数构成的集合 P 关 0. 由最小败原理知 P 含有最小正整数，不妨设为 d , 

我们断言3是0和6的最大公因子. 

由于所以 d 是 a , 6的一个线性组合：存在整数.、，<，使 
d = sa + tb . 

让我们通过证明 d 既整除 a 也整除6来证明</是 0 和6的公 因子. 由除法算式知 <2 =供/+ 
r , 其中 0< r < d . 若 r >0, 则 

r = a — qd = a — q(.sa +/6) = (1 — < js)a + (― 9/)6 6 P . 

此与 d 是 P 的最 小元矛盾.因而 >"=0,我们有 d | a . 类似的讨论可证得 d 丨6. 

若 c 是“和6的一个公 因子 . WJ a-^-ca , b = cb ' ,因为 </ = m + zA = c ( m '+«6')， 所以 c Id •乂 
若 f I 山则丨 <• 丨 < 山所以</是^和6的最大公因子. ■ 

《，和6的一个公因子 ， )|IJ c ^ d . 下面的推论 表明： 对每个公因子 c 
都有 c 丨 </. [ W \ 

- 推论 1.3« 设 a , fc 是整教，非负公因子 d 是它们的最大公因子当且仅当对每个公因子 c 
都有 c M . 

证明必要性 (=>): 定理 1.35 的证明结尾部分已经证明了 a 和6的每个公 W 子 c 是《£ = 
sa +/6 的一个因子. 

充分性 （<=): 设^/是^和6的最大公因子，/是可被毎个公因子 t 整除的非负公因子.因 
此这是因为对毎个公因子 c 有另一方面 d 本身是一个公因子，所以根据假设有 
d | d ', 因而 所以 _ 

定理 1. 35的证明还包含了一个将要再次用到的思想. 

- 推论 1.37 设 f 是 Z 的一个子集，满足 

( Doer . 

( ii ) 若 a , ftGI * M a —6 G It 

( iii ) 若 ae /，? ez , « qa ei . 

則存在非 ft 整数使得 / 恰由 d 的所有倍数构成. 

证明若7=<0}, 则取 若/含有非零整数 a , 則由 （ iii ) 知 （一 l) a = — aeJ , 因此 
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± a € I , 其中之一为正数.由最小数原理，/含有最小正整数，记为 d . 

我们断言，毎个丨是 d 的一个 倍败. 由除法算式知，存在整数 g , 0< 
r < d . 由于所以由 （ iii ) 知又由（「_)知 r = a — 供/€ J . 但 r < d , 而 d 是 J 的最小 
正整数，所以 r =0 .因此^是<^的一个倍数. ■ 

下述结果被称为欧几里得引理，它是非常有趣的，因为它给出了素数的一个非常重要的特 
征.欧几里得引理经常被使用（仅在本章中就至少使用了 10 次）， 对于不可约多项式它的类似 
结论也是非常重要的. 进一 步看，这个引理还引出了索理想的概念. 

- 定理 1.38( 欧几里得引理）若 p 是素數且/> U 6, 則/ > U 或/>丨6.更一般地，若素数 p 
整除 ai 办 •••《»,, « p 至少整除其中一个因子 a .. 反之，若整數 ； n >2 满足：当 w | a 6 时总有 
m 丨 a 或 m | b , 則是一个素教. 

证明假设/ •/«, 我们必须证明 Pi 6. 由命题 1.34 知 （/ >, «) = 1,又由定理 1.35 知存在 
整数 f 使得1 = + 所以 

b = spb + tab . 

因为多丨 aft , 所以存在整数 r 使得 afc = /> c , 因此6= * p 6+ 印 c = p(jfc + * c ) ， p | b . 第二个命题 
对 n >2 用归纳法容易得到. 

证明逆 命晒： 假设 m 是合数， 9 Hm = ab , 其中 a < m , b < m . 这样 由® 设知讲|^或 
m | 6,但 m 不能整除 a , M 因为 a < m , 6< w ), 矛盾. _ 

这里有一个具体实例可以说明欧几里得引理在一般情况下不成立： 6 | 12 = 4 X 3, 但4, 
6 13 . 

-* 命题 1.39 若户 是素教 . «/> I 
证明冋忆 

( P \ = P \ = + 

\ jl ~ ~ >! ' 

交叉相乘后得 

_»•!(’)= 1> … ( p - j . +1)， 

所以/ > U ! ( p - 若/>丨>!,则由欧几里得引理知/•一定能整除的某个因子1, 2, >. 
但由于 OCjCp , 所以 j ! 的每个因子都严格小于/>,因此/ ■不 是它们任何一个的因子，因此 
/>/_/!•因为/> | j ! 所以由欧几里得引理知/ ■ 

注意： 命睡中假设/>是索数是必要的，例如 =) = 6, 但 4/6. 

- 定义若整数 a 和6的最大公因子是1，《称 <2和6互聚. 

这样，若 a 和6的公因子只有±1，则它们互索且1是 a 和6的线性 组合. 例如，2和3互 



素，8和15互素. 

以下是欧几里得引理的一个推论，其证明 相同. 

推论 1.40 设 a ， 6, c 是整教.若 c 和 <2互素且 c | 則 c | 6. 

证明由条件知存在某个整数(/使得乂因为存在整数^, i 使得 l ==« r + to , 所以 
厶 =«:6+如6=54十化£^ = ((56十/<0. ■ 

弄清楚这两个结论的证明是很重要的：推论 1.40 虽然不是欧几里得引理的延续，但其证 
明却是. 

定义若 a 和6互素，《称有理数 <1/6( 其中 a , 6是整數）的表示式是既约的. 

引理 1.41 每个非零有理數 r 都有既约表示式. 

证明由于/■是有理数，所以存在整数 a , 6使得 r = a /6. 若 d =( a , W , _ a = aV , *= 
h ' d , a / b = a ' d / b ' d ^ a '/ b '. 但 （ a ', fr '> = l , 这是因为若 />1 是的一个公因子，则 
d ' d > d & a , 6的一个更大的公因子.矛盾！ ■ 

以 F 是对没有提到分圆多项式的欧拉 t 函数的一个播述.回忆 W «) 被定义为 n 次本原单 
位根 {:的 个数，即？• = 〗，但是对有关 1. 

- 命题 1.42 若整數 n > l , «♦(；!) 是瀉足和»«> = 1的整教《的个教. 

证明根据推论 1.28, 因为每个 n 次单位根存形式所以只需证明 f 是本原的当 
且仅当 ( ik ， n ) = l . 

若 A 和”不互索，则 k = ds , 其中山 r , s 都是整数， i . d > l , 所以 r < n . 因而 
去=砮=十， taiftj ( e , * u/ -r = ( e 2 ^)^ l , 不是一个”次本原单位根，矛盾 • 

反之，假设 < A , n )- l . 记 v = e ， W '- 存在整数 s , *使蛐+4«=1.因而 
7 = e 1Mm •- 

若存在 d 满足则 f = l ， < 
ci 不存在 ，{:是一个 n 次本原单位根. 

命應 1.43 #是无理教. 

证明假设是有理数，即#=«/6.我们可假设 a /6 是既约的，即 （ a , 6) = 1. 两边平方 
得^=2夕.由欧几里得引理 0 知2丨 a , 所以 2 m =« i , 因而 4 m *= a * = 26 s , 2 m * =6*. 此时乂由 
欧几里得引理知2 |6,这与 ( a , 6> = 1矛盾. ■ 

命超 1.43 在数学史上是有特殊意义的.古希睹人定义的数是指“正整数”，而（正）有理数 
被看作是“比率 ” a 4( 我们可以把它解释为分败 a / A ). 斤是无理数，这对毕达哥拉斯学派（约 
公元前600年）来说是震惊的，因为这告诉他们#不能仅用数（正 整数〉 的观点来定义.另一方 
面，他们认识到边长为1的正方形的对角线的长度是 V ?.因此，方程 x 2 =2 没有数解但有几何 
解.到了欧几里得那个时代 （约 公元前325年），通过把数学分成两个学科、代败学和几何学， 
这个问题才被解决.这个问鹿的解决可能是经典数学的黄金时期起源于罗马帝国而后在欧洲衰 



=1 ， 这与 I ； 是一个 n 次本面单位根矛盾.因此，这样的 

■ 


© 这个《明珂以更初等些 • 只*利用命 *1.14. 



退的主要原因之一.例如，看待线段的加、减、乘、除（见定理 4. 47>有一些几何方法，但实 
际上不可能做任何代数运算.需要一个复杂的几何论断[归功于欧多克索斯 （ Eudoxus 〉， 见欧 
几里得的《几何原本》]才能证明交叉相乘成立，即若则 ci : c ==6: rf . 

我们引用《科学启发 》 (Science Awahwi ；! 总）第125页范 •德 • 瓦尔登 （van der Waerden ) 说 
的话： 

如今我们说对廣线的长度#是“无理教”，并感梵比贫穷的“不知道无理數”的希腈人更优 

越，但是希赚人非常了解无理教牟 . 他们不认为 W 是一个數，这不是疏忽的结果，而是对數 

的定义的严格 1 &持. 希 臢文字 “arithtnos (教字 >” 的意思是數量，因此是指完整的數.他们逻辑 
上的严格甚至不允许他们承认分數，所以他们用整数的比来 代替. 

对巴比伦人来说，每条线段，每块面积只表示一个教 . 当他们不能确定平方根的确切值 

时，就镇静地接受一个近似值.工程师和自然科学家们巳经是这样 做了. 但是希膳人关心精确 
的知识，要的是“对角线本身”，如柏拉图所表达的，而不是一个可接受的近似值. 

在教（正整教）的范围内，方程 x *=2 不能解，甚至不能用數的比表示出来，钽在线段的范 
围内方程有解.事实上，单位正方形的对角线是一个解.因此，为了得到二次方租的精确解， 
我们不得不由教（正整教）的范围过渡到几何的 范围. 几何代教对无瑾钱段也是有效的，并依然 
是一门精磯的科学.因此，是運辑上的需要，而不是视觉上的谕快，迫使毕达哥拉斯将他们的 
代數学改变为一种几何形式. 

即使数的希腊定义不再流行，但是它们的划分依然存留了下来.例如，几乎所有的 美国髙 
中都是教一年代数后再教一年几何，而不是两年中两门课程一起教.从古希腊时代以来，出现 
过几次定义数的问題.在16世纪，败学家们不得不处理负数和复败(见第5章中 对三次 多项式 
的讨论).今天蒈遍接受的实数的描述，是自19世纪后期延用至今的.在我们这个时代，存在 
一些占雅典娜的附和者.例如，克罗内克 （ LKronecker , 1823—1891>写道： 

上帝釗造了数，其他一切都是人为的. 

甚至今天还有一些逻辑学家坚持要给数一个新的定义. 

我们对最大公因子的讨论还未结束. gcd (12327, 2409) 是多少？用另一种方式问这个问 
题，表达式2409/12327是既约的吗？下面这个结果不仅使我们可以高效率地计算最大公因子， 
而且还可以计算把最大公因子表示成一个线性组合时所需的整数 s 和 f . e 在给出这个定理之前， 
思考下述例子.因为(2, 3) = 1, 所以存在整数 s 和 r 使得 1=25 + 3/. 考虑一会儿躭知道 s = 
一1，<=1，但又一想，得 s = 2, 我们得出结论，把最大公因子表示成线性组合的系 

数 s 和 f 不是唯一的.然而，下面的算法总可以选出一对特殊的系数来. 

- 定理 1.44( 欧几里得算法） 设 a , 6 是正整教，則存在求最大公因子 6) 的一种算 
法，且存在求一对整数/使得 rf = Sfl + 必的算法. 

注因为 （ a , 丨 a | ,丨 6| ), 所以关于任意 6 的一般情形也可以 解决. 


© 毎个正整歆 箨是一 些索数的枳，兪 *1.55 将使用该结论去计霣最大公因子.然面，寻找大数的索分 解是闲 瓊的， 
实际上，这正是公众密码系统安全的基本 琢因. 
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证明证明的思想是反复应用除法算式（我们将会在证明完成之后看到这种思想是从何而 
来的).令 6= r 。， a = r ,, 反复应用除法算式，得如下整数正整数『 ; 和 方程： 
b = 9ia + r », r t <. a 

a = r , = q t r t + r Jt r , < r t 

r :=^ r s + r " r , < r , 

r .- 3 = g .- zr.-z + r.-i , r.-t < 

r.-t = 9 ._ ir^i + r ., r . < r._i 

r._i = q n r , Li 5 J 

(记住，由除法算式可知所有的 9, 和 r , 都是已知的）.首先注意到存在最后一个余数，这是因 
为余数构成一个严格递减的非负整数序列，所以过程会终止（事实上，所需步*少于 a 步.命 
睡 1.46 给出了步*数 B 的更小上 界〉. 

我们利用推论 1. 36证明最后的余数是最大公因子.重写欧几里得算法的最先两个等式为 
b =qa +r 
a = q'r + s . 

若 c 是 a , 6 的公因子，则第一个等式表明 c 丨继续看第二个等式，我们可知 c \ a , c \ r , 

所以 cl *. —直继续直到看最后一个等式，我们看到 r 整除每个余数，特別地 ， c | d . 

现在重写欧几里得算法的最后几个等式为 

/ =ug + h 
g ~ uh +* 
h = uk + d 
k =vd 

看最后一个等式，知 d I 丨 </, 所以 U . 再往上看，知 d u , d I k , 所以 d I f 
最终得由此知 c / 是一个公因子.但是，因为我们在前面部分巳经看到， 若 
任意一个公因子，則 cU , 所以 d =( a , 6>. 

我们现在求 s , 仍从 底垴往上算. 重写/ 1 = «1+ < /为 JeA — ul , 并代人它上面的等式 

t = g-“’k 得 

d = h — uk = h — «*( g 一 uh ) = (1 + uu'ih — ug . 

因此， d 是和/ ■的一 个线性组合.继续这个步骤，用/ ■替代 / — 等等，直到 d 写成了 a 
和6的一个线性组合. ■ 

因为我们直到除法算式应用于 r .-, 和才知道第 ( n _ l ) 步 
r.-t = q.-i r .-, 4- r , 

中的 G 是否是最大公因子，所以我们称;》为欧几里得算法中的步数. 

例 1.45 求 (326, 78), 将它表示成326和78的一个线性组合，并写出78/326的既约形式. [46] 
[326] =4 x [78] + [ l 4 l (1) 

j 78 j =5 x [ u ] + [|] (2) 
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[IE 


回= 

=1X 回+囡 

(3) 

回: 

=1X0 + 111 

(4) 

® = 

= 3X|] 

(5) 


由欧几里得算法知 （326, 78)=2. 

现在利用上述过程将2表示成326和78的一个线性组合. 

2=回一1回 利用 (4) 

=回一 1(函] 一 1囹） 利用 (3) 

=2回一1回= 2(_ —5@>-1 回 利用 (2) 

= 2[78]-11 [|5 = 2[78 l - ll ([326 l -4 [781) 利用（1> 

= 46回 -11 [326]| 

因此 s =46. ■一 11. 

用最大公因子2除分子和分母得78/326 = 39/163,这耽是要求的既约式. 4 

希腊人称欧几里得算法为 antanairesis 或 anthyphairesis , 两个都可以豳译成“辗转相除 
法”. 习题 1.61 是说(6， a ) = (6— a . a ). 若6—则（6， a ) = (6— a » a ) = (6—2 a f a ). 
继续减下去，直到得一对 a 和 6 — 满足 6 — 因此，若 r =6 — ga ， 其中 0< r < a ， 则 

(6» a ) = (6 — a t a ) = (6—2 a , a ) = •- = (6 一 qa * a ) — ( r * a ). 

现在改变方向：从 ( r , a ) = ( a , r ) 开始重复上述过程，其中 a > r , 最终得 ( d , 0) = rf . 

例如，用 antanairesis 算法计算最大公因子 （326, 78) 如下 * 

(326,78) = (248,78) = (170,78) = (92,78) = (14,78). 

到目前为止，我们都是用大的数减去 78. 此时，因为78>14,所以*去 14( 这正是 antanairesis 算 
法与欧几里得算法相反的方面）， 

(78,14) = (64,14) = <50,14) = (36,14) = (22,14〉= (8,14). 

我们又互反一 下得： 

(14,8) = (6,8). 

再互反一次得(8, 6) = (2, 6), 最后一次互反得 

(6,2) = (4,2) = (2,2) = (0,2) = 2. 

因此，最大公因子 （326, 78) = 2. 

使用除法算式（刚刚被迭代相减！）对实施 antanairesis 算法会更有效.从 （326, 78> 到 
(14, 78) 有4步，用除法算式表示出来就是 

326 = 4 X 78 + 14. 

从(78, 14) 到 (8, 14) 有5步，用除法算式表示出来是 
78 = 5 X 14 + 8. 

从（14, 8) 到 （6, 8>有1步，即 

14 = 1 X 8 + 6. 



教 


论 


35 


从(8, 6) 到(2, 6>有1步，即 

8 = 1X64-2. 

从(6, 2) 到（0, 2>=2有3步，即 

6 = 3 X 2. 

这些就是欧几里得算法中的步骤. 

欧几里得算法是最早给出计算步骤数目的确切范围的算法之一.下面这个结果的证明要考 
虑斐波那契序列 

F 0 = 0* Fj = 1, F m = F„_, + F,_2, n ^ 2. 

命題 1.46 (拉梅 e 定理）设却是正整數， d(a) 是 ci 的十进制表示式中數字的个數. 
若 n 是用欧几圼得算法计算最大公因子 （a, 6) 的步数，財 

n < SdU ). 

证明在欧几里得算法的等式中，我们用表示6, n 表示 a , 使得每个等式有形式 

— 广片 1 9汁1 + r i >* 

除了最后一个，即 

r m -i * r m q m . 

注意若办<1，则 r •- 这与〜<»•■-， 矛盾. 类似地，所有 </ i， 仍，…， 
9-- 否则存在— 1使得％ =0且 = r, +1 ， 与严格不等式 r^Cq-iC … <0 =6 
矛盾. 

现在 

> 1 = F, 

且由于 g_>2, 

^-i = r m q m > 2 r „ > 2F, > 2 = F 3 . 

更一般地，让我们对»0应用归纳法证明 
r •- 

归纳步骤为 

r H-/-I = r r ■- 片 I 

+ r.-^i (因为 > 1> 

^Ff+z + F^i = F 斤 ，. 

所以 由推论 1. 16 知 F, +l >y_S 其中 y=j(l+W ), 所以 

a> y-'. 

因为 log l(1 y>bgi 0 (1.6>>j, 所以 


0 这是定繩不以其发理者的名字来余名的一个 侧子. 拉梅 （L«m 幻的还明出理在1844年.对欧几里得算法中的步数” 
的最早估计可在1564年左右由西蒙 •# 可布 (Simon Jacob) 编著的一本珍贵的书中找玥.还有一些其他的估计，分 
别由德.拉格尼 （T.F.deUgny) 在1733年，瑱奥徳 （ 九 -A.-U Reynaud) 在1821年，勒格（艮 Ug«r> 在1837年和 
芬克 <P.-J.-E*Finck> 在1841 年得轧 [这些更早的估计在刊»«Hist 0 ri a MathematicaXC 败学史》>中有描述，分别 
见于夏利特 (P Shallit, 1M4> 和 龜雷伯 （P.Schreiber, 1995〉的文韋中 .] 


□a 
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149 I log l0 <2 > (w — l ) log, 0 y > (w — 1)/5. 

因此 

w — 1 ■< 51 ogwfl 〈 5 i /( a)t 

这里 dUXlog w aJ + l , 因为是整数，所以 W ( fl > 是整数，所以_ 
例如，因为 d (78> = 2, 所以拉梅定理保证了计算 （326, 78>至多需要10 步； 实际上只有 

5 步. 

整数5754是 

5 X 10* + 7 X 10* + 5 X 10 + 4 

的缩写.下述结果表明10并不是什么有魔力的数，任意整败可以代替10来使用. 

- 命题 1.47 若是整數，則每个正整數 m 有以6为底数的表 达式： 存在整數忒，0< 
d t < b 9 使得 

m = d k b k 4- dk -\ l ^ 1 + ••• + do i 
而且，若4^0, 則表达式是唯一的. 

注教 ci 4 ，…， t /。 称为 7 W 的心进 位数. 

证明我们用如下的迭代除法算式来定义整数 a , 和 A . 

m ^aob-^- do * 0 ^ d 0 <C.b 
a 0 = fl |6 十</|， 0 < b 

a x = aj 6 + t 0 ^ < ft 

简单的归纳表明 + 本 -i 十…十十 A . 存在一个整败々满足 6*< m < 

妒+ 1 .对这个幻我们有 w =0( 若〜尹 0, 期〜 >1且因而 
m = b^d k + 1/ x d k . x -f ^ l d^ t + … + W, +1/ 0 
是 m 的以为底数的表达式. 

在证明数字 rf , 的唯一性之前，我们首先观察到，若对所有；有0<忒<6,则 

圆 = S** 1 -S* 1 =6* +, -1<6* M . (6) 

• -0 »>=0 1-0 »»0 

现在对应用归纳法 证明： 若 A *<» n <** +1 , 则表示式中卜进位败是由 

/-0 

k k 

m 唯--确定的.设 m = 2^' = 2 C <*' > 其中对所有 i 有 0< d ,<6, 0< c ,<6. 两式相臧后得 

k 

0 = Sw.-c,)*'. 

<■0 

排除任意零系败，并将所有负系数4一6(如果还有的话)颠倒瓶序，从而得到一个 等式： 

L = ^ « 一 Ci )6' = 2 ( c i — dj)iy = R ， 

•€1 i 6 i 

其所有系数为正数，且指标集2和 J 不相交.设/»是 J 中的最大指标，9是 J 中的最大指标. 
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因为丨和 J 不相交，所以我们可假设因为左边 L 含有其系数不为零，所以 
但由 （6) 知右边矛盾.因此卜进位数是唯一确定的. ■ 

例 1.48 让我们紧接命题] .47 的证明过程，写出12 345的以7为底数的表示式.反复利 
用除法算式得 

12 345 =1763 X 7 + 4 
1763 =251 X 7+ 6 
251 =35 X 7 + 6 
35 =5 X 7 + 0 
5 =0 X 7 + 5. 

因此12 345的7-进位数是50 664. 4 

最常用的底数是6=10 ( 给出了每个十进制数字）， 6=2( 给出了二进制数宇，这是很有用 
的，因为计算机可以把1解释为 “ on ”， 把0解释为 “ off ”>, 以及6= 16( 十六进制，也用干计算 
机）， 不过，其他的底数也是有用的，让我们来看一下. 

例 1.49 以下是梅齐利亚克 （Bachet de Mfairiac ) 在1624年提出的一个问 《. —个商人有一 
个重40磅的东西碎成了 4块，在称这些碎块时 发现： 每个碎块的重置都是整数，并且可以用这4 
块碎块来称重貴介于1到40磅之间且为整数的物体.那么这4块碎块的重*分别是多少呢？ 

称重是指用一个有两个托盘的天平，把物体放在任何一个托盘中去称重董.给定1磅和3 
磅的物体，人们可以称出2磅的物体^,其方法是：在一个托盘中放上1磅的物体和待称的物 
体口，而在另一个托盘放上3磅的物体. 

梅齐利亚克问埋的答案是1, 3, 9, 27. 用□表示给定的整数磅 S 的物体，我们记下两个 
托盘中物体的 爾量， 并用分号相隔，黑体数宇是□的重量，读者应当注意到，命埋 1.47 给出 
了放在托盘中的重量的唯一性. 
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10 

9.1 ；n 

3 

3 »D 

11 

9,3,1 ,D 

4 

3»1 ;D 

12 

9,3 ,D 

5 

9 i 3, l,D 

13 

9,3,1 ;D 

6 

9;3 ,Q 

14 

27,9, 3，】, □ 

7 

9,1:3,0 

15 

27,9,3 ,D 

8 

9|1 ，D 




读者可以对完成这个表格. 4 

例 1. S 0 给定一个天平，则任何体重不超过364磅的人的体重（整数磅）可以只利用6个钜 
块来称出. 

我们先证明每个正整数 m 可以写成 

m = e *3* + e *- i 3 1_, + — + 3«| + e 0 » 


ED 


其中=— 1, o 或 1. 
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现在修改这个3-进位数表达式为 

m = A 3* + + …+ 34 + 木 ， 

其中忒=0, 1， 2. 若木=0或1,则令 eo = rfo , 留下若忒=2,则令 e 0 = _ l ， 并用必十1 
代替义（我们只要把2換成3 — 1〉.现在 1< A +1<3. 若4 + 1 = 1，则令 q = l ， 并留下 
若4+1 = 2,则令幻=一1,并用 A + 1 代替若4 + 1 = 3,则定义灼=0,并用木+ 1代 
[52] 替木.如此继续下去 ( m 的最后表达式可以从或开始).以下是这个新表达式中最 
先的几个数被列出的一个表(我们用 I 代替一 1). 

1 1 

2 1T 

3 10 

4 11 

5 ill 

6 1 To 

7 111 

8 1 oT 

读者现在应当理解了例 1.49. 若□重;71磅，记171 = 2办 3 S 其中4 = 1，0或一 1,则把系数为 
负的那些项颠倒 一下. 这些使 e .== — 1的物体与□放在同一个托盘中，而其他使4 = 1的物体 
放在另一个托盘中. 

要解决当前的称重问 S , 需要选取重置分别为1，3, 9, 27, 81和243磅的铅块.我们可 
以称出体里在365磅以下的任何人的重童，这是因为 1 + 3+9+27 + 81 = 364. 4 

习« 

H 1.46 «断对错并说明理由. 

(06 | 2. 

( ii ) 2 | 6. 

( iii ) 6 I 0. 

( iv ) 0 I 6. 

( v ) 0 I 0. 

( vi > 对每个自然败有 （ it ， n + l )- l . 

( vii ) 对每个自然数有 （》, «4-2)-2. 

( viii ) 若6, m 都是正整数， W 6| w 当且仅当 m 的最后 一个卜 进位数 A 是 0. 

( ix ) 113 是2的不同幂的和. 

( x ) 若 a ， 6都是自然数 * 则存在自然败 s 和 r 使得 gcd ( a ，6)=* ia + t 6. 

• HI . 47给定整数<1和6(可能为负数)满足<1关0, ffi 明存在唯一的整数 <7和 r 使得 6-9 a + r 和 0< r < | fl | . 

1.48 不用欧几里得引理而用命题 1.14 证明#是无理数. 

H 1.49 设/»,,内，九，…是按递增顺序排列的素败： p ,=2, 内 _3,内=5等等.对定义厶，九外… 
A + 1. 求使 /* 不为素败的最小夂 
•1.50 证明，若山次都是非零整数 且百相 整除，则^_士汰 
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HI. 51若 t 是一个单位根，证明存在正整败 d 满足 f = l， 且只要 f = l 就有 dl 斂 [~531 

HI. 52证明每个正整败 m 可以表示成2的不同幂的和，而且这种表示是唯一的. 

1.53 对6=2, 3, 4, 5和20,求 1000的 进位数. 

*1.54 H(i) 证明，若；I是无平方因子轚数（即， 《>1 且 n 不能被任意素数的平方整除），則是无理数. 

H (iD 证明界是无理败. 

1.55 (i) 求 rf»gcd(12 327, 2409), 求整数 s 和 r 使得 327j+2409f. 并把分败2409/12 327表示成既约 

形式. 

(U) 求 <f=gcd(7563, 526), 并把 d 表示成7563和526的线性组合. 

(iii> 求 rf=gcd<73 122, 7 404 621) ，并把 d 表示成73 122和7 404 621 的线性组合. 

•1.56 设 a , 6都是整败且必=1, i€Z. iE 明 a 和6互素. 

•1.57 若 d—U， 的， 证明《八/和6/4互索. 

•H1.58 ffi 明：若 （r, m)-l»(〆，m>, W(r〆，m)-l. 

HI. 59 设 a, 6, d 都是整数. « rf-sa+16 , 其中 s, t 都是整败，求出尤穷多对整败 U, 使得 d = 

•H1.60 证明：若《, 6 互索且都整除整数” • 則它们的积必也整除 n. 

•HI. 61 证明： 对任意（可齙 负的〉 整败 a 和 h 有 (6, a)-(6-a, a). 

HI. 62设 a>0, 证明 a(6, c)-(a6. ac). [我们必须偃设 a>0 以免 c) 是负敫 .] 

1.63 证明下面的伪《补充了欧几里得算法. 

Input > a *6 
Output 1 d 

6i s *— a 

WHILE 5>0 DO 

rem *= 用 s 除 d 后的余败 
</*■** 
s rem 
END WHILE 

H 1.64 若 R 表示斐波那契序列 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, …的第 n 项，证明，对所有 n>l, F, + ，和 F, 互索. 

定义设 a ,, a :, …， a , 彝是 整数，若整教 c 满足对所有£有 c | 珥， 則称 c 是屮 ，勿，…， a , 的一个公因 
子.公《子中最大的釋一个记为 （ a , ， fl*, …， a m ), 称为最大公 H 子. 

*1.65 (i) 证明，若 d 是处 ，…， 《•的最大公因子，必，其中 （ ez, 

(ii) 证明，若 c 是 a,, 办 ，…， a, 的一个公因子， W c | a. 

*1.66 (i> 证明 （a, 6, c)«(a, (6, c)). 

(ii> 计算 （120, 168, 328). f5T1 

•1.67 毕达哥拉斯三元敝组是指由满足 

«*十6* 

的正整数〜 I c 构成的三元数组 U, 6, <r). 若最大公因子 U， 6, c)_l, 明称 这个数组是本 原的. 

( i ) 考虑复败 z^q-hip 9 其中 q>p 都是正整败.通过证明 | z 2 | ■ I : M 来证明 

itf — p x *2qp *9* + p*) 

是毕达哥拉斯三元败组.[我们可以证明每个本廉的毕达哥拉斯三元数组 U, 6, 都是 这种类 
S 的 .] 

(ii) 证明毕达哥拉斯三元败组 （9, 12, 15)( 不是本 原的〉 不厲于 （i) 中给出的类坻. 
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( iii ) 利用计算器可以求出平方根，但是只能显示8位数宇.求出 g 和 p 来证明 
(19 597 501,28 397 460,34 503 301) 

是毕达 哥拉斯三元#组. 

-1.4 算术基本定理 

我们在定理 1.2 中已经看到，每个整数或是素数.或是索数的积.现在我们来推广 
命题 1. 14,证明在这样的分解式中每个索数以及它们的次数是由 a 唯一确定的. 

- 定理 I . 51 ( 算术基本定理1 每个整數 a >2 或是素数，或是素数的积.而且，若 a 有分 

解式 

a = pi ― p m 和 a ==■ y . q .， 

其中 / >i ， •• ••夕 •• 9 i ， …， 9 .都是素教 ， W n = m , 且对奶，…，<?, 玄新标下标可使对所有 i 

有 

证明我们可以假设»»,并对 m 应用归纳法证明. 

基珀 步*. 若 m = l , 则结论显然成立. 

归納步驟.由等式知…办.又由定瑁 1.38 即欧几里得引理知，存在 i 满足/>_ | 9i . 
但是9,是索数，除1和 A 身外没有其他正因子，所以 9, = P «. 重新给下标，我们可假设<?,= 
Pm < 消去后有 #> 1 …/ . 1 . 由归纳假设知 n —l = m — 1， 且对屮，…， g ,- rS ： 排下标 
I 55 I 可使对所有 》_ 有9, = />.. ■ 

- 推论 1.52 若是整数， W 存在咪一的相身素数 />. 和唯一的整教 e ,>0 满足 

a =… p:.. 

证明只要合并素数分解中的相同项即可. ■ 

算术*本定》中的唯一性是说，索分解式^ =户？…中的指败 * ，是定义良好的 
且是由 a 确定的 整数. 也躭是说，若"= 〆 / 〆 且” 其中 P ， 9, G S 是不同的索数， 

则说的“<?的指数”是没有意义的. 

有时允许分解式中有一些零指数是很方便的，这是因为当分解两个整数时可以使用相同的 
索数.例如,168 = 2 , 3'7', 60=2*3 | 5 | 可重写为 168 S 2 U 4-7 1 , 60*2*3' 5 1 7°. 

推论丨 . S 3 每个正有理教/•关1有味一分解式 

r= Pi' …, 

其中/>,是互异的索教， g , •是非零整教.而且 r 是整数塞且仅当对所有:•有 gi >0. 

il 明存在正整数 a 和6使得 r = a /6. 笔 a = p \ … p ': ,卜 p (’ … p :- ， 則户 〆 1 … 〆 •，其 
中—/,(通过允许指数为零，我们可假设两个分解中出现相同的索数）.若幻=0,则消 
去 〆 ‘得要证的分解式. 

假设还有另一个分解式 

r = p \' … A 

(通过允许指数为；，我们又可假设每个分解中出现相同的索数 >. 如有必要可重排下标，假设 
对某个 > 有 g , 关不妨设 j = l , g ,> A ,. 因此 
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= px - 

因为某些指数可能为负数，所以这是有理数等式.通过交叉相乘可得到整数等式，其左边含有 
素数內，而右边不含有/>>,这与算术基本定理矛盾. 

若 r 的分解式中所有指数为正数，則，是一些整数的乘积，于是 r 是整 数； 反之，若 r 是 
整数，则其素数分解中所有指数为正数. ■ [U] 

引理 1.S 4 设正整数 a 和6的素数分解式分糾为 

a = … P’： ， b = p[' -p '； , 

其中//>，是相异素數，对所有 i, fi>0. 則 a 丨6当且仅当对所有 i, e,.</,+. 

证明 若对所有 i， W b=ac, 其中 F〆 1 —' 1 因为乂 一e.>0，i=l, n, 

所以由推论 1.53 知0是整数.因此 a I 6. 

反之，若 6=af, 设 r 的家分解式为 <: = 〆••••/•:•, g,>0, « = 1, n . 由算术基本定理 
得 A+ 器• = /•， * = 1，…， n， 因此对所有 I •有/■•一 ■ 

-♦ 定义设0，6都是整數，若整數/?1满足<||;?1和6 1；?1，則称/^为<2，6的一个公倍数. 

若 a 关0, b 竽0, « a, 6的最小公倍数是栺最小的正公 侑教； 若心6至少有一个为0，則6 
的最小公倍數是 0. a, 6的袭小公倍教记为 lcmU, 6)( 成 H 记为 [a, 6]). 

更一般地，设山，沿 ，…， 〜是整数， n >2, 若整数 m 满足对所有丨有 | m ， 则称 m 
为 h，a t ， •••， 〜的 一个公 倍数. 若所 有化关0, 則 a , …， 〜的最小公倍数是指最小的 
正公倍数》否则，叫， a 2 ，…，〜的最小公倍数是 0. a ,， 〜的最小公倍数记为 
[tfi ， a 2 

我们现在可以给出最大公因子的一个新的描述. 

-♦ 命题 1.S5 设 <! = 〆"••/>:■ ， 6=〆' …〆 ■，其中 p" …， p ■ 是相异素數， 《w fi^O, i = 
]••••,/!. 定义 


m, = min{e,«/ f } » M, = max{^t/ f }. 


則 


gcd(a v 6) = p" 1 9 lcm(a*6)= … 

证明设 ••• 〆：_• 由引理 1.54 知 d 是“和的（正)公 因子. 而且，若 c 是 a 和&的 
任一（正）公因子，则 c 355 〆 1 … 0<gi<min{ e if /•}==»!" * = 1， …， ”，因此 c | A 

类似的讨论可知， D=/^ … 是 a 和 b 的公倍数，且可以整除《和6的其他任意公 
倍数. ■ 

对较小的数 a 和6,在计算它们的最大公因子时，利用它们的素数分解比利用欧几里得算法 


更 有效. 例如，168 = 2 3 3 , 5°7 1 , 60 = 2*3 1 5 | 7 # ,所以 （168, 60) =2 2 3 , 5°7 <, = 12, [168, 60] = 
2 3 3 1 5W 1 =840. 我们在介绍欧几里得算法时提到过，求一个较大整数的素分解式是非常困 
难的. 

命 H1.S6 若 a, 6都是正整數，則 


[ 57 ] 


lcm(a，6)gcd(a，6) = a6. 


证明我们可以利用恒等式 
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圆 


nti 4- M , = 4- ft » 

由命题 1.55 得证，其中； n , = minU ,，/.}, M , = max {«,, /,}. _ 

当然这个命题使得我们可以用 6) 计算最小公倍数. 

习魉 

H 1.68 判断对错并说明理由. 

(0 I 2 1 »-3 12 | < y . 

( ii ) 若 r ， 〆 * …乂 •， 其中岛是相异索数，且 g . 都是整数，則 r 是一个整»当且仅当所有 g , 都是非 
负的. 

( iii ) 最小公倍败[2 1 • 3* • 5 • 7*， 3* • 5 • 13]=*2* • 3* • 5* • 7* • 13/45. 

( iv ) 若 a , 6部是 il {整数且不互素* 期存在 索败/>满足/>丨 fl 和/»丨 6. 

( v ) 若 a , 6互索，則 Oi *, 6*)*=1. 

1. 69⑴用索分解式求 gcd (210, 48). 

< ii > 求 gcd (1234, 5678). 

*1.70 ( i ) 证明螫数—个完全平方敫当且仅苎它的每个索因子出现俱数次. 

H ( ii > 证明： 若 mfi — 个正整败且 v ^ i ■是有理数， Wim 是一个完全平方败.由此知若 m 不 ft —个充全平方 

数，是无理数. 

H 1.71 设6都是正整数濟足 ( a , 6)-1, 若 a 6 是平方数，证明 a 和6都是平方数. 

•H 1. 72设”=» 〆 ;《,其 中户是 素败但+能整除螯败 m > l . 证明 

定义设 p 是一个素数，定义有理數《的 p - 进 位范敝如下： 若<«关0, 其中 /»,办， …， 

A •是 互并 素数，并令 lUIU ^ p - •丨若 a «0, 则令 |0|,_0. 定义 p - 进位度量为心 （ a , 6) - \\ a - b \\,. 

•1.73 ( i > 对所有有瑪数 a 和6,证明 

II a6 I , = IUI,|6|” |a + 6| # <m«x{|a||,.|fr|| # >. 

( ii > 对所有有理数 a , 证明心 ( fl , 6)>0,以及夂 ( fl , 6〉= 0当且仅当 a »6. 

( iii > 对所有有理败 a , 6,证明心 ( a , 6)=^(6, a ). 

( iv > 对所有有理败 a , 6, cs 证明知 ( a , 6)<^( a . c )+^( c . b ). 

( v > 若 a , 6 郎是整败且 〆 丨 U —6>, WMa , b )^ p ~\ (因此，若《 — 6 可被 /» 的一个“很大”幂整除， 
则 a 和6是“接近的” .> 

1.74 设 a , 66 Z . 证明，若 &( a , 6) </»-", W 和6有相同的前 n 个 /*- 进位数</。， …， 

1.75 证明一个整败 M >0 是 a , •勿，…， A 的最小公倍数当且仅当它是 a ,, 心， …，〜的一 个公倍数且螫 
除任意其他公倍数. 

•1.76 H ( i ) 不用算术基本定理，给出命題 1.56 即 [>, 6]( fl , 6) - | ab [ 的另一个还明. 

( ii 〉 求 [1371, 123]. 

-1.5 同余 

当开始学习长除法的时候，我们强调商&而余数 r 仅仅是留下的部分.现在我们在观点 
上有一个转变：我们将对给定的整数6是否是整数的倍数感兴趣，但是对6是哪个整数的倍 
数不这么感兴趣.因此，从现在起，我们将强调余数. 
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如果整数和6都是偶数，或者都是奇数，則称它们同奇偶性.可以断言： / a 和6同奇偶 
性当且仅当是偶数.当 a ， 6都是偶数时，这个断言显然是正 确的； 当 fl ， 6都是奇数时， 
令 a = 2 m + l ，6=2/ t + l ， 則 fl —6=2( m — n > 是偶数.反之，若 a — 6是偶数，则 a 和6不可能 
一个为偶数，而另一个为奇数，否则《 — 6是奇数.下面的定义推广了奇偶性的概念，让任何 
一个正整数 m 都起到了 2的作用. 

， 定义给定整數 m >0, 若对整数 a 和6有 m 丨 （fl — 6)，則称 a ，/， 模 m 同余，记为 
a = 6( mod m ) 或 a = b mod m . 

通常，人们假定模 m >2, 因为 m =0 和 ； n = l 的情形无法引起人们多大 兴趣： 若〜6是 
整数，则 a =6( mod 0> 当且仅当0 | ( a _«， 即^=6,因此关于模0的同余是普通等式；对每 
对整数 a 和6,因为1丨 （ a —6>恒成立，所以同余式 a=Mmod 1) 恒成立.因而任何两个整数棋 
1同余. 

词语模 “ modulo (模）”通常缩写为 “ mod ”. 这个词的拉丁词根的意思是“一个度量标准”.因 
此术语“模的单位”今天用在建筑 学中： 选定一个固定长度不妨设为》1 =〗英尺，按此规定 
可使得每扇窗，每麻门和每堵墙等等的尺寸都是 m 的整数倍. 

设 a 和6是正整数，则 fl 36 ( mo d 10) 当且仅当它们有相同的末尾数宇.一般地 ， a = 
6 (mod 10*>当且仅当它们有相同的末尾个败宇.例如， 526=1926 (mod 100). 

伦教时间比芝加哥时间迟6个小时.若芝加哥时间是早上10 > 00,那么伦教时间是多少 
呢？因为时钟以12小时为一周期.所以这实际上是一个关于模12同余的问败.为解决它，注 
意到 

10 + 6 = 16 = 4 (mod 12), 

所以伦教时间是下午4 : 00. 

下面的定理表明模 m 同余有着和相等关系非常类似的性质. 

- 命题 1. S 7 给定整数則对所有整教 a , 6, c , 有 

( i ) a = a(mod m ) t 

< ii ) 若 a 妄 Mmod , 则 6= a(mod m ) t 

( iii > 若 tjs 6 (mod m ) ， 6= c(mod m ) • JW a = c(mod rn ). 

注 （ i ) 是指同余有自反性. （ ii > 是指同余有对称性， （ iii > 是指同余有传遒性. 

证明 （ i ) 由于 m | ( a — a )=0, 所以 as a (mod 

( ii ) 若 m |( a — W ， 则 ） n | _ ( fl _6)=6 — a ， 因此 6 Ba(mod m ). 

( iii ) 若 ； n I ( a - 6)« m \ <6— c ). 則 m 丨 [( a — 6) + (6— c )]=« — c , 因此 aEc ( modm >. 

■ 

下面推广我们观察到的事实 a =0 (mod »») 当且仅当 m I a . 

- 命題 1. S 8 给定整数_;«>0. 

( i ) 若 a = gm + r ， 則 a = r<mod »»>• 

( ii > 若 0< r '< r < wi ， 則 f •吴 〆 （ modm >， 即 r •和 〆 模 m 不同余 • 

Ciii ) a =6 (mod m ) 当且仅当 a 和 6 被 m 味•后余數 相同. 


[59] 
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证明 （ i > 等式 — r = gm 表明; W 丨 （a — r ). 

( ii 〉 若 rE〆（mod m )， 則 m 丨 （ r 一 〆 ） 且 — 〆 •但 r _ /< r < m ， 矛盾. 

(沿)若< 1 = 炉《+/*， b = q ’ m+r ， 其中 O ^ Xm ， 则 a — 6 =( 9 — 9 ') m +( r — 〆 ），即 

I 60 I a — 6 三 r 一 /(mod m >. 

因此，若 flE6 ( modw 〉， 则 a — 6 ^ 0(mod m ) » 則 r 一 / BO ( modm )， r = r r (mod m ). 由 （ ii ) 知 



反之，若广= 〆 ，则 a = giw + r ， b = qm -\- r , 所以 a — 6 =( g — g ’） m , 这样 a 三 6(mod m ). 

■ 

- 推论 1.59 给定 m > 2 , 則每个整數 ci 模 tw 同余于 0 , 1 ，…， m -\ 中的某 一个. 

iE 明由除法算式知 fl = r ( modw ), 其中 0 < rC » i , 即 r 是 0 , 1 ，…， m — l 中的某一个. 
若与这列数中的两个整数同余，不妨设为 r 和 〆 ， Wr = 〆 （ modm )， 此与命題 1 . 58 中的 
( ii > 矛盾.因此， fl 与这列数中唯一的 r 同余. ■ 

我们知道任何整数 a 或为偶数或为奇数，即 a 有形式 2 ★或 1 + 2A . 可以看出，若 m > 2 , 
则整数 a 恰有 0 + Am ， l +々 m，2 + * m ， …，（ 7 »— 1 >十^ 71 之中的某 一种 形式. 这样我们将 
m = 2 的奇偶二分法推广到 Tm > 2 . 注意，我们是怎样继续将注意力集中在除法算式的余数 
上，而不是在商上的. 

同余与加法和乘法是相容的. 

— 命 B 1.60 給定整数 m > 0 . 

( i ) 若 忉>， i = l ， 2， W 

a \ + ••• + a •三 a ’ i + … + a',(mod m ). 

特别地，若 a 三 a ’（ modw >， b = b f Cmod m ) 9 W 

a 十 6 三 a ' 十 6 / (mod m ). 


(ii) 若 aiSa,’（mod iw >， i==l ， 2 ， ••• ， n ， 則 

a, — a m = a\ ••• a^Cmod m). 
特别地，若 aSa’ （ modm> ， 6 三 6'(mod m 〉， 則 

ab = ab r {moA m). 


( iii ) 若 a 寒 Wmodm 〉， 則对所有 n > l , ^=6 "(mod m ). 

证明 （ i > 对; 2 用归纳法证明.对基础步骤，若 m I ( a - a ), m \ (6 —则 m | 
C ( a — a 7 ) + <6-~6 / )] = ( a 4-6) — ( a /- |-6 f ). 因此 a + 6 在 a ' + ft'fmod wO . 扫纳步骤的证明是常 
EE 规的. 

( ii ) 对 2 用归纳法证明.对基础步骤，我们必须证明若 m 丨 （ a —/) 且 m 丨（6_6')，则 
m | ( ab - a f b ，）， 而这能由下面的等式得到 

a b — a’b’ = (a6 — ah') ■♦- iab 一 a’6') 

=(a — a ’)6 + a '(6 — 6’). 

因此， ab = aV(.mod m ). 归纳步骤的证明是常规的. 

( iii > 在 （ ii ) 中对所 有:令 fli = a ， a ：=6, 即可得证. _ 



我们证明除法算式时给出了一个警告，现在让我们重述一下.通常，一个数和它的相反数 
被 数历所 除得到的余数不同.例如， 60 = 7 * 8+4, — 60=7 • (—9)+3. 根据同余， 

60 曰 4 (mod 7> 而 一 60 三 3 (mod 7). 

根据命题 1.58( i ), 若6被 tw 除后余数是 r , 而 一6被 m 除后余数是 s , 則 - b 三 
s(mod m ). 因此由命題 1. 60( i > 知 

r+s 三 6 — 6 三 0 (mod m ). 

因此，若6不是 m 的倍数，則 r 关0, j 关0, 乂因为 0< r , s < m , 所以 r+s = m . 例如，用7 
4除60和 - 60所得余数分别是4和 3. 若和被 m 除有相同的余数 r ， 则一 rs r ( mo d 
m ) »即 2 rs 0 (mod m ). 习题 1. 84 要求我们证明这个同余式 • 

下面这个例子展示了如何使用同余方法.每一种情形的主要思想都是用数的余数代替数来 
解决问題. 

例 1.61 ( i ) 若 则 “ 2 s 0， 1 或 4( mod 8>. 

若“是 整数， Wfl*Kmod 8), 其中 0< r <7. 另外，由命题 L 60( iii > 知 a 2 = r*(mod 8>, 
所以只须看看这些余数的平方.在表 1-1 中我们看到，一个完全乎方数被8除后的余数只能是 
0, 1 或 4. 


表 M 平方数 mod 8 



( ii ) n -=1 003 456 789不是完全平方败. 

由于 1000=8 • 125,我们有 1000 s 0 (mod 8) ,所以 

1 003 456 789 = 1 003 456 • 1000 + 789 = 789 (mod 8〉. 

用8除789得余数5,即 n s 5 (mod 8). 但是，若 n 是完全平方数，则； i 三0, 1或 4 (mod 8〉. 

( iii ) 若«都是正整数，则没有形如 3-+3- + 1 的完全平方败. 

让我们 者看模 8的余数.由于 3 2 = 9= l ( mod 8>, 所以可计算 3 -(mod 8> 如下： 若 m = 2 走, 
则 3 " = 3 M = 9*= l(mod 8); 若 m =2々+ l ， 則 3_=3 ml =9* • 3=3 (mod 8). 因此， 

孀— | l(mod 8) m = 2 k % 

= (3 (raod 8) m == 2^+ 1. 

用被 8 除后的余数代替这些数，我们得到 3-+3- + 1 的余数有如下几种 可能： 

3 + 1 + Is 5(mod 8) 

3 + 3 + 1 三7 (mod 8〉 
l + l + ls 3 (mod 8> 


没有余数是 0, 1或4的情况，所以由 （ i ) 知形如3_+3" +〗的数不是完全平方数. ◄ 

每个正整数模3同余于0, 1或 2. 因此，若 p 关3是一个素数，则或者 /> El ( mod 3>, 或 
者 /» E 2 (mod 3). 例如，7, 13和19模3同余于1，而2, 5, 11和17模3同余于 2. 下面这 
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个定理说明一个 事实： 对一个定理的证明进行调整后可以用来证明另一个定理. 

命题 1.62 存在无穷多个素教 p 满足 />=2(mod 3). 

注这个命 题是漂 亮的狄利克當 （Dirichlet〉 定理的特殊情形，这个定 理是： 若 a, 66 
N 且互素， 則存 在无穷多个具有形式 a+<m 的素數.在这个命题中，我们征明存在无 
穷多个具有形式2+3»的索数.虽然这个特殊情形的证明不难，但是狄利克當定理的 
1~631 证明用到了复分析知识且很深奥. 

证明我们模仿欧几里得证明存在无穷多个素数的方法.假设只有有限多个素数模3同余 
于2,设它们是 P,， …， />,. 考虑数 

m = 1 + /> 卜 "pf. 

由 P •妄 2(mod 3) 可推出/>?由4三 l(mod 3>，因此 pf 三 l(mod 3) ，所以 m 三 1 + l=2(mod 3). 
因为对所有:有所以数 m 不是索数，这是因为它不是/>,中的某 一个. 实际上/>,都不 
整除若我们定义 = •••/>!，则除法算式的唯一性部分和等式 m = ^Q, + l 

—起表明， m 被/»,除后余数为 1. 因此， m 的索分解式是其中对每个 或者 q 戶 
l(mod 3) 或者 9> 5 0(mod 3>.因此 m = 奶… g, 忘 O(mod 3) ，或 m = 奶…三 l(mod 3) ，这与 
ms2(mod3) 矛盾. _ 

下面这个结果展示了同余是怎样简化一些复杂表达式的. 

― 命 H 1.63 若 p 是素數， a , 6都是整数，則 

(fl + 6>_s a ， +^(modp>. 

证明由二项式定理知 

<a + «» = a f +!/+ 2 [ P ) a， " b， - 

但由命题 1.39 知 (^sO(mod/)>, 0<r<p, 所以由命题 1. 60⑴有 （a+«，=a，+6»(mod/)>• 

■ 

- 定理 1.64( 费马定理） （i> 若/•是素數，則对每个 a €Z 有 

a p = a(mod ph 

(ii ) 若/>是素数，則对每个和每个整教有 
1 I = a(mod p). 

证明 （ i ) 首先假设以下对《用归纳法.基础步骤 a=0 是显然成 立的. 对于归纳步 
骤，由命题 1. 63知 

+ = fl ，+ l(mod /»)• 

由归纳假设得 a，= fl (modp), 所以 （a+l)，Ey + l= fl +l(mod />〉• 

现考虑 一a， 其中 - 若 p =2, 则 aEa , 因而（一— a(mod 2). 若 p 是 
奇素数，则（一 a)，= ( 一 1)，〆 =(一 = — />)• 

(ii) 直接对 灸>1 用归纳法可得证，其基础步骤就是 （i>. ■ 

推论 1.6S 正整教 n 可被 3( 或 9) 整除 • 当且仅当其（十进制）各位教字之和可被 3( 成 9) 




整除 • 

证明若 n 的十进制形式为 d , …名则 

n = Al ^ + m+^lO + A . 

由于 10 sl<mod 3), 所以由命题 1.60( iii ) 知对所有 i , 10' sl ' = l(mod 3), 因此由命题 1.60 
( i ) 知 + …+忒 + do ( mod 3). 因此 n 可被3整除当且仅当 n =0 (mod 3) 当且仅当 
d »^0 (mod 3). 

因为 10 sl ( mod 9>, 所以用相同的证法可以证明关于9的结论. ■ 

例 1 .M (弃九法）在正整数；!的十进制数宇上定义两种运算. 

( i ) 除去所有的9或任意一组总和为9的数字. 

( ii > 把所有数宇都加起来. 

厣因很 明显，通过重复 （ i ) 和（》>这两种运算来改变一个整数的方法称为弃九法.若 n 至少 
有两个数宇，则两种运算都可用一个严格小于 n 的整数代替《进行运算.因此，弃九法最终给 
出单个的败宇，不妨设为 r (»»), 满足 0< r (»><9( 若这个数字是9,则第一个运算用0代特 
它〉. r (»«) 可能存在很多值. 

例如， （ i > 改变5 261 934为526 134为 2613( 因为5+4=9>为 21( 因为6 + 3 = 9>为 1+2 = 
3. 因为2 + 3+4-9,所以我们也可以是这样，5 261 934—526 134—561—21—3. 注意到弃九 
法可以很快做完. 

推论 1.65 表明一个整数 n 的败宇总和模9同余于 n . 因此，对整数 n 应用 < ii > 不能改变其 
模9的余数.若有个数宇是9,或者某组数宇之和是9,則像在运算 （ i ) 中那样去掉它们，从而 
得到一个模9同余于”的整败.我们由此得另外，因为 0< r ( n ><9, 所以 
推论 1.59 表明，整数 n 不依赖所用的运算.简言之， r (» i > 是被9除后的余数. 

这里有检验算术错误的簿记 e 诀窍.我们用弃九法检验等式 （12 345 + 5 261 944 )1776 - 
9 367 119 504是否 正确. 现在 r (12 345> = 6, r (5 261 934) = 3,正如我们在上面所看到的，而 
且 r (1776>=3. 根据命题 1.60， r ([12 345 + 5 261 944 jX 1776>= r ([6 + 3] X 3)=0. 因为 
r <9 367 119 504)=0, 所以两边有相同的余败，计算通过了弃九法的检验（假设两边不同.则 
出了错 误). 不幸的是，这个決窍不能保证计算的正确性.例如， 若 〆 是通过将 n 交换两个数 
字而得到的，则 r ( n ')= r ( n ). 所以颠倒数字不能被弃九法检测出来. ^ 

推论 1.67 设 p 是素數， n 是正整数.若且 S ( m > 是 m 的 p - 进位数之和，則 
n ' sn 5 "'" 1 (mod p ). 

证明设 切=义户* + …+4/>+土是 m 的以/■为底败的表示式.由费马定理即定理 1.64 
( ii > 知，对所有 I •有 W = n ( mod />)，因此 t / 〆 =(»■*■' 夕芒 〆 （ mod />>. 因此 

6 单词- 簿记 (bookk«p«> •有三个连续双写的宇母， oo, kk, »*. 这里还有一个有六个连写宇母的单 《. 在马 
德里的动物园中.有一只名叫 Ramon 的法痛 （raccoon〉， 它是最吸引游客的动物. Ramon 会 K 舞.占 A6 蕾和鼉 
拉门哥篝》会.由于它*引了太多的*客使*子周 B 十分《挤. Wilt 动物 W 给了它一个■干自己的笼子.但 ffi. 
Rumcm**- •个«让它远离游客费美的私人角落来缓解濟出带来的 ffi 力.于是 动物肉 雇佣了一个特株的祖务员来 
满足 Ramon 的 黌求， 这个人被称作 raccoonnookk««i>cr. 



. 因此 


3 l 2 S 4 S E 3 2 l ( mod 7)( 因为5+0+6+6+4 = 21〉.而21 的7-进位数是 30( 因为 21 = 3 X 7) ,所以 
3 2, =3 3 (mod 7>(因为 3+0=3). 我们得到 3 ,2 i 45 =3*-27 s 6 (mod 7). 4 

- 定理 1.69 若 U ， m ) = l , 則对每个整數仏同余式 

ax = 6 (mod m ) 

对 i 总是有解的.实际上其中 ja=l(mod»n>. 而 JL, 任何两个解对模； n 同余 • 

注习 * 1.89 中考虑了 （ a , ;») 垆1的情形. 

证明因为 ( a , m ) = l , 所以存在整数 s 满足 a s = UmodmM 因为存在线性组合 l = «j + 
tm). 于是， b—sab+tmb, asb=b(.mod m ) ,所以 J ：= s 6 是一 个解. [注 意： 命题 1.58< i > 允许 
我们取 5 满足 1< s <» i .] 

若 y 是另一个解，則 m ) ，所以 m | a (: r — y ). 由于 < a ， wi ) = l , 由推论 1.40 

知 m I (,x~y)t BP jr = y(mod m ). _ 

- 推论 1.70 若 /> 是索数且 />/“ ，《 a ： r=6(modp> 总是有解. 

证明由于/•是索数且 pla , 所以 （ a , p) = \. _ 

例 1.71 当 （ a , m ) = l 时，定理 1.69 是说 aa ： e 6 (mod »0的解正好是那些形如沾 + tm 的 
整数， *6 Z ,其中 w = l(mod w ), 即存在整数 r 使得 w+fm = l . 因此， s 总是可以通过欧几 
里得算法找 到的. 但是，当 m 很小时，通过依次试验 ra = 2 a , 3 a , …， ( m - l ) a , 容易找到 
这样的整数 s , 每一步都检验是否有 r a = l(mod ;»>. 

例如，求 

2x = 9(mod 13) 

的所 有解. 考虑2 *2, 3 • 2* 4 • 2, -(mod 13), 很快得到 7 X 2=14 sl( mo d 13) ，即 s «7, 
x =7 • 9 = 63= ll(mod 13), 因此 

x = ll(mod 13)« 

且解是…，一15， —2, 11, 24, _ 

例 1.72 求 51 j =10 (mod 94>的所有解. 

因为94很大，所以若像例 1.71 那样求满足 SlssUtnodg *!) 的整数 S 是很烦琐的.由欧几 
里得算法得 1 = — 35 • 51 + 19 . 94,所以 *=59, 因为 59=_35 (mod 94>.解是由所有满足 
x =59 X 10( mod 94：> 的盩数构成，即形如590+944 的数. 4 

在中国古代的手稿中就解决了以互索数为模的同余方程组解的问题. 

- 定理 1.73 ( 中国剩余定理）设整数讲与 m ' 互索，别两个同余方程 

x = 6 (mod m) 
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（mod m r ) 

有公共解，且任何两个解对模同余. 

证明第一个同余方程的解具有形式:= 々为 整数. 因此，我们必须找到使得 

6十走 iw ’）• 即 ibw 三 6’一 Mmod m ’>. 但是，因为 （ m ， //!’> = 1，所以由定理 1.69 可 
立即证得这样的整数丨确实存在. 

若： y 是另一个公共解，则 m 和‘ 都整除 * r -： y , 由习题 1.60 知 mm ' 丨 （ x — y ), 所以 
y(mod mm ^. ■ 

例 1.74 求同余方程组 

x s 7 (mod 8) 
x =11 (mod 15). 

的所有解.第一个间余方程的每个解有形式 

1 = 7 + 8是， 

走为整数.因为 or =7+8 灸 = ll(mod 15>，所以 

8 As 4 (mod 15). 

但是 2*8=16 sl ( mo dl 5), 所以用2乘得 

\6 k 芒 k 吾 8 (mod 15), 

我们得到1=7+8 • 8=71是一个解， 且中国 剩余定》是说每个解有形式 71 + 120 n , n € Z . ◄ 
例 1.75 解同余方程组 

x =2 (mod 5) 

3 x s 5 (mod 13). 

第一个同余方程的解具有形式 * r =5>+2, A 6 Z , 代人到第二个同余方程得 
3(5 ife-f 2) s 5 (vnod 13). 


因此， 


15^4-6=5 (mod 13) 

2 k =— 1( mod 13). 


因为 7 X 2 三 l(mod 13>, 所以乘以 7 得 

k =— 7 = 6 (mod 13). 


由中国剩余定理知同余方程组的解 * r 具有形式 

x = 5 A - h 2 s 5*6 + 2 = 32 (mod 65)； 

即，解是 

…，一 98, 一 33,32,97,162, •••• 4 

若我们没有假设 m 和 m ' 互索，则对一个线性系统可能不存在解.例如，若 mtTTt ' Sl , 则 


除法算式中余数的唯一性表明.同余方程组 


x =0 (mod m ) 


I =1 (mod m ). 


圆 


没有解. 



的一个公因子，所以 d I u -6 , ). 因为 a — 所以 «/>， 

所以 6 s 6’< modd ). 

反之，假设 6 妄 6 '(mod «/>, 则存在整数 A 满足 〆 =6+ iW . mm = dc , m = dc , 则根据习 
rm 题 1.57 有 （ c , « r ') = l . 因此，存在整数 s 和 t 使得 l = w + t〆 . 定义 fc = fc '« r + fo C '. 现在 

h = b'sc + btc ' 

= (6 -f iW)sc + btc f 
=6 (sc + cc '〉+ kdsc 
==6 4* ksm 

妄 6(mod m). 

用 6'-/ W 替代 6, 类似的讨论得 / isAmodiw '). ■ 

习题 U 96 要求我们证明，给定命题 1.76 的前提条件，则任意两个解模/同余，其中 
lcm { m » m ). 

例 1.77 解线性系统 

x = l(mod 6) 
x s 4 (mod 15). 

这里 ， m = 6, m ' = 15, d =3, c *2, c ’_5, s -3, £= •一 1. 因为 ls 4( mod 3), 所以可应 
用命賊 1.76. 定义 

/| = 4 X 3 X 2+1 X (—1> X 5 = 19. 

我们检验 19= l(mod 6) 和 19=4( nu>d 15>. 因为 lcm (6, 15} = 30,所以解是…， 一41, -11, 
19, 49, 79, •••• i 

例丨 .78 ( 玛雅人的曰历）只要有循环耽会产生 同余. 例如，假设我们选择某个特殊的星 
期曰作为零时间，然后列举从这天之后的所有日期，则每个日期对应一个整数，若是零时间之 
前的日期则对应负数.现给定两个日期匕和/:,我们求两者之间相隔的天数 ;r = t , 一尔 若 I , 
是星期四， t : 是星期二，則 t , 去 4 (mod 7), t : 三 2( mod 7>, 所以 jr = t : 一*丨= —2=5 (mod 7) , 
因此: c =7 ife +5, it 为整数 • 

大约2500年以前，中美 洲和® 西哥的玛雅人发明了三种日历（每一种日历有不同的用途 >. 
其中称为卓尔金 （ uolkin ) 的宗教日历包含20个“月”，每个“月”有13天（所以在車尔金历中一 
“年”有260天).其月份为 


1. Imix 
5. Chicchan 


2. Ik 
6. Cimi 


3. Akbal 
7. Manik 


4. Kan 
8. Lamat 




17. Caban 18. Etznab 19. Cauac 20. Ahau 

让我们用一个有序对 < m , 山来描述卓尔金历中的一个日期，其中 l < m <20, 1<^<13 
(因此， m 表示月份， d 亵示 天）. 玛雅人不是用我们所用的列举方法 （ Imixl 之后是 Imix 2, 
然后是 Imix 3, 等等），而是让月和 R 同时循环，即日子按以下规律 推移： 

Imix 1 tlk 2 v Akbal 3 , …， Ben 13 ，Ix 1 ,Men 2, …， 

Cauac 6, Ahau 7 »Imix 8, Ik 9, … 

现在我们要问 Oc 11 和 Etznab 5 之间相隔多少天.一般地，让我们找出从卓尔金历中 {m, 4 
到卓尔金历彳 m ', 之间相隔的天数 or . 正如我们在这个例子一开始所说的，由日子的循环得 
到同余 

x = — d(mod 13) 

(例如， Imixl 和 1 x 1 之间有13天，这里 j ：=0 (inod 13>>,而由月的循环得到同余 
x = m , — m(mod 20) 

(例如， Imixl 和 Imix 8之间有20天，这里20)>.为了回答一开始的问題，让 
Oc 11对应有序对彳10, 11}, Eunab 5 对应 {18, 5>(因为5 — 11 = 一6， 18-10 = 8). 此时联立 
的同余方程组是 

x s— 6(mod 13) 
x =8 (mod 20). 

由于 (13, 20) = 1, 我们可以像中国剩余定理的证明那样来解决这个问题.由第一个同余得 


13*-6 = 8 (mod 20), 


14 (mod 20). 

因为 13 X 17=221 sl ( mod 20), e K &*= l 7 X 14( mod 20 >，W 
k = 18 (mod 20). 

所以由中国剩余定理知 

x = 13* - 6 s 13 X 18 - 6 = 228 (mod 260). 

在给定的某一年中，不能显然地说 Oc 11在 Etznab 5之前（我们必须检査）.如果确实如此，则 
它们之间有228天》否則它们之间有32=260 — 228天(亊实是228 天). ◄ 

- 例 1.79( 公钥密码）在 A 和 B 的一次战争中， A 的间谍了解到 B 计划的一次突然袭击， 
所以他们一定要设法送一个紧急信息给自己的一方.若是 B 知道他们的计划被 A 知道了，他 
们当然会改变计划，所以 A 的间谍要在送出信息之前给信息加上密码. 

把一份英文信息改成数宇是没有任何问题的.把52个英文字母（小写和 大写〉 和一个空格 


e 我们 stfl 以拿 i» 19 之间的败一个一个地试 . 也可以翱用 r 几里得算法来求出 17. 
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以及11个间隔符 

排成一列，总之一共是64个符号.给每个符号分配一个二进制数.例如， 
a 卜 ^ 01，…， z 卜 > 26* A 27,…， Z 卜 > 52 

space !-► 53». 54,*h-> 55，•••，（►"> 63*) 64. 

一个密码是一个代码，在这个代码中原来信息中的不同字母被不同符号所 取代. 解开任何 
密码都不是一件难事，实际上，许多报纸都会印一些日常的密码来娱乐读者.在我们刚才所描 
述的密码巾， “ Iloveyou ” 被编成密码为 

I love you . = 3553121522055325152154. 

注意，这个密码中的每个被编码的信息有偶数个数字，所以 译码， 即把数宇变回英文是一 
件简单的事情.因此， 

3553121522055325152154 =(35)(53)(12)(15)(22)(05)(53)(25)(15)(21)(54) 

=1 love you . 

怎样编一个好的代码？若一个信息是一个自然数 •《： (这是不失一般性的>,我们需要一种方 
法将 x 編码（用一种很常规的方法，为了避免将错误传人被编码的信息 中〉， 而且我们需要一种 
(很常 规的） 方法使接收倍息的人译码这个信息. ft 重 S 的是安全性：未被授权的人读到这个 
(被编码的)信息时不能将它译码.一个有创意的方法是找到满足一些性质的密码，这些性质称 
为 RSA 公钥密码系统，是璀斯特 （ R . Rivest )、 沙米尔 （ A . Shamir 〉 和艾德曼 （ L . Adleman>S 
1978年发现的，他们因这个发明而获得了 2002年的图灵奖. 

给定自然败 N , 5 和/，假设对每个自然数 * r 有 j ^ sxOnodN ). 我们可将任意自然数 : r < 
N 编码为 [ f ] N ， 即/棋 iV 的余败，若我们知道数“則可以译码，这是因为 
(yy =* sx(mod N ). 

nr \ 还要找出一个好密码所要满足的几个标准的数 n , $和 r . 

编码和译码的轻松 

假设 N 有 d 个 （十进 位） 数字. 只需展示怎样将一个最多含有个数字的数编码，这是 W 
为我们可以将一个更长的数分解成一些至多含有 d 个数宇的块.对 J ： •模 N 的计算基于这样一 
个亊 实： 用电脑很容易计算模 N . 因为 M •算 X **主要是计算2的（次幂，所以这也是容易的 
事情. 现在把指数 5 写成以2为底数的表示式，使得计算 〆 就是计算一些2 的幕： 若 w ==2 f + 
2> + ~+2*，则尸+ 1 、 〆〆 ." 〆 .简言之，电脑用这种方法可以很容易地将一个 
信息编码. 

译码需要计算 (/)' 模/ V ,如果我们像上面那样把 〆 假设 t 已知） 穹成以2为底数的表示 
式，那么这也是一件很容易的事悄. 

构造 iV 和 m=st 

选取不同索数/>和心它们都模3同余于2, 并定义 N = fiq . 若则由费马定理知 
X - = x m f x p = x m " p x = x—^»( mo d p ). 

若 (/> —1»/>，我们可重复这个过程，直到得出 
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^ jr -<p-\^p x 

■一 *o"(mod p、， 

其中 /* 是满足 m — A(/> — 1)>0 的最大 整数. 但是这只是除法 算式： 十 r , 其中 r 是 
m 被/>一1除后的余数.因而，对所有 J* 有 

x - = /(mod />)• 

因此，若 W El(inod(p — 1)), 则对所有 i 有 

x" = x(mod p). 

类似地，若 m=l(mo<Kg —1>>, 則对 所有: r 有: r-shmodg). 因此，若； n 满足 • 

WI = 1( mod( p — 1)(^ — 1)) 9 

则 m 三 l(mod (户一 1 和 m 安 l(mod(g— 1>).因此，/»>和 x" 三 : r(mod ， 即 
p | Or"—:r) 和 (x_—x>. 因为/>和 9 是不同的素数，所以它们瓦素，所以由习题 1.60 知， 
pq | {oT—x ), 即 /三 j(mod 内 〉. 因为 N=pq ， 所以我们已经证明了若 msl(mod(p—l)(g_l>>， 
则对所有 x 有 

x 01 = x(mod N). 

嫩后只*对给定的/>和9求出数— 1>~一1>)和分解 $m=s«. 我们断言存在 
—个分解式满足5*=3.我们先证明（3, (/»-1)( 9 -1)) = 1.因为 p 三 2(mod 3) 和 g 三 2(mod3>, 
所以 p-l=l(mod3) 和 g-lsl(mod3>， 因而 （p-l)(g-l>=l(mod 3), 所以3和（广-1>(分一 1> 
互素（命題1.34〉.因此存在整数 f 和 m 满足 l=3/+(p —】 )0r*l)u, 所以 3/sl(mod (户 一1)(<7-1)>. 
总之，对名的这个选取， x 31 篇 ximod N) 对所有 jc 成立 .选取则完成了这个密码要索的 
构造. 

安全性 

因为3/ =l(mod(p-l)(q-l))* 所以知道分解式 N = 的人躭会知道数 （/» — 1)( 9 一 1), 
因而就可以利用欧几里得算法求出 r. 未被授权的读者可能知道 N, 但是他若不知道分解式， 
则不会知道 f， 因而不能译码.这就是这个密码安全的原因.例如，若 P 和(/都有大约200位 
数宇（且因为技术的原因，它们不会很接近），则世上运算最快的计箅机也*要两三个月的时间 
来分解 N. 根据命題 1.62, 存在很多索数模3同余于2,所以我们可以每个月选取一对不同的 
素数 P 和 <7,从而达到扰乱敌人的 目的. ◄ 

习麵 

H 1.77 判断对错并说明理由. 

( i ) 若 a ， w 都是整数且 m >0, W 存在某个整数 i 可使 a =*( modm >， 并且 

( ii ) 若 a ， 6，，/1 都是整败且， / i >0， 則由0三6(11»0<1»0可推出（<2+6>**三<**"+6_(010€1;«). 

( iii > 若 a 是一个整败. Wa * sa ( mod 6). 

( iv ) 若 a 是•个整数， Wfl 4 s a (mod 4). 


r 75 i 




( v ) 5263980007 是一个完全平方数. 

( vi ) 存在整数”满足 n = l(mod 100>和 n =4 (mod 1000). 

( vii ) 存在整数 n 满足 n = l(mod 100〉和 ns 4 (mod 1001). 

( viii > 若夕是素数且 m 5 E ”( mod 炎）， 則对每个自然数 a 有 a ■•空 a-(mod 
1. 78 求出以下每个同余方程的所有整败解 ^ 

( i )3 x »2 (mod 5). 

| 74 I ( ii )7 xs 4 (mod 10). 

( iii ) 243 x - M 7=101 (mod 725). 

( iv ) 4 x +3=4 (mod 5). 

Cv ) 6 a :+ 3=4 (mod 10). 

< vi )6 x +3= l(mod 10). 

H 1.79 设 m 是一个正螫败 • 并设是由重排 m 的（十进黼〉数宇得到的整数 （例 如，取 m »314 159, n / 麵 
539 114). 证明 m - m ' 是9的侪败. 

H 1.80 证明正整数”能被1】整除当且仅当其各位数宇的交错和饈被11整除 (若 a 的数宇是山…本本本，則其 
交错和为 </。 一 rfi + d t —•••). 

HI . 81问7除…⑽的余败是 多少？ （大敫10_~在儿童故亊中被称为 googoie ). 

*1.82 ( i > 证明 10 ff + r 被7整除当且仅当 9 -2 r 被7螫除. 

< ii > 耠定整 数“，其十进制数宇为4…土，定义 

• d k d k . x ••• d x 一 2 d *. 

ff 明，“被 7 整除当且仅当中的某一个被 7 整除. （例 如，若<!-65 464,則 
6546-8-6538, a # -653-16-637, a ^-63-14 = 49. 由此得65 464被7整除 .） 

-1.83 ( i ) 证明 1000■ — l ( mod 7>. 

( ii >« 明： 若0-^。+ 100(^+1000*»«* +…，則 a 被7整除当且仅当 Q - n + r * -被7整除. 

注：习题1.82和 1.83 —起給出了磯窆大數是薈被7整瞭的有效方法.僻如，若 a «33 456 789 123 987, 
« fl s0(fnod7)# 且仅 U 987 — 123 + 789 — 456 + 33=1230=0(mod 7). 根擔习题 1.82, 1230k 
123=6 (mod 7), 所以 a 不故7整涂. 

•1.84 给定正整败 m , 求出满足 0< Xm 且使得 2 r =0( modm ) 的所有整数 r 
HI . 85证明满足 x *+ y +**»999 的整数 x , * 不存在. 

H 1.86 ff 明末位两个数宇是35的完全平方数 d 不存在. 

1.87 设 x 是不被3整除的奇数，证明 
*H 1. 88证明：若 A 屉索败且0:麵1(|||0<1 p > , M as ± l(mod p ). 

*1.89 考虑同余方程 oxs 6 (mod m >， 其中 gcd (<*， m )= d . 明由 6 (mod m > 有解当且仅当 | 办. 

HI . 90 解问余方程 fEKmodai 〉. 

1.91 解同余方 程组： 

( i ) x ^2 (mod 5)* 3 j ：- Bl(vnod 8) % 

( ii >3： rs 2 <mod 5>， 2 x = l(mod 3). 
f 75 l « 1.92 求被 5, 7, 9 除后余败分别为 4, 3, 1的最小正整数. 

© 这个词是 ¥ —个 9 岁男孩发明的，当时他的粗叔鬌他给 1 后爾有 100 个零的数掣一个名宇.同时这个男孩还建议 
铯1后面有 googol 个零的数取名为 googolplex * 
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1.93 在玛雅人的卓尔金历中 ， Akbal 13和 Muluc 8 之间相隔多少天？ 

1.94 H ( i > 证明，对所有整数 a , 6 和 n > l 有 U + W - 安 a -+ y ( mod 2>. 

( ii ) 证明 0»+6〉*_ fl ? +#(mod 3). 

1.95 解线性系统 

x =12 Cmod 25) 
x s 2 (mod 30). 

•1. 96设 m , m '* 是正整败， = m '), b ^ b \ vMAd ). 证明系统 

x s 6( mod m ) 
x 在 6 '( 1110(1 m ’）. 

的任意两个 解都棋 / 同余.其中 m '). 

HI . 97在一个荒岛上，有五个人和一只*子，他们白天采集完 •子， 然后_觉.第一个人《了，决定取走自 
己的那份*子.他把*子等分成五份，还多出一个，他把多出的这个簿子»了*子，把自己的那份藏 
好后，嫌续 8 * 觉. 过了一 会儿，第二个人 H 了，他取走《下的这堆簿子的五分之一，也发现多出一个， 
他也把这个多出的轉子给了* 子. 其他三个人也依次做了与前面两人类似的亊情.请找出一开始的这 
堆挪子的最小败 B . 

-1.6 日期与天数 

同余可用来确定给定的某一天是星期几.例如，1776年7月4日是星期几？ 

一年是指地球绕太阳旋转一周所花的时间.一天是指地球绕穿过南北两极的地轴旋转一周 
所花的时间.要求一年中的天数是一个整败，这是没有道理的，它也确实不是.一年大约是 
365.2422 天这么长.公元前46年，罗马的凯撤大帝（和他的科学顾问）通过创立俪略历法 
(Julian calendar ) 来弥补这一点.在懦略历法中，每四年有一个 闺年. 即每四年多一天，即2 
月29日，这一年有366天（非闰年的年份称为平 年）. 若一年恰有 365. 25天，这样做虽然是很 
好的，但实际上使一年长了 365. 25 — 365. 2422 = 0.0078 天（约为11分14 秒〉. 128年之后，日 
历中要加上 一天. 在1582年，春分（春天里白天和黑夜各为12小时的那 一天） 是3月11日， 
而不是3月21日.教皇葛里高利十三世（和他的科学顆问）在1582年建立了葛里离利历法 
(Gregorian calendar ) ,抹去了 10天.1582年10月4 口的后一天是1582年10月15日，这引 
起了人们的困感和害怕.葛里高利历法是按如下方法修改懦略历 法的： 以00结尾的年份称为 
世纪年.当 y 年不是世纪年时，若 y 能被4整除则 y 年是闰年；当: y 年是世纪年时，仅当: y 能 
被400整除时: y 年才是闰年.例如，1900年不是闰年，而2000年是闰年.«里髙利历法是今 
天通用的历法，但不是整个欧洲唯一采用的历法.例如，英国直到1752年才采用它，那年抹 
去了 11天 I 俄国直到1918年才采用，抹去了 13天（因此俄国称他们的1917年革命为十月革 
命，尽管按葛里高利历法计算革命发生在11月）. 

400年的实际天数大约是 

400 X 365. 2422 = 146 096. 88天 

按懦略历法，400年有 

400 X 365 + 100 = 146 100天 

而按葛里髙利历法 ， 400年有146 097天（这一时期删去了 3个闰 年〉. 因此，懦略历法毎400 
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年多出 3. 12天，而葛里高利历法每400年仅多出 0. 12天（大约2小时53分>. 

稍微计算一下就知道公元前46年到1582年之间有1628年.儒略历法每128年多出1天， 
因此1628年中多出了 13天（因为13 X 128=1662〉.为什么葛里髙利没有抹去这13天呢？在 
325年的尼西亚会议 (Council of Nicaea ) 上，复活节被定为岡月后的第一个星期天，因为这是 
在春分那天或春分之后的第一个圆月之日. 325年的春分是3月21日，664年才正式把春分定 
为3月21日.1582年所观察到的结果与按懦略历法算出的1257 = 1582— 325年的结果相差大 
约10天. 

现在寻找一个历法公式.尽管不存在为零的年份，但为了容易计算，我们选0000为参考 
年！给一个星期的每一天分配一个败，按下面方法 分配： 

星期日 星期一 星期二 星期三 星期四 星期五 星期六 

0 1 2 3 4 5 6 

特别，0000年3月1日对应 a , 0<«<6. 則0001年3月1日对应 a + l(mod 7>,这是因为从 
0000年3月1 H 到0001年3月1日历经了 365天，且 

365 = 52 X 7 + 1 = Kmod 7). 

类似地，0002年3月1日对应 a +2, 0003年3月1日对应 <j + 3. 但是0004年3月1日对应 
a +5, 这是因为在0063年3月丨日与0004年3月1日之间有0004年2月29日，所以从前一 
(771 个3月1日以来，过去了 366 s 2 (mod 7>天.因此我们看到，每个平年3月1日对应的数是在 
前一年这一天对应的数上加丨，而毎个闰年3月1日对应的败是在前一年3月]日对应的数上 
加 2. 因此，若0000年3月1日对应 a , 则: V 年3月1日对应的败 a '为 
a = a + y + LCmod 7), 

其中 L 是从0000年到; y 年之间闰年的数 B . 为计算 /-, 计算能被<1整除的那些年有多少，然 
后去掉所有世纪年，再把是闰年的世纪年加回来.因此 

L = Ly/4 J—Ly/ioo J+Ly/^oo J» 

其中 Lx J 表示不大于的最大整数.因此，我们有 
a ^a + y + L 

会 a + y + LJ 一 Ly /100 J+L y /400 」 （mod 7> 

实际上我们可以通过看日历找到，的值.因为1994年3月1日是星期二，所以 
2 + 1994 +L 1994/4 J—L 1994/100 J + L 1994/400 J 

= a-H 1994 + 498 — 19 + 4 (mod 7)» 

所以 

a 2475 4 = 3 (mod 7) 

(即0000年3月1日是星期 三). 我们现在可以确定任何-年： y >0 的3月1日是星期几，即这 
一天对应 

3 + y + Ly /4 J — Ly /100 J + Ly /400 J (mod 7). 

我们之所以讨论3月1日是有原因的.假使罗马的凯撤大帝 下令： 闰年中多余一天是12 
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月32日，而不是2月29日，那么生活会更简单. e 让我们来分析一下2月28 日. 例如，假设 
1600年2月28日对应 6. 因为1600年是闰年，所以1600年2月29日在1600年2月28日与 
1601年2月28日之间，因而在两个2月28日之间历经了 366天，所以1601年2月28日对应 |~781 
办+2，1602年2月28日对应6+3, 1603年2月28日对应6+4, 1604年2月28 R 对应6+5, 

但1605年2月28日对应 6+7( 因为1604年有2月29日）. 

让我们对1600年2月28日与1599年某一天的变化方式做个比较.1600年2月28日的变 
化方式为6, b +2, 6+3, 6+4, 6+5, b +7, …•若 1599年5月26日对应 c , 则1600年5 
月26日对应 c + 2, 这是因为两个5月26日之间有1600年2月29日，因而其间有 366 s 
2 (mod 7〉天.以后的几个5月26日，从1601年5月26日开始，分别对应 c +3, cr +4, c +5 t 
c +7. 我们看到，从1600年开始的2月28日的变化方式与从1599年开始的5月26日的变化 
方式完全相问. W 此，： y 年的1月或2月中任何一天的变化方 式与: y _ l 年中任何一天的变化 
方式是相 同的： 闰年的前一年要在日期的对应数上加 h 而所有其他年都只要加 1. 因此•我 
们恢复新年这一天落在3月1日的古历，1月或2月里的任何一天被看作厲于前一年. 

我们怎么确定非3月1日的任何一天是星期几呢？由于0000年3月1 日对皮 3( 正如我们 
在上面所看到 的）， 所以0000年4月1日对应6,这是因为3月有31天，且 3+31 s 6 (mod 7). 

因为4月有30天，所以0000年5月1日对应 6 + 30 sl ( mod 7). 这里有一个表，给出了 0000 
年每个月的第一天对应的数（见表 1-2)： 


表 1-2 毎月的第一天 


曰期 

败字 

日期 

败字 

日期 

败字 

3月1 

a 

3 

7月1 

U 

6 

11 n 1 

B 

3 

4月1 

p 

6 

8月1 

H 

2 

12月1 


5 

S 月1 

B 

] 

9月1 

0 

5 

1 H 1 

U 

1 

6月1 


4 

10月1 

1 P 

0 

2月1 

a 

4 


记住，我们是假设3月为1月，4月为2月，等等.记上面这些数为对 m = 

1，2，12，定义 ）< m > 为 

， ( 》 »i>:2,5,0,3 ， S ， l ， 4,6,2,4,0,3. 

于是> •年 m 月1日对应 

1 + j ( wi > +^< y)(mod 7) # 

其中 

g ( y ) = > +L >/4 J-L 3f/100 J + L y/400 J . [79] 


e 实际上，在古罗马历中 3 月丨日是一年中的第一天.这解释 r 为什么«年多出 的这天 被加到2月而不是其他月 
份.它还解釋了为什么第9, 10, 11和12月分«歌名为 September , October , November , December . 在幵始时， 
它们分别是第7, 8, 9和10月. . 

按葛里裹利历法.乔洧•华* 領应 出生于1732年2月22 日. 相廉寅 SM 7 S 2 年*里离利历法才传入英的殖民 
地.这样他的原始生0是2月11 日. 因为*年由3月1日变为丨月丨日•所以1731年中的2月应当被看作1732年中 
的月份. 乔油 •华瘙*曾经开玩 笑说： 不仅他的生日改变了 • 面且他的出生年份也改变了.见习題 1.102. 
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命麵 1.80 ( 日历 e 公式1假设1月和2月里的日期被当作前一年的日期，則： y 年 m 月 d 
曰对应的数为 

d + jim ) +g(y)(mod 7) ， 

其中 

>(m) = 2,5,0,3,5，1，4,6,2,4,0,3 
(3 月对应 m = l, 4月对应 m = …， 2月对应 m = 12) 且 

g ( y ) = y+L y/4 J-L y 100 J+L y/400 J. 

证明 y 年 m 月 1 日对应的数为 l+^iyO+V^yXmod 7>，于是 y 年 ；w 月2日对应2 + 
j ( m ')-\- g ( y ') , 一般地，> 年 m 月 d 日对应《/+，•(》!>+客 (y). ■ 

例 1.81 利用日历公式求出1776年7月4日是星期几？这里 m = 5, d = y=1776 •代 

人公式得 

4 + 5 + 1776 + 444 — 17 + 4 = 2216 = 4(mod 7)» 

因此，1776年7月4日是星期四. ◄ 

大多数人利用日历公式计算时需要用纸和笔（或计算器）.这里有几种方法可以简化公式， 
使人们只要在头脑中做汁算，并且可以让自己的朋友惊讶一下. 

>(m) 的记忆方法之一 如下： 

><m) - L 2. 6m - 0. 2 J, 1 < m < 12. 

的另一个记忆方法是下述句子： 

My Uncle Charles has eaten a cold supperi he eats nothing hot. 

2 5 (7=0) 3 5 1 4 6 2 4 (7=0) 3 

推论 1.82 假设 1 月和 2 月里的日期被视为是前一年的，則： y=100C+N 年 m 月 c/ 日， 
其中 0<N<99, 对应 

d + j ( m ) + N + L N/4 J+LC/4 J-2C(mod 7). 

证明若记: y=100C+/V, 0<N<99, 则 

y = 100C+ /V 三 2C4- N(mod 7). 

L y/4 J = 25C + L N/4 J=4C-H N/4 J (mod 7), 

Ly/100j= C, Ly/400J = LC/4J. 

因此， 

：y+L：y/4j-L：y/100j+L：y/400」^N + 5C + L/V/4j + LC/4j(inod7> 

=N + LA//4」+ LC/4 J-2C(mod 7>. ■ 

这个公式比第一个更简单.例如，1776年7月4日的对应败为 
4 + 5 + 76 + 19 + 4 — 34 = 74三 4(mod 7>, 

与例 1.81 中的计算相符合.读者现在可以知道他或她的出生日期是星期几. 

例 1.83 丹尼和埃拉的祖母安娜的出生日期都是1906年12月5日，那么她是星期几出生 


© **日历<0»1«^«>”来自希瞻文“》0 0^*\后来演变成拉丁文，意指一个月的第一天 （赈 自預期»达的时 间〉. 
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的呢？ 

设 A 是这一天对应的数，则 

A 妄5 + 4 + 6 + L 6/4 J + L 19/4 J — 38 
三一 18 (mod 7) 
s 3 (mod 7). 

安娜出生在星期三. < 

每个: y 年都有一个星期五对应13吗？我们有 

5 5 13 + >( m ) + g ( y)(mod 7). 

若当 w 从1变到12时， y ( iw ) 取遍0到 6( mod 7), 則回答是肯定的.对模 7 的余数序列是 
2,5,0, [ U , [£) , Q ] , 0,囚， U ] ，4,0,3 . 

亊实上，我们看到，5月与11月之间一定有一个星期五对应 13. 上列败中没有哪个出现过3 
次，俱是可能一年中存在三个 S 期五对应13,这是因为1月和2月被视为前一年的月份•例 
如，1987年有三个星期五对应 13( 见习題 1.101). 当然，我们可以用其他星期几取代星期五， [ ST ] 
也可以用1与28之间的任何败代替13来讨论. 

康威 (J.H. Conway ) 找到了一个更简单的日历公式.在他的体系中，称一年中的审判曰为 
2月的最后一天所在的星期几（如表 1-3). 例如，1900年的审丼日对应于1900年2月28日 
(1900 年不是闰 年〉， 是星期三= 3,而2000年的审判日对应于2000年2月29日，是里期二= 

2,这些正如我们利用推论 1.82 所计算的一样. 

知道了世纪年 100 C 年的审判日后，我们便可以找出 
这个世纪里任何其他年份； y =100 C +/ V 的审 判日. 方法如 
下： 因为 100 C 年是世纪年，所以从 100 C 年到; y 年.闰 
年的数目不包含葛里高利历法变更.因此，若 D 是 100 C 
年的审判日（当然 0< D <6), 则 100 C + N 年的审判日同 
余于 

D + N + LN /4 j(mod 7). 

例如，因为1900年的审判日是星期三=3,可知1994年的审判日是星期一 =1，这是因为 
3 + 94+23 = 120 = l(mod 7). 

命*1.84(康威 公式） 设 D 是 100 C 年的审判日，并设 0< N <99. 若 N =12 9 + r ，0< 
r <12, W 100 C + N 年的审判曰的计算公式是 

D 十 9 + r+L r /4 J (mod 7). 

证明 100 C + N 年的审判日 N /4 J 

= D +12 9 + r + L (12 9 + r )/4 J 
= D +159+ r + Lr /4 J 

= D + 9 + r+L r / 4 J(mod 7). ■ 

例如， 94 = 12 X 7 + 10, 所以 1994 年的审判日是 3 + 7 + 10 + 2 = l ( mod 7>, 即1994年的 
审判日是星期一，这正如上面所看到的一样. 


表 1-3 审判曰 


1600年2片29日 


里期二 

1700年2月28日 

0 

S 期曰 

1800年2月28 U 

5 

&期血 

1900年2月28 0 

3 

M 期 _ 

2000年2月29曰 

2 

里期二 


□a 
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如果我们知道了某个特殊年份的审判日是星期几，那就可以利用各种技巧（例如 ， my 
Unde Charles ) 把这一年的审判日变为这一年的其他任何一天.康威观察到，有一些日期与审 
判曰是在一周的同一天，它们是 

4月4日， 6月6日， 8月8日， 10月10日， 12月12日， 

5月9日， 7月11曰， 9月5曰， 11月7 日. 

若回到以1月为第一个月的常用计法 上来： 1 = 1月，则使用下述记号会更容易 i 己住这些 
日期： 

4/4,6/6,8/8,10/10,12/12,5/9,7/11,9/5,11/7, 

其中 w/d 表示月/日.由于审判日对应于 2 月的最后一天，所以我们处在日历中任何 R 期的几 
个星期内，并能很容易地找到想要的那一天. 

习题 

H I . 98 一个嫌疑犯说1893年4月21日他和他生病的母亲在一起过 ft 活节，私人侦探夏洛克 • 福尔摩斯认为 
他说了 傾话. 那么这位著名侦探是怎样肯定嫌疑犯说了齦话呢？ 

H 1.99 在1900年有多少个月的第一天是星期_? 

HI . 100 1896年2月29 B 是星期几？从你的解决方法中 可知： 判断«年的那一天是 M 期几也 不难. 

•1.101 ( i > il 明1987年有三个星期五对应 13. 

( ii > 证明： 对任息年份 y >0, 有 g (: y > — = l 或2,这电劣（3») ■ y + |_ y /4 j_L y /100 J + 

ly/A00j. 

H ( iii ) 是否有某一年只有-•个*期 K 对皮13? 

H 1.102 我叔叔说他出生于1900年2月29日，我吿诉他这不可因为1900年不 ft 闰年.为什么我是铕 
P 831 误的？ 



第 2 章群 I 


群论是伽罗瓦 ( E . Galois , 1811 —1832>为了解决他那个时代的几个首要的数学问 埋之而 
创造的，那个问 题是： 什么时候可以用二次公式的某个推广来找到一个多项式的根？自伽罗瓦 
(他在 次 决斗中去世，年仅20岁）以来，群论巳经建立了许多其他的应用.例如，我们将给 
出费马定理(若 P 是素数， modp > 的一个新的证明，且这个证明适合于证明欧拉的一 
个定理：若 m >2, 则， — slmodm , 其中是欧拉函数.我们也将利用群解决如下的 
计败 问题： 多少个有10顆珠子的不同手镯可以聚集成含有10个红珠子，10个 ft 珠子和10个 
眭珠子的一堆？在第6聿我们会阐述一个亊实：群通过对平面中的所有楣进行分类来恰当地描 
述对称性. 

-2. 1 一些集合理论 

一个群是 -- 个集合，其元索可以被“乘”，且乘法遵从一定的法则.群的 t 要例子是其元索 
为置换 a 置换是某些函数.另外，我们用函数将两个群作比较，称为同态.因此这一部分包含 
了一些定义以及函数的基本性质.若读者以前看过这部分内容，則此处可以眺过，以后有需要 
时再回头来者. 

集合 x 是指某些特定亊物（数，点，靑鱼 等等） 组成的一个整体，组成这个整体的亊物叫 
做集合的 元索. 若^是集合 X 的一个元索，就说 _ r « 于 X ,记作两个集合 X 和 Y 是 （3 D 

相等的，记作 

x = y, 

如果它们由完全相同的元索组成，即对任何元索: r . 都有当且仅当 xey . 

集合 S 称为集合 X 的子集，是指 S 的所有元索都厲于 X ,即若 sfS 则 sex . 我们用 

表示 S 是 X 的子集. SftX 的子集，也叫做 S 包含于 X . XGX 总是成 立的. X 的子集 S 叫 
做 X 的真子集，记为 SSX , 如果 SGX 且 S 尹 X . 两个集合 X 与 Y 是相等的当且仅当每个集 
合是另一个集合的子集， 

X = Y 当且仅当 XSY 且 

根据这一点，我们在证明网个集合相等时，往往需要证明两部分，每部分都证明一个集合是另 
—个的子集.例如，令 

X = {a 6 R > a ^ O }, y = {66 R > *= ^.re R >. 

设 0 6叉，则 a 多 0, 且<»= 〆 ，其中 r = V ^， 因此这样 XSV . 对于反包含，取 
使得对某个 r € R 有 6 = 当 r >0 时， ^>0, 当 r <0 时，令 r =_ j ( s >0>, 则 〆 = 

总之 &=〆><) 且因此 yQX. 所以 x=y. 

- 定义空 集是指不含任何元素的集合 0. 


© 6的使用是有 aw 的. MW , 总 是一个 BA 鼉. 
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我们断言.对每个集合X 有“若 s 60 則的否命题是“存在^€0使 5 $叉”. 
但是，因为不存在所以这个命题不可能 成立. 于是空集是唯一存在的，因为若0,是 
另一个空集，则 0S0,, 同样有0,£0,因此 0 = 0,. 

以下给出了从一些集合中构造出新的集合的方法，见图2 1. 

图 2-1 XflV 和 XUV 

- 定义若 X ， y 都是2：的子集，到它们的交是集合 

xnv ={* ez« z e x 且 z e vr 

更一般地，若彳 A, t 是集合2的任意一族子集.可能无穷多个，则它们的交是 
SH n A . = { *e z: A. 对所有, . e / 成 立}. 

显然有 xnyex，xnyey. 亊实上，交集是满足这样条件的最人 集合： 若 ssx 且 
sey, 则 scxnv. r"i 样，^ a . s a , 对所有 _；• e /成立. 

- 定义若X， y 都是 z 的子集，《它们的并是集合 

xu y = <*€ z«*6 x 或 ！ ey}. 

更一 般地. 若 (A< : f6/> 是集合 Z 的任意一族子集.可能无穷多个.则它们的并是 
\J A , = { z € z » ze A , 对某个《 e J 成立 >. 

显然有 xexuy，vcxuv. 亊实上，并集是满足这样条件的最小集合：若 xss 且 
yes, 则 xuvss. 同样， a , £ U a . 对所有 _>• 砭 z 成立. 

i6 / 

〜 定义若X， Y 郝是集合，則它们的差是集合 

x - y = ixe x*x« y>. 

差 y — x 有类似的 定义. 当然， y — x 和 x—y 没有公共 元素： （y —； on(;c—y) = 0( 见 
图 2-2 和图 2-3). 

图 2-2 X-y 图 2-3 Y-X 

特别地，若X是集合 Z 的一个子集，则它在 Z 中的补是集合 
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X ' = Z - X = {ze Z -- X ). 

显然， x ' 与 x 不相交，即不存在元索既属于 x 又属于 x ', 所以 xnx '=0. (因此， 

空集保证了两个子集 A 和 B 的交总是一个子集，即 AAB 总是有定义 .） 亊实上， X '是 Z 的与 
X 不相交的最大子 集：若 SSZ 且 SnX =0, 则 SGJT . [86] 

-2.1.1 函数 

函数的思想出现在撖积分中（甚至更早），例如： c 2 , sinx , VI , 1/ x , x + l , e * 等都是函 
数.微积分的书籍定义函数 /( Jr ) 为一个“法则该“法则”要求，对于每个数〜恰好分配一个 
数即 /( 幻与之 对应.因此，平方函数分配81给9;平方根函数分配3给 9. 注意可能等于3 
或一 3. 为了只分配一个数给9,我们必须从两个可能值±3中挑选一个，人们都认同只要 
0就有所以个函数. 

函数的微积分定义当然是对的，但也有 缺陷： 法则是什么？用另一种方式问这个问题，什 
么时候两个法则相同？例如，考虑函数 

fix ) = ( j ：+ l) J 和 g (. x ) = x * + 2 x + l . 

/(: c ) = g ( x > 成立吗？计算过程当然 不同： 例如./(6) = (6+1) 1 =7 1 而貧(6> = 6^+2.6+1 = 

36+12 + 1. 由于术语 ••法 则”没有被定义，所以其含义是模糊的，我们的问題也就不能够回答. 

如果我们不能确定两个函数是否相等，那么微积分对函数的描述显然是不充分的. 

为 T 找到一个合理的定义，让我们回到寻求函数定义的例子上来.函败 sina ■等中的 
每一个都有一个由形如 ( a , /( a )) 的点构成的图形，它是平面的子集.例如， /(： t ) = ^ 的图形 
是由所有形如 ( a , a ” 的点构成的抛物线. 

图形是直观的东西，即将给出的函数的正式定义相当于描述函数具有自己的图形.把函数 
当作法則的这个非正式微积分定义仍然保留，但是我们将避开什么是法則这个问題.为给出定 
义，我们先要给出类似平面的槪念（因为我们想利用函数 /( x > 的自变最: r 是数值这个特 性). [87] 

- 定义若 X , y 郝是集合 （不 一定不相同） ，則 称所有有序对 ( or , y > 构成的集合 XXY 为它 
们的笛 卡儿积 e , 其中 rex , y eY . 

平面是 R XR . 

关于有序对我们只需知道的是 

( x , y ) = ( x ^ y ) 当且仅当 o : = ; c'，;y = y 

<见习题 2.5>. 

若 X ， Y 都是有限集，不妨设丨 X I = m , I Y I = n < I X | 表示有限集 X 的元索个 数〉， 

则丨 XXY | = mn . 

- 定义设 x , y 都是集合（不一定不 相同） ，子集 / gxxv . 若对每个 a ex , 存在唯一的 
66 Y ■使 ( a , 6)€/,則称/为 X 到 y 的一个 函数， 记为 

/« X — Y . 

对每个称满足 ( a , we / 的唯一元索为/在 fl 处的值，并记6为 /( a ). 因 


0这个术语是纪念笛卡儿 (R. Descartes) 的，他是解析几何倒始人之一. 
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此，/是由 xxy 中所有形如 ( a ，/(«!)> 的点构 成的. 当 /> R — R 时，/是 /< x ) 的图像. 

- 例 2.1 ( i ) 设 X 是一个集合，则集合； f 上的恒等函数，记为 l x » 定义为对每个 

有 UCr )=> r [ 当 X = R 时，恒等函数的图像是所有形如 ( a , a ) 的点构成的45°直线]. 

( ii > 常数 函数： 若: y »€ y , 则对所有有 / U >=; y 。 （当 X = R = y 时，常数函数的 ffl 像 
是水平直线 >. ◄ 

从现在开始，我们抛开微积分符号，用/表示一个函数，而不用 /( J ：)， 当要表示/在元 
素 _ r 处的值时才用 / UK 有一些例外的情况，我们将继续按通常的记号表示一些热悉的函数， 
如多项式， sinar , 〆 ，>/!， logx ). ^ / « X - V , 则称； f 为/的定义域，称 Y 为/的目标域 
(或上域），并定义/的象（或范围），记为 im /, 它是由所有/的值构成的 y 的子集.当我们说 
X 是函数/ | X — y 的定义域时，意思是/<1)对每个有定义.例如， sirur 的定义域是 
R , 自标域通常为 R ， 象是 [_ 1, 1]. lAc 的定义域是所有非零实数构成的集合，其象也是非 
零实数集合.平方根函数的定义域是所有非负实敫构成的集合 R s = <> r 6 R • x >0>, 其象也 

rsn 是 r s . 

-» 定义称两个函教/< x — y , 丨 * y ' 相等 ，若； y = w , 且子集 / gxxy •和 

相等. 

函数/> x — y 有三个组成部分：定义域 x , 目标域 y 和图像.我们说两个函数相等当且 
仅当它们有相同的定义域，相同的 U 标域和相同的图像. M 然，定义域和图像是一个函数的本 
质部分，在本节末尾的注中将给出关心目标域的一些原因. 

- 定义若/: x — y 是一个函教， s 是 x 的一个子集，«/对 s 的限制 是函數 /丨 si s - y , 
定义为对所有 *€S 有 （/| S )( s > = /( j >. 

若 S 是 X 的一个子集，则定义包含 S - X 为如下 函败： 对所有有 

若 S 是；（的一个真子集，則包含《 不是恒 等函数 l s , 因为它的目标域是 X 而不是 S : 它 
也不是恒等函数 lx , 因为它的定义域是 S 而不是 X . 若 S 是 X 的一个真子集，則 / IS 关/, 
因为它们的定义域不同. 

- 命題 2.2 设/: «: x '— y ' 都是函數•則 /= g 当昱仅 sx = x ', y = y ', 且对每 

个 a € X 有 /( a )= g ( a ). 

注这个 命超解 决了由糢栩术镥“法則”产生的问 《• 若/, | R — R 由 /( z ) = ( x + 

1)*, 给定 ， M f = g . 因为对每个数 a 有 /( a > = ^ a ). 

证明假设/=心因为函数是 XXY 的子集，所以 /= g 的意思是/和客中的每一个都是 
另一个的子集（在非正式场合，我们说/和 g 有相同的图 像）. 若且 （ a , /( a ))€/= g , 
则 U ， f (, a ))€ g . 但是 g 中只有一个有序对的第一个坐标是 a , 即 U , gU 〉>[ 因为函数的定义 
是说 g 对 a 给出唯一的一个值].因此， （ a ，/( a )) = ( a , g (. a )), 且由有序对的相等知 /( a ) = 
g (. a ), 这正是我们所要证明的. 

反之，假设对每个 a € X 有 /00= g ( a >. 为*明/= 8 ,只需证明 /£ g 和 f /. /的每个元 
素有形式 ( a , f ( a )). 由于 /( a )= g ( a >， 所以有 /( a )) = ( a , g ( a )), 因而 ( a , /( a )>6 g . 因 
此 / Eg . 相反的包含关系 gG / 可类似证得. _ 
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让我们把反证法弄明 确些： 若函数/, y 取不同的值，甚至只在一点处取不同的 

值，即存在某个 “ ex 使得 / u ) 垆 g u ), 則/尹足. 

我们继续把函数看作是把映到 /(： r >€ y 的一个法则，但是只要我们需要，就可以 
用精确的定义，如在命題 2.2 中 一样. 然而，为了强调函数/« 把 X 中的点映到 Y 中的 
点这一动态行为，我们通常写 

f^xv-*y I3E 

而不写 /<:c) = y. 例如，我们可写 /I a: HX 2 , 而不写 = 可用 /• z 4 Z 描述恒 

等映射. 

例 2. 3我们的定义允许我们考虑如下一个退化的 例子. 设 X 是一个集合，那么函数 X — 

0是什么呢？注意， XX 0 的元索是序对 Cr , 满足 J：d y € 0. 由于不存在; y €0, 则不 
存在这样的序对，因此 XX 0 = 0. 函数 X -0 是某种类迆的 XX 0 的子集，而 = 0 只 
有一个子集0,因此 X 到0至多有一个函数/=0.函数的定义要求对每个 : reX ， 都 
存在唯一的满足 (A >)6/. 当 X #0 时，存在 are X 但不存在这样的; y (这是因为0中 
没有元索 y ), 因此/不是函数.这样，当时，不存在 X 到0的 函数. 另一方面，当 
X =0 时，我们断言/=0是一个函数.否则，命埋“/是一个函数”的否命埋将是真命埋 ：“存 
在 x &0, 等等我们不必继续下去，因为0中无任何元索.我们得出/_0是函败 0—0, 

并断言它就是恒等函数 U . ◄ 

对于其象等于盩个 H 标域的函败有一个新的名称. 

-» 定义称函教/> X—Y 是满射 （或到上的），若 i « n /= y . 

因此，若对每个; y € Y 存在某个(可能依赣 y ) 使得; y =/(*>. 则/是满射. 

例 2.4 ( i ) 恒等函败 M 满射. 

( ii > 正弦函数 R — R 不 J 6 I 满射，因为它的象是[一 1, 1], 是目标域 R 的真子集. 

( iii > 函数/ | R — R 和 e 1 | R — R 的目标域为 R . 因为 iiar z 由非负实数构成， imf 由正 
实数构成，所以/和 〆 都不是满射. 

( iv ) 设/| R — R 定义为 

/( a ) 6 a 十 4. 

为弄淸/是否是满射，我们要问是否每个 66 R 有形式 6=/( d , 即给定6,我们能否求出 c * 使 
得 

6 a 4- 4 = 6? 1 90 I 

我们总可以解这个关于 a 的方程，得到 a = f (6_4). 因此/是一个满射 • 


( v ) 设/: 1 R — R 定义为 


/( a ) 


. 6 a + 4 
2a-r 


为弄淸 / 是否是满射，给定6去求解 a : 我们能否总可以解 
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由此得到方程 a <6—2« = -36—4, 若6_26乒0,则可以解出 a [注意（_36 — 4)/(6_26)#3/2]. 
另一方面，方程暗示当6=3时无解，且亊实上确实 无解： 若 （6 a + 4>/(2 fl — 3)=3, 交叉相乘 
得错误的方程 6 a +4=6« — 9. B 此， 3^ im /, /不是满射. 4 

有时我们不说函数/的值是唯一的，改说/是单 值的. 例如，若 R * 表示非负实数集，则 
/" 是 S 数，因为我们已经认为对每个正数 a 有石 >0. 另一方面， / U > = ± VS ■不是 

单值的，因而它不是函数. 

证明一个被宣称为函数的/是否是单值的，最简单的办法是改述值的唯一性 i 用反证法叙 

述为 

若 a = a '， 則 /( a ) = 

)=心定义了一个函数 g ， q — q 吗？一个分数有许多种写法.由于 ■!■=!■, 可见 

«(去)=1， 2 尹3, 6 =及(音)，所以 g 不是 函数. 假若我们说只要 | ■是既约形式就有 
成立，那么 g 会是一个函数. 

/(|") = 3.|^实定义了一个函数/><3一<3,因为它是单值的，若= 则 = 
/( fr ). 为说明这一点，注意，由含=$得乂=<«'6,所以 3 a 6' = 3 a '6, 3 • f = 3 • fr . 因此 
/ft —个真正的函数. 

下面的定义给出了函败的又一个重耍性质. 

-» 定义称函教/> 是单射（或一对一的），若只要 a 和 a ' 是 X 的不同元索，則 /( a )# 

/( a '). 等价地说，（用反证法叙迷）/是单射，若对每对 a , a ' eX , 我们有 
/( a ) = f ( a)^=>a = a . 

读者应当注意到，单射与单值在叙述上是互相颠 倒的： /是单值的， g « = y =>/( a ) = 
/ U ') 丨 /是单射，若 

许多函数既不是单射也不是满射.例如平方函数 /: R — R , /(： r > = : r 2 既不是单射也不是 
满射. 

例 2 .S ( i > 恒等函败 lx 是单射. 

( ii ) 设/| R — j |^ R 由下式定义， 

v 6 a + 4 
/<fl) = 2 ^ 3 - 

为检验/是否是单射，假设 /( a > = /(6): 

6 g + 4 = 66 + 4 
2 a 一3 2 b 一 3* 

交叉相乘得 

12 a 6 十86 — 18 a 一 12 = \ 2 ab + 8 a — 186 — 12， 

这表明 2 k =266, 因而 a =6. 所以得出/是单射的结论.（在例 2.4( v ) 中我们看见/不是满射 .） 
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( iii > 考虑/ I R—R , /( x )=^*-2 x -3. 若我们想如 （ i ) 中那样通过观察 /( a >=/<6) 的结 
果来检验/是否是单射，则会得到等式 a 2 —2 a = 妒一 26. 显然还不容易看出这个等式是否会导 
^ a = b . 我们转而求 /( x > 的根，得到3和一 1. 于是/不是单射，因为/(3)=0 = /(_1>,即 
存在两个不同的数有相同的值. ◄ 

存在让两个函数合并形成另一个函数的方法，即它们的合成. 

- 定义 若/< X — y , Z 都 是函教 (/ 的0标城是 g 的定义城），則它们 的合成 ，记为 

g > f , 被定义为由下式给定的函教 x -* z : 

g - f * X *-* g (/( x )>, 

即先计算 / 在 r 处的值，再计算在 /( d 处的值. 

因此合成是一个两步 过程： xi -»/( x ) i -» *(/( j )). 例如，函数 AiR — R , A ( j )= e ~* 

是合成 g */， 其中 /< jO = cosx ， 只要我们想计算，这种“分解”是很平常的，不妨 [ W ] 
计算/为计算 fcU >, 我们必须先计算 /( K > = c OSlr =- l , 然后计算裒 (/ U » = g ( —1)= 
e -. 微积分中的链规则是一个用 g 和 /' 计算导数 (g • />' 的 公式： 

(g . />’ Cx > = g ’（/ Cr )) • 

若 / iN ~* N , g < N -* R 都是函数，则 <?•/« N — R 有定义，但 /. g 无定义的目标= 

R 关 N =/ 的定义域].甚至当/和 py - x 且两个合成 《•/ 和 /•« 都有定义时，它们 
也不一定相等.例如，定义/， «■ ' N — N 分别为/ * " V 和 g ”卜》 3 n , 则 g • /: 2卜> 
ff (4)=*12, f • g > 2 k -* /(6) = 36. 因而 g • g . 

给定一个集合 X , 设 

nx )= < 所有函数 x — jo . 

中两个函数的合成总是有定义，而且合成也是 _ F ( X ) 中的函数.正如我们刚才所#到的， 

这个乘法不交换，即/。 5 和 《■•/ 不一定相等. r 面我们证明合成总是满足结合律. 

-* 引理 2.6 函數的合成满足结合 律：若 

f>X-*Y, giY—Z , 和 k t Z-*W 

都是函数，則 

fc • (g • /) = (fc • g ) • /. 

证明我们证明两个合成在元素 a € X 处的值都是若 arCX , 则 
h • ig • f) • x >-*ig • f)Cx) = ^(/<x)) i-» A(g(/(x))) * wt 
和 

(h • g ) • / 1 x fix ') i->(A • g ) C /( x >) = A ( g (/( a :))) *= w . 

于是由命题 2. 2 知这两个合成相等. _ 

根据这个引理，我们没有必要写括号^记号 • g • /的意思很澝楚.假设 / iX — Y 和 
giZ — W 都是函数.若 YGZ ， 则一些作者定义合成 />• X — W 为 / Kar > = g (/( aO ). 若 
我们不允许有合成.但是，我们可以定义 A 为合成 • /，其中 Z 是包含函数 • 

下面的结论表明，恒等函数 lx 在 7( X > 中对合成所起的作用相当于1在数中对乘法所起的 
作用. 


回 



- 引理 2. 7设 / * X — y ， 《 1 Y • /=/=/• lx . 

证明设 zGX , 则 

ly • / « X l-» fix) fix) 

和 

/ • lx * x X i -> / Cx ). ■ 

在 700 中存在“倒数”吗？也就是说，对于函败/，是否存在使得 /* g = l x , 
g • f=l x ? 下面的讨论允许我们回答这个问埋 • 

- 定义函数/: x—y 称 为双射 （成 — 对应），如果它既为单射又为满射. 

例 2.8 ( i ) 恒等函数总是双射. 

( ii ) 设；2, 3}， 定义 ft X—X 为 

/( I ) = 2, /(2) = 3, /(3) = 1. 

容易看出/是双射. < 

当 X 和 Y 都是有限集合时，我们可以用一个图表（如图2 4所示）把函数描绘出来.设久= 
U , 2, 3, 4，5}， Y={a, b, c , d, e) 9 定义 / : , 

X—Y 为 

/( l ) = b, /(2) = e , /(3) = a , 

/(4) = b, /(5) = c . X 3 

因为 /( l )= A =/(4), 所以 / 不是单射》因为 4 

不存在: c € X 使 / U )- d , 所以/不是满射.我们能 
[94] 反转箭头得到映射 g : y - X 吗？有两点可以说明不 5 
能得到.第一，没有指向 d 的箭头，因此不能定义 

第二，是1还是4?第一个问题是 K 的定义域不是整个 y , 这是因为/不是满射^ 
第二个问題是 g 不是单值的，这是因为/不是单射（这也说明了单射与单值在叙述上互相颠 
倒〉. 当/是双射时，这两个问题都不会产生. 

4 定义函数 /: X—y 有反® 数 （或逆 1, 如果存在*數 x 使得合成 g •/ 和 /. g 都 
是恒等 函教. 

我们不能说每个函数/都有反函数.相反地，我们明才已经分析了一些函数没有反函数的 
原因.若反函数 g 存在，则 g 可以倒转图 2-4 中的 箭头. 设 / U )= y , 則存在从 a 到; y 的箭 
头. 现在 g 。/ 是恒等函数，因此 a = ( g ./>(«)= g (/( a >>= g <; y ). 这样 g > 并且倒 

转/的描绘图表中的箭头就可以得到 g 的描绘图表.若/转动什么东西，则它的反函数 g 就 
把它反转过来. 

引理 2.9 若函教 /I X—y 和 g • y-*x 滿足 g •/= l x , «/ 是单射且 g 是鴻射. 

证明假设 /( c )=/( a '), «^(/( a ))=^(/ Ca , », 即 [因为 g (/0«〉> =< i ], 因此 / 
是单射. « x 6 X , »!| x = g </( x )), 这样 • ceimg ， 因此 g 是满射. _ 

- 命题 2.10 函教 /• X — y 有反函數 x 当 j ■仅当/是双射. 

证明若/有反函数 g , 则引理 2.9 表明/既是单射也是满射，因为 g 。/ 和 /.- g 都是恒 




群 I 


69 


等函数. 

假设/是双 射. 设:因为/是满射，所以存在某个使 /( a )»; y . 又因为/是 
单射，所以这样的 a 是唯一的.定义 g( ： y >=〜 则 g 是一个(单值）函数，其定义域是 VTg 只是 
“反转箭头”：因为 /(a>= ： y, 所以存在 a 到 y 的镛头，且反转的箭头是从 y 到^].显然 g 是/ 
的反函数，即对所有: yey 有 /(g( ： y 〉 >=/Gi>= ： y, 对所有都有 g(/(a>)=W ： y>= a . ■ 
记号 双射 / 的反 * 數记为 / 一 K 由习題 2*9 知，一个函數不能有两个反函 數).在微 
私分中，反三角函数也使用相同的记号 . 倒如， sin' 1 j=arcsinx* 它满足 sin(arcsin(:c))== 

X ， arcsin(sin(x))= jt. 当然， sin _ * 不绝表示其倒数 1/sinx ， l/siiur=cscx. 

例 2. U 我们可以找到两个函数 / 和 g 满足 《•/ 是恒等函数而/。容不是恒等函数，因 
而/和 g 不互为反函数. 

定义 /* ^ * N — N 如下： 

/(w)= 11 + 1# 


合成幺°/=1倾，因为 g (/( n )>=^( n + l > = n ( 因为 ； i + 另一方面，/ ° g^lw * 因为 

/(^( 0 ))-/( 0 )« 1 ^ 0 . 4 

例 2.12 若 a 是实数，則用 a 乘是指函数^ :R-R, 对所有 r€R 有 rh^ ar . 若 
则 A 是一个双射，其反函数叫做用“除，即 |R，R, r 当然 5.= 灼但是，若 

是常数函数押< rt-M), 它没有反函数，因为它不是双射. ^ 

有两个方法可确定一个给定的函败是否是双射：或者利用单射和满射的定义，或者求出它 
的反函数.例如，若 R+ 表示正实数集，我们证明指数函数/| R 一 R+, /(x) = e* = SxVn!, 
是一个双射.直接证明/是单射将要求证明若 e*=eS 则 <1 =6 1 直接证明/是满射将要求证明 
每个正实数 c 有形式 e a . 用（自然）对败# {(Wzlojw 证明这些命《是最简单的了.常用公式 
e〜 = ;y 和 loge*=:c 表明两个合成 /，g 和 g •/ 都是恒等函数，所以/和容互为反函数.因 
此，/是双射，因为它有反函数. 

让我们总结一下本节的结果. 

- 命題 2.13 若集合 X 到自身的所有双射构成的集合记为 S x , «* 數的合成满足以下 
性盾 ■ 

( i ) 若/, g es x , « / • « es x » 

( ii ) 对所有 /， g ， A € Sx . h • (g • /) = (* • g ) • ft 

等函教 1* 位于 Sx 中，且对每个 / eSx ， 有 1, •/=/=/. lx * 

( iv ) 对每个 /6 S X ， 存在 g € S x ， 满足 g */= lx =/* g . 

证明 我们只是重述了习 S 2. 14( ii >， 引理 2. 6、引理 2. 7 和命題 2. 10 的结果. ■ 

以下是双射的一个有趣的应用.容易证明（见习題 2. 12>两个有限集 X 和 y 有相同的元索 
个数当且仅当存在一个双射/ : X — 这暗示了下面的定义，它是康托尔 ( G . Cantor , 1845— 
1918) 提 出的. 
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定义两个集合（可能是无限集） _x 和 y 有相同的元索个数， 记为丨 x 1 =丨 y | ,若存在 
一个双射/: x - y . 

例如，集合 X 称为可数的，若 X 是有限集或 X 和自然数集 N 有相同的元索个数.若 X 是 
无限可数的，则存在双射 /:N—X, 即； f 的所有元索可以不重复地列出来 I 。， ^ r t , …， 
其中: r. = /(«), n€N. 康托尔证明了 R 是不可数的，也就是说， R 不是可数的.这样，无限 
集有不同的大小(实际上，无限集有无限多个不同的大 小〉. 大小的不同是有用的.例如，实数 
z 称为代数数，如果它是某个多项式/(1)=咖+7^+"‘+9 〆 -的根，其中系数 <7。，仍，…，9, 
都是有理数；实数 z 称为超越数，如果它不是代数数.当然，每个有理数 r 都是代数数，因为 
它是 j ：_ r 的根.无理败中也存在代数数，例如，及是代数败，因为它是 P - 2的根.那么是否 
有超越数呢？我们可以证明仅存在可数个代败数，于是由康托尔定理中 R 的不可数性知，存在 
(不可数 多个） 超越数. 

注为什么当函教的象更重要时我们关心的却是函教的目标城？从可行性来说，当第 
一次定义函数时，我们通常不知道它的象.例如，设 /« R — R 被定义为 
fix ) =| x |*"* +8 in * x . 

我们必 須分析 /以求出它的象， 而且 这不是一个小任务.但是，若目标城必须是象，則 
我们甚至不能写/« X — y , 因为还没有當先求出/的象.因此. 8标城用起来更方便. 

函教相等的史义的一部分是它们的 s 标城相等，改变目标城就改变了函数.假设 
我们没有这样做.考虑函教 /« X — y , 且它不是满射，设 Wsim /, 并定义 giX — 

Y ', 对所有 jeJ (有 g ( j ：)=/<: c >. A 数/和裒有相 w 的定义城和相同的值（即相同的 
a 像），它们只有目标城不 《. 现在 g 是满 射. 假如我们认为目标城在*數的 足义中 
不是必要的因素， 則可 以区分/和 g , 因为/不是满射， g 是满射.于是每个函数都 
是满射（这不会动摇教学的根本，但是会迫使我们利用累赘的句子进行说明）.巧 
[9 E 题 4.26 说明了使用目标域的更实际的 a 由. 

设 x , y 都是集合， w 函数 /• x - y 定义了一个“向前移动”，把 x 的子集移入 y 的子 
集： 若 ssx , 则 

/( S ) = {>6 V '对某个 *6 s,y = /(*)}. 

我们称 /( s > 为 s 的直 接象. 函数/也定义了一个“向后移动”，把 y 的子集移入 x 的子 集：若 
WQy , 则 

/-' (W) = {x e X < /(x) 6 WL 

我们没有假设 / 是双射，所以这里 / m 并不是指反 函数. /〜（ W ) 是指由 X 中所有那些被/送 
进 W 中的元素构成的集合，如果有的话.我们称 /^( W ) 为 W 的逆象. 

习题 2. 16已经证明了直接象保持并的 不变： 若 f ' x — y , 且 {氐 uen 是 x 的一族子集， 

則 / OJ S 0 = U ， ( S () •另-方面，是可 能的. 习题 2.17 表明逆 
<€1 •€) 

象比直接象性质更好. 

命麵 2. 14设 X , y 都是集合，是一个函数. 
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< i > 若 TQS 都是 X 的子集， W /( T )£/( S ), 且若 [7 SV # 是 Y 的子集，« /-'([；)£/ 
_1 ( V ). 

( ii > 若 l / ey , 則 //— ULOGU ; 若 /是一个满射，« //-' (1/)=1；. 

( iii ) 若 TeX , « TC /-»/ cr ), 若 /是一个单射，到 w =/- i /( T ). 

证明 （ i ) 若; ye /( D , 则对某个 ter. y = /( t >. 但是因为 T £ S , 所以 t € S , 所以 
/( t )6/( S ). 因此 /( DS /( S ). 另一个包含关系可类似证得. 

( ii ) 若则对某个即《=/(/>€1/.当/是满射时 
证明相反的包含关系成立.若 u 6 t /, 則存在 j ： ex 使得 /(；«：>=«, 因而 • rey - Hu ), 所以“ 
=/( x ) e //-'( C 7). 

若 ter , 则 /(*> e /( T )， 所以 te / d / xos / Mcn . 当/是单射时我们证明相反的 
包含关系 成立. 若 ze 厂 i /( t ), 则 /( x > e /( T >, 因而存在斤丁使 /(*)=/(*>. 由于/是 
一个单射，所以 _!=*, xer . ■ 

命题 2. 14( H ) 中的严格不等号可能成立.若 /« Z-Q 是包含函数，则 

//-((|))=/(0) = 05(|}. 

命题 2.14( iii ) 中的严格不等号也可能成立.设 /• R - S 1 被定义为/(_1)=«^，其中 S 1 是单 
位亂若為= <0>,則 /( A > = ⑴且 

广 l /( A ) = /••/(_ = 广 ■( ⑴〉 = Z 2 A . 

推论 2.1 S 若 / ix—y 是滿射，刪 p ( y )— wx ), b 4/-、 b ) 是一个单射，其中 p < y ) 
表示由 y 的所有子集构成的族. 

证明若 B , CGY 且 /• l ( B > = /- l ( C >, 則由命題 2.14( H ) 知 

B = /厂 1 ( B ) = //-' CC ) = C . ■ 

—2.1.2 等价关系 

我们将定义一个重要的概念一等价关系，但是先从关系的一般概念开始. 

- 定义给定集合 x 与 y , xa y 的一个关 系是栺 xxy 的一个子集 sx = y , 則我们 
说 R 是 X 上的一个关系. 我们通常写成 xRy , 而不骂成 ( i , 

以下是一个具体的例子.当然，<应当是 R 上的一个 关系. 为看出这一点，定义关系 
R = {< i , y ) 6 HXR « < x ，3>) 在直线 y = x 上或者上方 
读者应当验证 x <; y 当且仅当 （_ c , y ) eR . 

例 2. i 6 ( i ) 每个函数/: y 是 x 到 r 的一个关系. 

(»>相等是任何集合 X 上的一个关系. 

(iiDmod m 同余是 Z 上的一个关系. 4 

- 定义集合 X 上的一个关系 a : 芸: y 是 

自 反的： 对所有 iex 有： 

对 称的： 对所有 i , y € X , 若 : r =; y ， M y=xt 

传递的： 对所有 •！，3>， *€ X . 若 I 基 y 和 ys *, 則 


圆 



72 


第 2 幸 


若 X 上的一个关系具有三条 性廣： 自反性，对称性和传遂性，則称该关系为 X 上的一个 
rwi 等价关系. 

例 2. 17 < i > 普通的相等关系是任意集合上的一个等价关系. 

( ii > 若 m>0, 则命题 1. 57是说 mod m 是 X = Z 上的一个等价关系. 

( iii > 设 X ={< a ， ft ) eZXZ « 6 ^ 0 }, 并定义 X 上的一个关系=为交叉相乘： 

(.a,b) = 当 ad — be. 

我们断言=是一个等价关系.自反性和对称性的验证是很容易的.对于传递性，假设« = 
< t » d), ic, d)=(.e, /). 由 6c 得 <!<// = 6c /， 由 cf=de 得 bcf = bde , 因此 < u //= W «. 
我们珂以消去非零整数 c / 得 a /=*«, BP ( a , b)=(e, /). 

( iv > 在微积分中.等价关系隐含在对向 徵的讨 论中.从点 P 到点 Q 的一个箭头可以用有序 
对 ( P , 表示，称 P 是它的起点， Q 是它的终点.箭头上的一个等价关系可以被定义为：若 

箭头 （ P , Q ) 和（ 〆 ， Q ') 有相同的长度和方向则 （ P , Q)=(P\ Q'). 4 

集合 X 上的一个等价关系产生 X 的一族子集. 

-* 定义设=是集合 X 上的一个等价 关系. 若 “ ex , 則^的等价类，记为 [ a ], 定义为 
[ a ] = {x ^ X » x = a) ^ X. 

现在描述由上面等价关系产生的等价类. 

- 例 2 . 18 ( i > 设 s 是集合 X 上的相等关系. 若<^父, W [ a ]= U ) 是只含一个元素 c •的子 
集. 毕竞， 若 X= a , Wi 和 a 相等！ 

( ii ) 考虑 Z 上的模 m 同余关系，设 a € Z . 的同余类定义为 

11001 {16 Z « x = a + km ,k ^ Z). 

另一方面.根据定义， a 的等价类是 

{x 6 Z • x = a mod m}. 

由于; modm 当且仅当对某个; feeZ 有 x= a +ifem, 所以这两个子集是一致的，即等价类 
0 ] 是同余类. 

( iii > 在交叉相乘下 ( a , «的等价类是 

[( a . W ] = {(c,d) 1 ad = be). 

其中 a , 66Z 且若我们记 [( a , W ] 为 a / 6 , 則这个等价类正是通常被记为 a / 6 的分数. 
毕竞， （1, 2)^(2, 4>是显然的，但是 [(1, 2)]=[(2, 4)], W 1/2-2/4. 

< iv > 在例 2.17( iv > 中，箭头的等价类 [(/>, Q )] 称为一个向董，我们记它为 [( P , Q )] = 
P2 . 

比较有理数和向量是有意义的，因为它们都被定义为 
等价类.每个有理数 a /< •有一个“可爱的” 名宇： 既约表达 
式.每个向量有一个可爱的 名字： 起点在原点处的箭头 
(O, Q). 分数用既约表达式并不总是很方便的.例如，即 
使^/ 6 和 c / rf 都是既约形式，它们的和也不一 
定是既约形式.向量加法由平行四边形法 M 定义(见图2-5>: 

0 ?+ 0 $= 0 /?, 其中 O , P , Q 和 i ? 都是平行四边形的顶 



图 2-5 平行四边形法则 




点. 因为 ( O , <3)=( P , R ). 所以所以更自然些. 

-« 引理 2.19 若 s 是集合； f 上的一个等价关系， 則 当且仅当 Dc ]=[ y ]. 

证明假设 文与; y . 若 zeo ]， 则由传递性得 zsy . 因而 0]0>]. 根据对称性， 
y = x , 由此得反包含 [: y ] G [>]. 因此 [ x ]= Cy ]. 

反之，若 l >]=[： y ]， 則根据自反性. j ：€ Cx ], 所以 xeO ]=[ y ]， 因此 is ； y . ■ 

总之，这个引理 是说： 在用等价类代替元素的条件下我们可以用相等代替等价 • 

以下是一个集合论思想，我们将证明它本质上包含着等价关系 • 

— 定义集合 X的一族子集 P 称为 两两不相交， 若对所有 A , BeP , 有 A=B 或 Af ) B =0. 
集合兀的_个分类 是指： 一族非空的两两不相交的子集（称为块），并且它们的并是 X . 

注意到，若 X 是一个有限集，且 A ,, 々,，•••， A •是 X 的一个分类，則 

I X | • | Ai |+| A! |+ +| A. |. 

我们将证明等价关系和分类只是同一事物的不同看法 • 

- 命踴 2.20 若 s 是集合 X 上的一个等价关系，則等价类构成 X 的一个分类•反之，给定 
X 的一个分类 p , 則存在 X 上的一个等价关系，其等价类是 P 中的块. 

证明假设 X 上的一个等价关系 S 巳给定.因为=是自反的，所以每个: rex 位于等价类 
1>]中.于是等价类是非空的子集，并且它们的并为 X . 为证明两两不相交，假设 a €[ x]n 
[ y ], 则《=_ 1 ：, as 又根据对称性， xs a , 由传递性得因此根据引理 2. 19,有 [ x ] = 
W . 所以等价类构成 X 的一个分类 • 

反之，设 PftX 的一个 分类. 设 z ， y € X , 若存在 Ae 卩可使4和: y 6 A ， 則定义 
xsy . 显然=是自反的和对 称的. 为看出三是传递的，假设和; ysi 即存在 A , BeV 
使 _ r , : y € A 和; y , z € B . 由于: y € A 门 B , 由两两不相交得>\ = £,所以； r , x ^ A , 即 x ^ tr . 
我们巳经证明了 e 是一个等价关系. 

最后证明等价类是 P 中的 子集. 若: t 6 X , 则对某个戎€7>有 jc 6 A . 根据=的定义，若 
则 ; y = > r 和>€[■*]，因而 AGDc ]. 对于反包含，设*€[>]，則 z 垄 ： r . 存在某个 B 满 
足:!：€丑和*€丑，因此: ceAOB . 根据两两不相交有 A = B , 所以 z 6 A , [ x ] CA . 因此 
[ x ]= A . ■ 

例 2. 21 (1>若=是集合 X 上的恒等关系，則块是 X 的 1- 点子集. 

( ii > 设 X =[0, 2 it ], 并定义 X 的分类，其块为<0, 和单点集 U >, 其中0<*<2*.这 
个分类决定了区间的壙点（没有其他的），所以我们可以把它当作单位圆的一个构造. < 

给定集合 X 上的一个等价关系，构造集合 X 使其元素是 16X 的等价类[>]，这是一个很 
平常的 做法. 例如，在例 2.17( iii > 中，我们有 X ={( a , 6>€ ZXZ > 6关0}和文=«3_如果我 
们想定义一个函数，躭必须保证它是单值的，特别地，当定义域是又时，也是这 样的. 我们 
已经知道 / U /6)= a 6 不能定义函数 Q — Z , 这是因为它的值依赖于等价类 [( a , W ]= a / A 中代 
表 （ a , 6) 的 选择. 相反地，有理数的加法 ， a ■ Q XQ—Q , ( a /6) + ( c / rf > = (< ui + M )/6 d ， 定 
义了一个函数.有理数的加法不依赖于代表的 选择. 读者可以证明， 车 alb = a ' ll ! 祗 cld =<! ld !， 
miad + bcVbd = ( a ' d ' + b ' C ’ 、 fb ' d ，. 在声明 / 是一个（单 值的） 函数之前，我们必须证明它的值 
与代表的选择无关.若检验了一个定义域为 X 的函数/是单值的，則称/是定义良 好的. 
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习题 

H 2.1 判断对错并说明理由. 

< i ) 若 TEX , m SQX . 

( ii ) 任意两个函数 /: X — y 和 g * Y_Z0 有一个合成 / • g : X — Z . 

( iii ) 任意两个函数 /| X — y 和 g * y — z 都有—个合成 g • y : x — z 

( iv ) 对每个集合； f 都有 XX0 = 0 . 

( v > 若 /: 和） * im /- y 都是包含映射，則存在一个满射 r x — im / 满足 /'/• g . 

< vi ) 若 /I x — y 是一个邊数，且存在函数发， y — x 满足/•客 =】 y ， w / 是一个双射. 

) ■<«+6)0|— 6) 是一个定义良好的函数 Q • 

( viii ) 若 / iN — N ，/(==» 十 1，发 iN — N , g ( n )«^, 明合成 g ./ 是” + 

( ix > 复共範 r=fl + i 6 b~^z =a —iA 是一个双射 C - ♦C . 

_ 2.2 设 A , B 都是集合； f 的子集 • 证明 A — 其中是 B 的补集. 

-2.3 设 A , B 都足集合 X 的子集， 证明 T 列 樓律： 

(A U BY = A ’ 门玫 和 （A n 出 ， ■ ， U B ，， 

其中— A 表示 A 的补集. 

•2.4 设 A ， 都是集合 JV 的子集 • 定义它们的对称龜 （ 见田2-6>为 

A + B - ( A - B ) U ( B - A ). 

< i > 证明 A - fB -( AUB )-(>\ nB ). 

01)还明 A + A «0. 

( iii ) 证明 A 4-0- A . 

H ( iv > 证明 A +( B + Q »( A + B > + C (见图 2-7). 

( v ) 证明 >\ D ( B + C )- CAnB ) + CAnC ). 

o 

图 2-6 对称差 

#2 ' 5 设為，月都是集合，并设 b^B. 定义它们的有序对 如下： 

( a *6) *= { a *{ a ， M }. 

若 a ' eA ， VeB , 证明 （ a '，6> 当且仅当 a ，= fl *6'=6. 

2.6 设 A = U _ r ， x ) « x 6 R }. 因此厶 ft 平面上的一条直线，它过原点并将 a ： 粬旋转了 45\ 

11(;)若尸= ( “， 6) 是平面上满足的一点，证明△是靖点为 eo 和 〆 =(6, d 的线段/> 〆 的垂 
直平分线. 

( ii > 若 /| R - R 是一个双射，其图像由某些点幻构成[当然 • 6= /( a )], 证明/…的图像是 UA , a ): 
( a , »€/>• 

*2.7 设 X ， Y 籌是集合， /* x — y 是一个函数. 



明 2-7 结合律 
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H ( i > 若 S 是 X 的一个子集，证明限制/丨 S 等于合成/ •“其中 i : 是包含映射. 

( ii > 若 im /= Acy , 证明存在一个满射/ : X - A 满足/=> • /，其中" A -* Y 是包含映射. _ 

H2 .8 若 /* x -- y 有反函数贫， 泛明硿 ft —个双射. 

*2.9 证明，若/: x - y 是一个双射， W 它怆有一个反函数. 

H 2. 10 证明 /* R -* R , / Or )»3 a : 十5是一个双射，并求出它的反函败. 

H 2 .ll 判断 /* QXQ — Q , fia / b , cA /) = ( a + f >/ Orf € i ) 是否是一个函数. 

• H 2.12 设 X *= U ,， …， x «>, {力，…，： y .} 都是有限集 • 其中 x , 都是不同的，且; y , 也都是不同的.证明 
/* X — y 是一个双射当且仅当 I XI = | YI ,即 
*2.13 (供巢雇理） 

H ( i > 若 x , y 都是有限集，且元索个败相同，对函数证明下述条件是等价的， 

( i >/ 是单射； 

( ii >/ 是双射》 

( Hi 〉/ 是满射. 

( ii ) 観设有11只鹪子，每只鸪子籌在某个鹪巢中.若只有10个鹪巢， i £ 明有一个«巢中的鹪子数超过 1. 

•2.14 设 /* X — y 和裒 * y — z 都是函数. 

⑴#/, 多都是 单射， a 明 g •/是单射. 

( ii > 若/, g 都是满射，证明 《•/ 是满射 • 

( iii > 若/, g 都是双射，证明 《•/ 是双射 • 

( iv > 若双射， 证明 /是单射，《是満射. 

2. 15 H < i ) 证明，若/«<_1^2, k /2 )—R , a ^ Una . 用/有反函数事实上客 ■ wctan . 

( ii ) ffi 明 wwinx 和 arccosx *是本节定义的反函败(分别是 siiur 和 com ： 的）. （定义域和目标城必须要 
小心选择 . > 

•2.16 ( i ) 设 /* x — y 是一个函败， < S , « i €/> 是 X 的一族 子集. 证明 

/(y 艮 ）= y /(&). 

( h ) 若氏， . s : 鄯是集合； f 的子集，且 /• y 是一个函败，证明 /( Sins ^ s / xson / cs *〉. 給出 m 
足 /(^ ns ^^/ cspn / a ) 的一个例子. 

( iiOSSm 冬部是集合 X 的子集 • 且 /* X — y 是一个单射，证明 
•2.17 设 y 是一个函数. 

< i ) 若払 cy 是 y 的一族子集，证明 

/ •*( y b ,) « y 广（战〉和厂彳0 = 0厂 1( 战 >• 國 

( ii > 若 BGT , 怔明厂1(政）■厂 UB )', 其中表示 B 的 补集. 

2.18 设/: X - yft —个函数.定义 X 上的一个 关系： 若 /( xJ ^/ Xxq , m x = x \ 证明=是一个等价关系. 

若 x € X 且 /(■^■ jy ， 则等价类 O ] 记为 / UP , 称为: y 上的纤维. 

2.19 设 X = M 石头，纸，典刀 >. 回 忆游戏规則： 纸贏石头，石头贏 典刀， 典刀贏纸.圃出 XXX 的一个子 
槊，以表明贏是 X 上的一个关系. 

2. 20 H ( i ) 下面这 个命® 声称证明了集合 X 上满足对称性和传递性的关系尺一定有自反性，即上的 
一个等价关系，请找出其中的错误.若: r € X 且 jr ^ y , »由对称性得由传递性得 xRr . 

( ii ) 给一个例子，表明单位闭区间夂》[0, 1] 上满足对称性和传递性的关系不满足自反性. 
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-2.2 置换 

- 定义设■是一个集合，《 X •中的一个表是指函数/« {1, 2,…， n }— X . 若 X 中的表 
/是双射（因而 X 是一个有限集，且 | X |= n ), 则称/为 X 的一个_列. 

若/是一个表，則记它的值 /( f ) 为 J ：,, 其中因此， X 中的表只是一个》»-元组 
(X,, X,. x.). 说表/是单射，就是说不存在重复的坐标[若则 _r,=/(i) 关 /(p = 

xj . 说/是满射，就是说每个 i 6 X 作为某个坐标 出现. 因此， X 的排列是 X 的所有元索组 
成的一个无重复的元组 （ X, ，而， X.). 我们通常省略圆括号，把表写成 X, ， x f ，…， 
x.. 例如， X =< a , b, *：} 有27个表和6个排列： 

abc ； acb-, bac s be a ; cabi cba. 

对这些表，我们要做的亊情是数一下它们有多少个.一个 n - 元集合 X 恰有 rf ■个表和 n ! 个排列. 

- 定义设 X 是一个集合（可能是无睐 集〉， X 的一个置換是指双射 a I X — X . 

给定一个有限集 X ， | X | =«,设2, … • 幻 — X 是一个 排列. 当然， v 是一个 
双射.若/«<1, 2 ，…， 是 X 的一个捶列，則 X 是 X 的一个置换.反之， 
_ 若<«| X — X 是 X 的一个置换，则 U , 2,…，是 X 的一个排列.因此搀列和 B 

换只是描述同一亊物的两种不间方法.使用置换而不使用排列，其好处 是置换 51以作合成运 
算，且由习埋 2.14( H ) 知，它们的合成也是置换. 

若叉={1, 2 ，…， n }, 则我们可以使用一个二行记号来表示置换 a : 

_ / 1 2 ... j n \ 

° VoCl ) a (2) … （》())..• a ( rt)l 
因此底行是排列 <»(1), a ( 2 ), •••, a ( n ). 

这一节的大多败结果首次出现在1815年柯西 ( Cauchy ) 的一篇论文中（见 ffl 2-9). 

- 定义集合 X 的所有置換构成的族，记为 S x , 称为 X 上的对称群.当 X =<1, 2,…， d 
时， S x 通常记为 S ,, 并称为》次对称 «. 

注意： S , 中的合成不交换.若 

则它们的合成 9 是 

/I 2 3\ _ /I 2 3\ 

a •月 2 J 和 ^* a= (l 3 2 ) 

因此 a •沒 * 1 a (^( l )) = a (2) = 3» 而存 • a * 1 2 1，所以 a • • a . 

另一方面，有些置换是交换的.例如， 


6有些作者做置換乘法的方法 不网. 他们的 。•沒 蕞我们的於 •》. 详鑲總说，设《，兵 • X - X . 由于我们霣《在《6太 
处的值 为《(«, 所以先皮用《再应用芦的合成为：因此我们自然会记这个先《后卢的合成 
为 /?•«». 伹是，有酱作者是使用一套右边记号，他们记《在丨处的值为对他们来说，先*后/9 是： «• 
(<>« h +((0«>^ 所以记这个合成为 a •兵，即我们的是他们的《 •乒我们将总是写 /?•«» 来表示先《后沒，但 
是读者应当知道其他书可齙使用右边记号. 
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/I 2 3 4\ , /I 2 3 4\ 

y = (2 …卜卜(… 3) 

交换，读者可以验证之. 

S x 中的合成满足消 去律： 

若 y ， a = y •沒，则 a = fi . [1071 

这是因为， 

a= I* • a 

=( y _l * y ) • a 
= r~' • (y • o > 

=r"'* (y • 沒） 

=( r _, • r ) • ^ 

•= lx m p = P - 

类似的讨论可证明 

a • 7 — P' 7=>a = p. 

用二行记号表示置换除了显得麻烦之外，还存在一个±要问題.对 诸如：一个 置换的乎方是 
恒等函数吗？使一个置换的 m 次幂为恒等函败的正整数 m 最少取多少？我们可以把一个置换分 
解成更简单的置换吗？这样的初等问埋.它隐藏了回答.以下介绍的特殊置换将弥补这个缺陷. 

我们先简化一些记号， #•<» 记为诈， lx 记为 Cl >. 

- 定义设 a € S «, «6{1, 2, »}, 若 a ( i ) = i , 則称 a 固定若 a ⑴乒 i , 則称^移动 i '. 

- 定义设 <»€ S , 且 i t ，…， i , 是 U , 2,…， n > 中的不 1*1 整教.若 

a(ii) = “.<*(:•:〉= = i, ，《»(••,> = «\， 

且 o ® 定其他鳌数（如果还有的诂），則称 a 为一个 r 循环置換.我们也可以说 a 是一个长度为 
r 的循环置換. 

—个2-循环置换交换 i , 和^并固定其他整数. 2 循 环置换也称为对換. 1- 循环置换是恒 
等函数，因为它固定每个 i . 因此，所有 1- 循环置换都是相 等的： 对所有 i 有 （《_>_(1>. 

考虑下面的置换 

/I 2 3 4 5\ 

° _ \4 3 1 5 2/" 

二行记号不能帮助我们认识到 a 实际上是一个5-循环 置换， o ( l ) = 4, oC 4) = 5, «(5) = 2, 
o (2)=3, a (3) = l . 现在我们引人一个新的记号< 如定义所述，一个广循环置换 a 被记为 

a = G | i : … f ,>. 11081 

例如，上述5-循环置换 a 被记为 a = (l 4 5 2 3). 读者可以验证 
/I 2 3 4\ 

(… l ) =<1 2 3 4K 

C 2 3 4 5\ 

= (1 5 3 4 2), 

1 4 2 3/ 

C 2 3 4 5\ 

3 1 4 >_• 



注意 


不是一个循环置换，实际上， #=(12)(3 4). 术语“循环置换 ( cycle )” 来 Y \\ 

自单词 circle 的希腊词.我们可以把循环置换当作圆周的一个 t )/ 

顺时针旋转，如图2 8 所示. 任意&可以被取为“出发点”，因此任意 \ 

r- 循环置换有 r 个不同的 记法： 、- 〆 

= (*** V "* V *1) =…= ( i r ii * i — ir -|). 图 2-8 —个循环 

图 2-9 是柯西在1815年发表的论文的某一页，他介绍了置换的演算.注意到他对循环置换采 
用的记号是一个 H 1. 

QO ONB FONCTIOK PEDT ACQU^RIR, ETC. T9 
~ous obtenrcrons d'abord quc, si dans la substitution ( = ) forage 
par deux permutations.prim a rolonte dant )• suite 

A *» •••• Kjt% 

left deux Urmct A ( ronferment det indices corretpondtnU qui toient 

respectivement ^gaux, on pourra, sans inconTenient, supprtiner les 
indices pour nc convener que ceux dt% indices cormpondanU 
qui »ont roipcotiTcmcnt in^gaux. Ainsi, par exemple, si I’on &ii a» 5, 
les deux substitutiAns 

/ i .9.3 .^.S \ ( i.t.l \ 

\ a.3.t.4*5 / \ a.3.I / 

seront ^quivalcntes cnlre elles. Je dirai qu*une sobstitutioD aara M 
r6duit« k sa plus simple expression lorsqu'oD aura 8Upprim6, dan* les 
deux terncs, tous Jcs indices correspondants igaux. 

Soient maintonanta,^，7 .( 9 t) plusieurs det indieet i,a,3 v ...,n 

en nombr« egal a p, et supposons que la tubstitulion ( ^ ) rtduite k 
sa plus simple expression prenne It forme 


/ « P y ••- c ti \ 
\ P r ^ ^ 


en sorte que, pour deduirc 1 c second t«rme du premier, il tuffise 6t 
ranger en cercle, ou plutdt cn polygone regalier, les indices a, p, 7 , 
在， C, v) de U manure sui?ante : 


图 2-9 柯西的论文 




现在我们给出一个算法，用来把置換分解为一些循环置换的乘积.例如，取 
= /1 2345678 9\ 

° ~ V 6 4 7 2 5 1 8 9 3/' 

从写 “（1” 开始.因为 o : 1 — 6, 所以写 “（1 6”. 又因为 a : 6 4 1,所以可关闭阓括弧：<»以 
“(16)” 开始.第一个还没有出现的数宇是2,所以我们写 “(1 6)(2”. 因为所以写 
“（16)(2 4”. 由于4 m 2,所以又可以关闭圆括弧且我们写 “（16)(2 4>".刺下的 S 小数是 
3,由于 3 i ~>7, 7 i -» 8, 8»-» 9, 9^3,这就给出了 4-循环置换 （3 7 8 9). 最后 o (5)=5. 
我们断言 

« = (1 6)(2 4)(3 7 8 9)(5). 

由于 S « 中的乘法是函数的合成.所以我们的断言是：对1到 n 之间的毎个 i 有 
a (0 = CC 1 6 X 2 4)(3 7 8 9)(5)](«) 

(毕竞，两个函数 /. g 相等当且仅当对它们公共定义域中的每个《 = 右边是合 

成 PY8, 其中/9=(16>, r =(2 4), $=(3 7 8 9)(实际上，也存在1 - 循环置换 (5) ,当我们计算 
时可以将它忽略， 因为 （5>是恒等函数）.现在 a ( l )»6. 置換的乘法是把置换看作函数然后取 
它们的 合成. 例如，若 i = l , 则 

^( l )=/9( y «( l ))) 

= p ( y ( l )) 因为5固定1 
=辦1) 因为 y 固定1 
* 6 

在命埋 2. 24中，我们将给出 o 可以分解成循环置换的乘积的更令人满意的 证明. 

把置换分解为循环置换对做 tt 换的乘法是很方便的.例如，在 S s 中，让我们通过展示算 
法的“部分输出成果”来简化乘积 

(1 2)(1 3 4 2 5)(2 5 1 3) 

» I 1 (-♦ 3 4 t -> 4,所以 <» 从 （1 4开始.然后，„ I 4 4 2 !-► 1,因而 从 （1 4) 开始. 

还没有考虑的最小败是2,且2 5 K 1 !-*• 2, 因此 <»固定2, <»从（1 4)(2) 开始.还没有 

考虑的最小数是3,且 < r «3 t ~»2 t ^54 5. 最后，我们得到 
a = <1 4 K 2 X 3 5). 

在用上述算法把置换分解为循环置換的过程中，我们注意到，在下述意义下，这些循环置 
换是不相交的. 

- 定义两个罝換 a , / 96S , 是不相交的，若每个 i 被其中一个面定而被男一个移动：若 
o ( i ) 关“ mpu )= i , m •若关 j , 則 a ( j )= j . —族 置糗; a , …，尽 是不相交的，若每对置 
抉都是不相交的. 

考虑循环置换的特殊 情形. 若 <»=(“,••“,>, •••>,). ms u ,, un 

Uif j ,> 中的任意*既被 o 移动也被沒 移动. 因此，容易看出，两个循环置换不相交 

当且仅当 { i ” 《•，， …， *,> nOi » jt > *•*» j,i — 0 > 即 《_ t ， …， i ,} 和 <_；•" …， •；••} 是 

不相交的集合. 
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当置换《和芦不相交时，对数；恰有=种不同的可能：被 a 移动，被存移动，或既不被《 
移动也不被 P 移动（即被两者都固 定〉. 

- 引理 Z .22 不相交置換 a , 卢 € S « 是交換的. 

证明只需证明若 l<i<n， 則^/9<0=和(0.若尹移动 i ， 不妨设则#也移 
动 _;•[ 否则， /9<i)=>, p(. 0 =j, 与#是单射矛 盾]. 因为 0 和兵不相交，所以 a(i) = i, a<»=>. 
因而声 (i)=j = #(«•>• 类似的讨论可证明若 a 移动 i 则 aj 8(f)=/Sb(i>. 最后一种可能是 a 和芦 
都不移动《%此时 《^(i)=i= 庳 (i). 因此，由命睡 2.2 知，岵=和. ■ 

特别地，不相交的循环置换是交换的. 

非不 相交* 换也可能交换.例如，读者可验证 （1 2 3)(4 5〉和 （1 3 2)(6 7) 都是交换的 . _ 
个更简单的例子是，置換和自身交换. 

引理 2.23 设 X ={1, 2,…， n }, o 6 S x = S ., 若/ 1 6久，則对所有归纳地定义 
i,, i,^=aUi'). a.Y={i, 并设 y ' 是 y 的补集 • 

( i ) 若 《 移动 6， «存在 f>l 使 i ,， …， 夂 互异，且 kpaahi ,. 

< ii )«( y )= y , 

证明 （ i > 因为 X 是有限集，所以存在最小的 r > l 使“，…， i , 互异，但是: VM =«( i,〉e 
即对 有 〆 《•,> = «•;.若 j > l , W a («,) = « i = a ( f > -,). 但是 a 是一个单射， 

所以 fiy-p 这与 “，•••， IV 互异相矛盾.因此 

( ii ) 显然 a ( y )£ Y , 因为若 w <*«>>=«>, ev . 若 tey ', 則或者 a (*>ey 或者 

«(*)6^,因为 y ' 是 y 的补集，所以 x = yuy '. 若 0 (幻6^,则对某个 j 有 0 (0 =心= 
«(»>,>( 根据 （ i ), 当时也成立).因为<»是单射.所以 < fc = iv *,6 Y , 与 yp | y '=0 矛盾. 

_ 因此 “ ncr . 

我们现在证明 a ( y ) ey * a ( y '〉£ y '实际上是相同的.因为 
fl ( y , ), 它是不相交集合的并，因为<»是一个 单射. 但是由得丨 «( y ) | < I y 丨，由 
得丨 》( y '> I < I r I *. 若这些不等式中有严格的，則 I a ( x ) I < I x I . 但是因为 
« 是一个满射， 所以 a ( x )= x , 矛盾. ■ 

引理 2. 23( i > 的证明将会被再次用到. 

- 命题 2.24 每个置換 afcS , 或是_个循环置换，或是不相交循环置換的乘枳 • 

证明对被<»移动的点的个数用归纳法.基础步骤 A =0 成立，因为此时0是恒等函 
数，即 1- 循环置换. 

若灸>0,則存在被 a 移动的点，不妨设为和在引理 2.23 中一样，定义£,,•••， 
«' r ). 其中 i ,，《•:, …， I •，是 互异的，对 jO , 0 ( «,) = «>,, 且= 设是 r - 循环 
( ii «»*»-«,), 所以 <r 固定 y 的补集中的每一点，如果还有 的话. 若 r = n , |»J a =«. 若<«, 
則《0^>=7'，和在引理中一样.定义 <«'=«; 、我们断 ta ' 和 <;不 相交. 若 < r 移动 f , 则，•= 
«>€ y . 但是 </<«)> =«^ (ip =«(«>, x , 即(/固定 i ,. 假设 <»' 移动某一点 "， 我们刚才已经 
看到，所以可以假设 i ' ey '. 根据定义，<7固定疒中的每一点，因而《固定，.因此， 
a =</(» 是两个不相交置换的积.被 a ' 移动的点的个数是 t _ r < A , 所以由归纳假设知 a =/%••$, 
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其中/*， …， A 是不相交的循环置换.因此 … 知是不相交循环置换的积，证毕. ■ 
我们已经证明了前面介绍的算法的输出结果总是不相交循环置换的积. 

通常我们在这种分解中会隐去 1- 循环置换[因 为卜循 环置换等于恒等函数 （1)]. 但是，<1 
的含有关于被 a 固定的《的 1- 循环置换的分解将在后面的内容中出现. 

- 定义置換 a 的一个完全分解是指：将<»分解成不相交循环置换的乘积且含有关于被 o 固 
定的每个；的 1- 循坏亶狭 

分解算法总会产生完全分解.例如.若 



则由算法得 a =( lK 2 3 4 K 5), 是一个完全分解.但是，若我们隐去 1- 循环置换，则分解 

a = (2 3 4) = <1)(2 3 4) = (2 3 4)(5) _ 

不是完全 分解. 在一个完全分解<»=呙…典中.1和 n 之间的每个符号；在这些#中恰出现 
一次. 

若托 S .， k > Q , W 归纳地定义芦 的幕： 矿”嗜. 因此， / J * 是沒和自身的*次 
合成. r - 循环*换#和它的幂之间存在着关系.我们稍微改变一下符号，记 
注意； ，=/»(“>， «'.*/9( ii ) = fi ( fi < u ))( io ). «. = piit ) ( t ,)) =/ J , («»). 且对所有* < 

r-1, 

t» =P'(«o). U) 

由于容易看出：当符号:,中的）是取自模 r 的数时，式子成立. 

引理 2.25 ( i > 设<»=埤是不相交循环里換的枳，若芦移动 i , 則对所有*>1, <»*(«_>=沒*(0. 

< ii ) 若沒和 y 却是移 动 《'=«_» 的循环置被. J •对所有有矿 My 9= y . 

注 （ ii > 中的前提条件不是假设循环罝换/3和/•有相《的长度， 徂这是 tt 论的一部分. 

证明 （ i ) 由于沒移动《_,所以由不相交知 S 固定亊实上 . S 的每个幕固定 《’. 根据引 
理 2.22,/ J 和交換,所以由习埋 2.30( i ) 知(/»>*(0=沒*(3*“>>-=/9*<山证毕. 

( ii > 根据式子<1).若#=(«,1_, •••<-•>, 則对所有 *0-1 有， _,= 〆 （&>.类似地 ，若 

则对* < J 一 1 有 = 我们可假设 rSs 使得；， ，…， 因为 

>r = y r (« o ) =/ J r (* o ) = « o . 所以 *— l = r —1, 且对所有* 有 = 所以沒 =( i »« V “ i ,- i ) = y . _ 

下述定理是算术基本定理的一个类似结论. 

- 定理 2.26 设 a € S ,, 0=^ …兵是 _个完全分解.若不考虑循环置换出现的 順序， 則这个 
分解是咪一的. 

证明设《=6…7,是 0 的另一个完全 分解. 因为 a 的每个完全分解恰有一个关于被《固 
定的每个 i 的 1- 循环置换，所以只需对 <和 5 的较大者/归纳地证明长度>1的循环置换由 0 唯 
一确定. 

基础步骤是成立的，因为当 /=1 时，前提条件即为 /3,= o = y ,. _ 

为证明归纳步骤，首先注意到，若兵移动；=«_。，则由引理 2.25( i > 知.对所有有 
/ jf ( i ,)= a *(« o ). 现在某个 y > —定会移动 t 因为不相交循环置换交换，所以我们可重给下标使 
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得 y . 移动 k 如前所述，对所有4有 y ?( io )=«»*( io ). 于是由引理 2. 25( H ) 知 / s = y ,, 且由消去律 
得泽… 根据归纳假设得 S =“ 且这些 y 可重给下标使得 y ,=/ a ， …， 

■ 

每个置换都是一个双射，那么我们怎样 找到一 个置换的逆？在图 2-8 中，循环置换#被形 
象地描述成08周的顺时针旋转，其逆 / T 1 恰是反时针旋转. 

命題 2.27 

( i ) 循环里換 a =( i | i 广 ， i r ) 的逆是 （ K -, … iO : 

( ii > 若 yes ■且 « 

y 1 = /»*-'•••/»?' 

(注意 y — 1 中因子的顺序被颠倒过来 T ). 

证明 （ i > 若 a 6 S ,, 我们证明这两个循环置换的合成等于 （1>. 现在 （ idnVXM ，-, …<■〉 
固定1与 n 之间不同于，的每个整数（如果还有的话).当这个合成对作用时有 
i , (->• i y _, !-*• i t ,并且 f , 因此 1 与 n 之间的每个整数都被这个合成固定，所以它是 

(1). 类似的讨论可证明另一顺序的合成也等于 （1), 于是 

= (m^-i —i|). 

<幻对4>2应用归纳法.对基础步驟 A = 2, 我们有 

■= Pii.ptpV'ipT 1 = A/J7' - (1). 

类似地， 

对归纳 步隳. 设…典，使得 A … ftjS » +1 = 印 , +1 •则 

(取 H ■，广 1 

- P ： l,r' 

= piUpV-pT'. ■ 

因此， （1 2 3 4> _| =(4 3 2 1) = (1 4 3 2), (1 2) _| =(2 1> = (1 2>(每个对换都等于自己 
_ 的逆). 

例 2.28 特别地，若因子是不相交的循环霣换，则命题 2.27 中的结果也成立（此时，根 
据引理 2. 22,因子顺序的颠倒是没有必要的，因为它们交換）.因此，若 

»= C ： 

则 a=Cl 6 X 2 4)(3 7 8 9 K 5) 且 

<5)(9 8 7 3)(4 2)(6 1) 

== (1 6)(2 4)(3 9 8 7). 4 

- 定义称两个置換 艮有 相同的循环结构，如果在它们的完全分解中每个 r - 循环置 
換的數目都相闵 （ r > l ). 


3 4 5 6 7 8 9\ 

7 2 5 1 8 9 3/* 
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根据习題 2.24, S « 中存在 

(l/r)[”(” 一 IX” — r + D] 

个 r ■循环 置换. 如果某种置换分解为几个相同长度的循环置换的积，则我们可以用这个公式来 
计算这种置换的个数.例如， S , 中形如 ( afcKcd ) 的置換的个数是 
|[|<4 X 3)] x [}(2 Xl )]=3, 

外面因子 | •的出现是指我们不能对计算两次.类似地， S « 中形如 U 6) 
( cdK */) 的置换的个数是 

- 1)(” _ 2)(« — 3)(” 一 4 Ki » — 5>] 

(见习题 2. 24). 

例 2. 29 例 2. 30 

亵 M S , 中的 置換 »2-2 S , 


循环结构 

个败 

循环结抅 

个数 

(1) 

1 

(1 2) 

10 

(12) 

6 

(1 2 3) 

20 

(12 3) 

8 

(1 2 3 4) 

30 

(1 2 3 4) 

6 

(1 2 3 4 S ) 

24 

(1 2)(3 4) 

3 

24 

(1 2)(3 4 8) 

(1 2)(3 4) 

20 

15 

no 


◄ 4 Qm 

引理 2.31 设 a , 76 S .. 对所有 i , 若 W oy a _1 » d ( p . 

证明 

aya _, («<«)) = ay («) = a ( J ). ■ 

命 )12.32 设 >•, a 6 S ,，« 和 y 有相同的循环結构.更详鲕地说，若 r ■的完全分 

解是 

y = …兵， 

« ayo - 1 是用 a 作用 y 的穩 环置換中的符号而得到的一个置换 <». 

注例如，若） >=(1 3>(2 4 7)(5>(6>, d =(2 5 6)(1 4 3)，到 

ay a ~ l = (al a3)( a 2a4 o7)(o5)(o6) = C4 1)(5 3 7K6K2). 

证明若 y 固定 i, 則引理2.31表明<»固定 0 (£>.假设 y 移动一个符号 ；， 不妨设 y(f〉= 
j . 则在 y 的完全分解中一个循环置换是 

( I . 

根据 a 的定义，它的一个循环置换为 

(«(0 «0) •••), 




即 oO ). 佴是引理 2. 31 是说 a ( j ), 所以 a 和 0 拎 ― 1 对形如 《»(«•) 的所 
有符号一致.但是因为 a : X — X 是一个满射，每个有形式所以《=<»拎乂 ■ 
- 命題 2.33 若7, / es ,, « y 和/有相同的循环结构当且仅当存在 a es , 使 y '= 0 ya _— 、 
证明充分性刚才在命题 2. 32中已经证明. 

反过来，假设 y 和 〆 有相同的循环结构，即/=與…兵和 〆 =< r , …都是完全分解，其中 
对所有 A < t ，戽和〜有相同的 长度. 设 ft = (« ，…， Hu,)f o , = (. j \, jiu ,). 对所有 A 
定义 

aCii) = ji ,o(«i) = jit— ta(irtti) = jiot- 

因为戽… /?, 是一个完全分解，所以每个 i € X ={ l , …， n } 只在一个 ft 中出现，因而 a ( i ) 对每 
个 fex 有定义，且 x—x 是一个(单 值） 函数.因为内 •••<；, 是一个完全分解， 所以每个 je 
X 在某个 < T , 中出现，于是 0 是满 的. 根据习题 2.13, a 是一个双射，且<«€5,.命埋 2.32 是 
说 0 作 1 和 y 有相同的循环结构，&对毎个 A , 第 A 个循环置换是 

(a(i* )o(iJ) -- *o(«'i<j>)) = »»• 

因此 aya - 1 : 〆 . ■ 

例 2.34 若 

y = (1 2 3)(4 5)(6), / = (2 5 6)(3 1)(4), 

则 〆 saya ' 1 ， 其中 


a = = (1 2 5 X 3 6 4). 

\2 5 6 3 1 4/ 

注意 o 还有其他的选择. 4 

S 换还有另一种有用的分解. 

- 命題 2.3 S 若 n >2, 則每个 o € S •是一 要对換 的来积 • 

证明根据命题 2. 24,只需将 一个； •-循环置换#分解成一些对换的乘积.方法如下.若 
r = l , 则/?是恒等函数，且 /9=(12 K 12). 若 r >2, 则 

^=(12 — r ) - (1 r)(l r —1)—(1 3)(1 2). 

[我们可通过计算每一边来检验这是一个等式.例如，左边兵因为 < lr >, Clr -1), 

(1 3) 中每一个都固定2,所以右边也是1 w 2. ] ■ 

因此每个置换可被当作是一系列的对换.这样的分解没有分解成不相交循环置换的乘积 
好.首先，对换不要求 交换： (1 2 3) = (1 3)(1 2)9 t(i 2)(1 3). 其次，不论是因子本身还是 
因子的次序都不能被唯一确定.例如，以下是 S , 中 （1 2 3) 的一些分解： 

(12 3>= (1 3)(1 2) 

= (2 3)(1 3) 

= (1 3)(4 2)(1 2)(1 4) 

= (1 3)(4 2)(1 2)(1 4)(2 3)(2 3). 

这样的分解究竟有没有唯一性呢？我们现在 证明： 在置换 a 的所有这样的分解中，因子个数的 
奇偶性是相同的，即对换的个数总是偶数个或者总是竒数个[正如上述 a=(l 2 3) 的分解所暗 



示的一样]. 

例 2.36 15-字谜由一个起始位置构成，它是由1与15之间的数字 
和一个符号我们把这个符号翻译成“空白”）构成的 4 X 4 列阵，还包 
括简单的移动.例如，考虑下面给出的起始位置. 

一个简单移动是指用一个与空白接近的符号来与空白交换.例如 I 
上面的起始位置存在两个开始的简单 移动： 或者交換#和14,或者交 
换#和9.在一系列简单移动之后，如果起始位置被改变为标准列阵1， 

2, 3, 15, #,那么我们就贏了这个游戏. 

为了分析这个游戏，注意到给定的列阵实际上是一个置换准确地说， 0 »换<1， 

2,…，15, #}: 若这些方格标上丨到15之间的败宇和则设 <«(«_> 是占在第 i 个方格中的 
符号.例如，上面给定的起始位置是 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 # \ 

3 15 4 12 10 11 1 8 2 5 13 9 6 7 14 # / 

每个简单移动是一个特殊的对换，即移动的对换.另外，对一个位置(对应于一个置换和实 
旖一个简单移动（对应于一个特殊对换 r >, 结果产生一个对应于 置换屮 的新的 位置. 例如，若 
0 ■是上 面的位鬣， r 是交换14和的对换， Wr «(#) = r (#) = 14, 且 rw (15> = r (14>= #，而 ( Ill ] 
对所有其他 i 有 r «(0 = i . 也就是说，新的构造有面先位置中的所有数宇，除了 14和#被交换 
之外.因此，为了贏得这个游戏，我们 霱要一 些特殊的对换 n , n ， …， r •使得 
f •… nncr = (1). 

这表明在贏得这个游戏的过程中 a 的选择有几种，但是正如我们将在例 2. 42中看到的一样， 
a 的其他选择都会导致游戏失败. ◄ 

下面的讨论将使我们能够进一步分析15-游戏. 

引理 2.37 若1 t >0, 且字母 a , 6, 之是互不相同的，« 

(a6)(aci … Ct b d I …= (a ci ... c^)(.bdi ••• d t ) 

和 

(a 6) (a Ci ••• di … </*) = (aq … c t b d t ••• d t ). 

证明第一个要证明的等式左边有 

a c t Ci» 

Ci Ch-i l -+ Crti , 当 i < * 时 i 

Ck b I — ^ a ; 

b > — ^ d \ d \ I 

d , d m , 当）</时》 

df v—^ u t — > b. 

对右边作类似的计算，可知两个置换对 a ， 6和所有 c ,， <—致.由于每边都固定<1, 2 ，…， 
n } 中的其他数(如果还有的话），所以两边相等. 

关于第二个等式，把第一个等式倒过来有 





(a Ci ― €*)(6 4 … = Ca 6>(a Ci ••• c k b d x ― d e ), 

只要在两边左乘 U 6) 即 可得： 

Ca 6)(aCi … Ck^ibdi — d f )= <a 6)(a6Kaci ••• c k b d\ ••• d/) 

=(a q … “b … d/) _ 

引理的一个例子是 

fT20l (1 2)(1 34256 7) = (1 3 4)(2 5 6 7). 

- 定义设《6艮且《= 体…典 是完全分解，《符号 e a 定义为 

sgn(a) = (— 1>"' 

定理 2. 26表明 sgii 是一个（单值）函数，因为循环置換的个数 t 被 a 唯一确定.若 e 是一个 
1- 循环置换，则 sgnU) = l， 因为 t = n 且岈!1(0 = ( — 1>° = 1.若 t ■是一个对换，则它移动两 
个数，并固定其他 ”一2 个数. 因此， £=l + <n —2) = » — 1,所以 sgn( r > = ( — 1) •- 
引理 2.38 若 a , r€S„, 其中 r 是一个对換，則 

sgn(ro) =— sgn(a). 

证明设1»=角…尽是 a 的完全分解，并设 r==(fl6>. 若 a 和6出现在同一个沒中，不妨设 
同出现在 A 中，则 c*6 山… 沁），其中 l/>0. 根据引理 2.37, 
rpi = (a Ci ••• c k )(.bdi ••• d t ). 

这是你）典…尽的完全分解，因为其中的循环置换是两两不相交的且 U, 2, …， n} 中的 
每个数只在一个循环置换中出现.因此，咕有 f + 1 个循环置换，这是 因为續 ，分解成了两个不 
相交循环 置换. 因此 sgn(ra) = (-l) B - <,+,> = -sgn(a). 

另一个可能是 a 和6出现在不同的循环置换中，不妨设戽 —Uci … c*>， 典= (&</〆•• 山）， 
其中 h 00. 但是 n»=( 确庳)体…爲，由引理 2. 37得 

:卩办= (a ci … c k b d x ••• d t ). 

因此 sgn(TO> = ( — l)〃“-” = —sgn(fl), 这是因为在 rci 的完全分解中有 r 一 1 个循环置换. ■ 

— 定理 2.39 对所有 a , 芦 € S ,, 

sgn(a/}) = sgn(a)sgn(/9>. 

证明假设给 a 可分解成 m 个对换 的积： a = n …我们对 m 应用归纳法证 
11211明：对每个■有 sgnG ^ ssgrUaOsgnM ). 基础步骤 m = l 就是引理 2. 38，因为 rw = l 是说 
a 是一个对换.若 m>l, 則对 r, …〜应用 O 纳假设得 
sgn(a^) = sgn(n—r«P> 

=—sgn(r*—r^?) 

=一 sgn(r* … r-)sgn (於 
= sgn(n —r«)sgn(^) 

=sgnCa)sgn(^). 

对应用归纳法得 

0 -符号 (Sigmim)”*： 4 •记号成•记号 （u>k«i)” 的拉丁词，当然它后来演变成了单《“符号 (sign)”. 


(引理2.38> 
(归纳假设） 
(引理 2. 38) 
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sgn ( aia 2 — a ») = sgn(ai ) sgn ( a2 ) ##, sgn ( a *). 

- 定义 称置換 aeS ， 为偶置换，若 sgn ( tt ) = l ; 称<»为奇置换，若 sgn ( a > = _ l . 我们说 a 
和卢同奇偶性，若它们都是偶置換或都是奇 I 换. 

我们回到置换分解成一些对换的积上来.前面我们看到，一个置换有很多种这样的分解， 
这些不同分解的唯一共同点是因子的数目同奇偶性.为证明这一点，我们必须证明，一个置换 
不可能既是偶数个对换的积又是奇数个对换的积. 

- 定理 2.40 ( i ) 设 o 6 S ,. 若(|是偶1•換， Wa 是偶数个对換的积》若 o 是奇置换，«0是 
奇数个对換的积. 

( ii ) 若 ar = rvr ,= t •(… ri 是一要对換的权，則 g 和 p 同奇偏性. 

证明 （ i ) 若 0=0 … r , 是一些对换的积，則由定理 2.39 知， sgn («) = sgn ( r ,)- sgn ( r ,) = 
(-1)*, 这是因为每个对换是奇®换.因此，若 0 是偶置换，即若 sgn ( a 〉= l , 则 g 是偶数， 
而若 a 是奇置换，即若 sgn ( tf ) = — 1,则<?是奇数 • 

( ii ) 假设《»的分解有两个，一个是奇败个对换的积，另一个是偶数个对换的积，则 sgn («) 
会有两个不同的值，所以假设不成立. ■ 

推论 2.41 设 a , 若 a 和戶同奇偶性，是偶1糗 t 而若 0 和 月奇儁 性不 W , 

是奇置換. 

证明若 s ( jn ( a > — < — IV , sgn (/3) = (- l ) # , 则由定理 2.39 知，•由 
此得到结论. ■ 

例 2.42 在例 2.36 中对15-字谜的进一步分析表明，若^云氐,是起始位董，則游戏可以 
贏当且仅当《是一个固定林的偶置换.关于这个亊实的证明，请读者看麦科伊 （ McCoy 〉 和贾努 
兹 ( Janusz > 编写的《近世代败导引 》 （Introduction to Modern Algebra ). 但是在一个方向上的证 
明是很淸楚的.空格 I ♦在位置16处开始.每个简单的移动都把#向上、向下、向左或向右移 
动.因此移动的总次数》>是“+<<+/+^其中 u 是向上移动的次败.等等.若#被移动到原 
来的位置，则这些移动都是徒 劳的：一定 有相同个数的上移和下移，即《 = </,且左移和右移 
的个数相等，即广=/.因此移动的总次数是 偶数： m = 2u+2r. 即若 r _"* n <»=( l ) ,則 m 是偶 
数，因而 0 = tvr - (因为对毎个对换 1 "有!'— | =10,所以《是一个偶置换.有了这个定理，我 
们检査例 2. 36中的起始位置 a 的完全分解< 

a = (1 3 4 12 9 2 15 14 7)(5 10)(6 11 13 K 8 K #), 

其中（8>和 （#) 是 1- 循环 置换. 现在 sgn ( a > = ( —= 所以《是一个奇置换，因此游 
戏若从 0 开始则不能贏. ◄ 

习题 

H 2. 21判断对错并说明理由. 

(0»次对称群是由》个元索构成的集合. 

( ii ) 若 <»€&, M 对某个有 o " = l . 

(a» 若 <«， 戶 es ., 則叻是 a 的®写. 


國 
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( iv ) 若 a ， 卢都是 S ■中的循环置換 ， W a^pa. 

( v > 若 cr , r 都是 S , 中的 r 循环置换，則■是一个 r 循环置换. 

( vi ) 若是一个 r - 循环置换，則对每个《€5*. aaa 1 是一个 r - 循环置換. 

( vii ) 每个对換都是一个偶置換. 

(viii) 若置换 《是 3 个对換的积， W 它不能是 4 个对換的积 • 

( ix > 若置换 0 是3个对換的积，則它不能是5个对换的积. 

( X ) 若⑽ 7 ' —UMtO ' • 明 tf 
•2.22 求出 sgn («) 和 〆 、其中 

C 2345678 9\ 

8 7 6 5 4 3 2 l )* 

H 2.23 设囡定某个 j ， 其中 l < i < n (即* Kp - p , 定义 </6 Sx , 其中<1，…， )， …， n } ,对所有 
O ) 有 〆 (■•> = 〆 *•>. 1£ 明 

sgn(.a ) ^ sgnia). 

•2.24 H ( i > 若 l < r < n , 诬明在 S , 中存在 

一 1 >…(”一 r + 1)] 

个 r 循环 置换. 

( H > 若^ < n ， 其中 l < Xn , 证明置换 0 €5.的个数是 

^ 士 [»(» - — kr + l)] f 

其中 aftA 个不相交 r 循环置换的积. 

•2. 25 H ( i ) 若 aft — 个 r - 循坏置换， 证明 〆 》(1>. 

H ( ii ) 若一个 r •循环置換，证明 r 是使得成立的最小正整数 
2 . 26证明一个 r •循环置 换是铒 置换当且仅当 r 是奇败. 

112.27 给定 X 謹<1, 2, •••♦ ”}• 我们称 X 的一个*换 r 是一个«接，若它是形如 （i i + 1) 的对接，其中 i < n . 
若•证明 （ i )) 是奇败个邻接的积. 

•2.28 定义/: {0，1，2, … • — 1，2•…，10>为 

/00 ■ W - 3»，被11除后的余数 • 

( i > tf 明/是一个竄換. 

( ii > 计算/的奇偶性. 

( iii ) 计算/的逆 • 

2. 29 H ( i ) 置換是正《«嬝. 若《1 没有阂 定点且是相同长度的不相交循环*換的积，或者证 
明， o 是正则置换当且仅当《是一个 n - 循环置換的幂. 

( ii > 证明，若0是一个 r - 循环置换.«7是&, D 个不相交循环置换的积，且每个循坏置換的长度为 
r/(r t k). 

( ui > 若/»是一个索败 • a 明妒循环置換的任何幂都是广循环置换成 （1). 

< iv ) Ss 中有多少个正则置换？冬中有多少个正 w 置換？ 

*2.30 H ( i > 证明，若和戸都是置换（不一定不相交）且交换， 喇 对所有有 
( ii ) 给出满足 ( aP ) 1 关 J /? 2 的两个置換 a 和 p 的 例子. 

•2. 31 ( i > ff 明，对所有 i ， •移动 i 当且仅当移动 L 

( ii > 证明，若/?€戈是不相交的，且<^=(1)，则 o =( l ), /?=(!>. 





*H 2.32 若 a >2. 证明 S . 中偶 置換的个数是 +»!. 

2.33 给出 a , 丨 res , 的例子，其中任何一个*不是（1>,并*足矽=庳和 《 y *= y », 

但办#咻 

*2.34 若 n >3, il 明，若《€5.和毎个於 es ■交禊，两《=(1>. 

H 2.35 右侧的 15-宇鏟能 贏吗？ 

—2.3 群 

早在1500年，数学家们就推广了二次公式来求解二次、三次多项式的根.在随后的三个 
世纪里，许多数学家努力探索类似的公式来求解高次多项式的根.但是在1824年，阿贝尔 
( N . H . Abel , 1802—1829) 证明了一般的五次多项式不能用公式求根.1831年，伽罗瓦 
( E . Galois , 1811— 1832) 找到了任意次数的多项式能用公式求根的一般判别方法，从而完全解 
决了这个问埋.他的基本思想包含了群的 思想. 从僬罗 S ： 时代起，群出现在数学的许多领域， 
因为群也是描述对称概念的一种方式，我们将在本节的后面部分以及第6聿#到这一点. 

“积"的本质 是指： 两个亊物被结合为第 H 个同种亊物.例如，普通乘法、加 法和减 法把两 
个败结合为第三个数，而合成把两个置换结合为第三个踅换. 

- 定义集合 G 上的（二元 > 运算是栺*教 

* • GX G -* G . 

详细地说，一个运算分派 G 中的元索 * U , 给 G 中元索的有序对 U , y ). 用代 
替 *<*, : y ) M 得更 自然. 这样，函数的合成就是函数（/， ft 而普通乘法、加法和减 
法分别是函数(■*：， y ) h -^ xy , (. x , i + y ， （ I ， y ) t -» x — y . 由合成和减法的例子知我们 
为什么要选择有序对，这是因为和; y *: r 可能不相等.像任何函数那样，运算也是单值 
的.如果我们要明*说明这一点，我们通常称它为瞽换律： 

若 j = 〆 ，3« = / 則 J * > = j ：’ * y . 

- 定义集合 G 華上运算*和特殊元 *€ G (勹 做单 位元） 称为群，如果 

( i > 蛣合律 成立， 对任意 a , 6, C 6 G 有 

a * (6* c ) = (a * 6) * ct 

( ii > 对所有 “€ G 有 

( Hi ) 对任意 aGG , 存在可使 

由命题 2. 13 知，由集合 X 的所有置换构成的集合 Sx 带上合成运算和单位元(1>是一个群 
(称为 X 上的对称群）. 

我们现在处于代数成为抽象代败的转折点上.与由； f ={ l , 2 ，…， 幻的所有置换构成的 
具体群 S . 相比，我们将证明群的一般结论而不详细说明它们的元素或 运算. 因此，元索的积 
是否可计算也不是显然的，而是只服从某些法则.我们将看到这个方法是十分有效的，这是因 
为许多定理适合于许多不同的群，证明这些定理不需要对毎个群都证明一遍，所以证明的效率 
更高了.例如，接下来的一个命題和三个引理给出了对每个群都成立的一些性质.除了这个明 
显的节省之外，当我们处理特殊的具体群时，用“抽象”的观点会显得更 简单. 例如，我们将看 
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到，在没有认出问題中的元素是置换时， S , 的某些性质处理起来更简单（见例 2. 52). 

- 定义群 G 称为阿 贝尔群 ㊀ ，如果它满足交 换律： 对任意 j：, : y6G 有 : r 

群 S «( n >3) 不是阿贝尔群，因为 S * 中元素 （1 2) 和 （1 3) 不能交换： （1 2 K 1 3) = (1 3 2) 而 
(1 3)(1 2)-(1 2 3). 

在给出群的例子之前，先来证明一些基本的亊实. 

我们怎样乘三个数？例如，给定表达式 2 X 3 X 4, 我们可以先作2 X 3=6,然后 6 X 4 = 24. 
或者先作 3 X 4=12, 然后作 2 X 12=21 当然，两个结果相等，因为数的乘法满足结合律•但 
是，并非所有运算都满足结 合律. 例如，减法不满足结 合律： 若^关0,则 
a — (6 — c) ^ (a — 6) — c. 

一般地，我们怎样乘三个元索 a *6*< r ? 由于我们一次只可以乘两个元索，所以存在两种 选择： 
_ 作乘法得到 G 的一个新元索，然后用“乘这个新元索得到或者，我们可以先 
作乘法 a * 幻再用 c 乘这个新元素得到结合律是说这两个结果相等，所以不用括 
号直接写 a * 6* c 不会产生 歧义. 下面这个引理表明 • 一些结合律性质对含四个因子的积成立 
(定理 2. 49证明了，结合律允许我们对含 n >3 个因子的积分配括号). 

引理 2.43 若*是集合 G 上瀉足結合律的运算，則对所有 a , 6, c , deG 有 
(a « 6) « ( c * </) — [a * (ft * c)] * d. 


证明若记 *6, 则 （a * 6) * (c * * (c 朞 d) = (^ * c) * rf = [(a » 6) * c] # d = 



命题 2.4S 设 G 是一个群，运 算为 * ，单位元为 e. 

(i) 对所有 有 a *<2'=^. 

(ii) 对所有 “ 尽 0 ?，有 a * 

(iii) 若 满足对所有有 e 0 * a=a, W e 0 =e. 

(iv> 设 若溪足 6 * = JH b=a. 

证明 （ i ) 我们知道 a '* 现在证明 fl 由引理 2. 43 知 

(a * a / ) * (a » a / )= Qa * (a * a)] * a 
=(a « e) * a 
=a* Ce* a) 

=a * a'. 

由引理 2. 44 知= 6 

(ii) 利用 （ i) 有 

a* e = a* (a * a) = (a * a 7 ) *a = e*a = a. 

© 这个术语是纪念阿贝 尔的.1827 年， 他《« 了若多項式根的伽罗瓦鮮 ft 交操的 _ 可以用公式求解根这一定 躧 .这 
个定邏现在实际上被遗忘 了， 因为 m 罗 JC 在1830年的工作歌代了它. 
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因此 a » e = a . 

( iii ) 现在证明群 有唯- 的单位元，即群 G 中没有其他元索具有 e 在定义中的 性质： 对所有 
有 e * a = a . 若对所有 < 1 € 6 有 e 。* a = a ， 则 en *« o = eo . 由引理 2. 44知 eo = e . 

(^ 0 在(!)中我们证明了若 a ' * a = e 剡 a * a=e . 于是 

b=b* e=b* (.a* a') = (b* a) * a =e* a =a . ■ 

由 （ iii ) 知对每个 a6G , 都有唯一的 a '€ G 使 a ' 

- 定义设 G 是群，則满足 /*a = e 的嗜一元素 a '€ G 称为 a 的逆元，记为 tT 1 . 

在所有群中还有下列三个性质. 

- 引理 2. 46设 G 是一个群. 

( i ) 消去律 成立： 设 a ， 6 ， x6G , ^ x»a=x*b A.a * x=b* x , 則 a = 6 . 

( ii ) 对所有 a6G 有 ( a— 1 )— 1 =a. 

< iii ) 若 a , b€G, IN (a *&)-'=* ' 

证明 ( i ) a = e * a =( x _, • x) * a = x 1 * ( jr * a )= j *' * ( x * 6 ) = ( x ~' * x ) • b=e* b—b. 

当 z 在右边时，可以类似地证明结论. 

( ii > 由命题 2. 45( i ) 知 a * a x =e. 又由命理 2. 45( iv > 中逆元的唯一性知是满足 : r * 
a - i - e 的唯一元索* € G . 因此 
( iii > 由引理 2. 43知 

(a * 6 ) * (b~ l *a~ l ) = [a * (6 * b ~ l )] * a~' = (a * e ) * a" 1 = a « a ^' — e. 

由命题 2.45( iv ) 知 ■ 

在上面给出的证明中，我们很小心地证明了每.步并展示了所有的括号，因为我们还只是 
刚开始学习群论的思想.但是，当我们开始熟练时，写出所有这样的细节就没有必要了.这不 
是说我们可以变得粗心了，只是说我们正在变得 成熟. 当然，当你的证明受到挑战时，你必须 _ 
做好准备给出省略的细节. 

从现在开始，我们通常用 aft 记群中的乘积 a * 6 ( 在对称群中，我们总是把 a •沒缩写为 
ap ), 并且不用 e 而用 1 记单 位元. 但是，当一个群是阿贝尔群时，我们经常使用加 法记号 • 

以下是用加法记号写出的群的定义. 

—个 加法群 是指一个集合 G 带上一个运算+和一个单位元 06 G 满足 
( i ) 对所有 a ， 6 ， c6G 有 a + ( 6 + c ) = ( a + 6>+cj 
( ii > 对所有 a6G 有 0+ a = a , 

( iii ) 对每个 a eG , 存在 一< j € G ， 满足 <_«)+ a = 0 . 

注意，在加法记号中， a 的逆元不记为 a _ l , 而记为一 a . 

下面给出了群的许多例子(还有更多浏览一下，选出感兴趣的一两个认真看看. 

- 例 2.47 ( i ) 我们提醒读者，集合 X 的所有置换构成的集合 Sx 在合成运算下是一个群 • 

特别地， X ={ 1 , 2 ，…， 的所有置换构成的集合 S , 是一个群. 

< ii ) 整数集 Z 是 一个加 法阿贝尔群，其中 a * 6 = a + 6 , 单位元 e = 0 , 整数”的逆 元为一 n . 

类似地，我们可以看出 Q ， R 和 C 都是加法阿贝尔群. 
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(iii) 所有非零有理数构成的集合 Q x 是一个阿贝尔群， 其中* 是普通乘法，数1是单位元， 
r€Q x 的逆元是 1/r. 类似地， R X *C X 都是乘法阿贝尔群. 

注意， Z X F 是群，因为它的任何元索（除了 ±1>SZ X 中没有乘法逆元. 

(iv> 中心为原点半径为1的圆 S 1 可以看成一个乘法阿贝尔群，若我们把它的点看作是模 
为1的复数.圆群定义为 

S' = (*e C«| * | = 1}, 

其中运算是复数的乘法，这是没上的一个运算，来自推论 1.23. 当然，复数的乘法是满足结合 
律的，单位元是 1( 其模为 1), 且任何模为1的复数的逆元是它的复共轭，其模也为 1. 因此，夕 
_ 是一 个群. 即使 S> 是一个阿贝尔群，我们仍然用乘法来写它，因为用加法写会产生 麻烦. 

(v> 对任意正整数/!,设 

r . = {?*> o <*<»> 

是所有„次单位根构成的集合，其中 

f = e** 7 " = cos(2jc/«) + isin(2ic/it). 

读者可以利用棣莫弗定理看出带上复数乘法是一个阿贝尔群.而且，任何单位根的逆元都 
是它的复共轭. 

( vi ) 平面 R XR 带上向最加法是一个加法阿贝尔群，即若 《= C ; r , v' = (,x', y), »J 
v+v' = (.x-\-x , y + y ’). 单位元是原点 0=(0, 0)， t > = Cx . : y > 的逆元是 一 ti =(—* r ， ~y). 
( vii > 奇俱有两个元索“偶”和“奇”，其运算是 

偶+偶=偶=竒+奇 
和 

偶+竒一奇■夺 + «. 

读者可以证明是一个阿贝尔群. 

(viii) 设X是一个集合.回忆一下，若 A 和 B 是X的子集，則它们的对称差是 A + B = 
(A-B)U(B-A ) (对称差在图 2-6 中有描 述〉. 布尔屏[以逻辑学家布尔 （ G.Boole, 
1815—1864) 的名字命名]是指X的所有子集构成的族带上对称差运算. 

显然， A + B = B + A , 所以对称差是交换的.单位元是空集0, A 的逆元是 A 本身，因为 
為+八=0(见习题2.4).因此. B(X> 是一个阿贝 尔群. ◄ 

-例 2.48 ⑴一个 (2 X2 实） 矩 》 e A 是匕二]，其中 “，6, c, J6R. 若 :], 

则积定义为 

® - = [: :][: ：]=C：： : til 

元索〜6, c , d 称为 A 的元素.称 U, c> 为 A 的第一行，称(6,心为第二行；称 U, 6) 为 A 

© ••矩 晬 (matrix)” （由童思为 ••母 亲”的 单词导出的〉 在拉丁文中的意思 ft* 1 子宮”.一舨地，它是指包含亊物本质的东 
西.它的 fc 学用法是由一个 2X2 矩眸产 生的， 2X2 矩阵《是四个数构成的一个阵押，该阵列完全描述了一类称 
为钱 性变換的函数 R Z _R 2 (—®地，更大的矩晬包含离绻空间之间的线性变換的本 *). 
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的第一列 ，（ c ， tO 为第二列.因此，积 AB 的每个元索是 A 的一行和 B 的一列的点积. A 的 
行列式，记为 det ( A ), 是数 Ac . 矩阵 A 称为非奇异的，若 det ( A >^0. 读者可以计算得 
det ( AB ) = det ( A ) det ( B ), 

由此得非奇异矩阵的积是非奇异的.所有非奇异矩阵构成的集合 GL (2, R ) 带上矩阵乘法是一 
个(非阿贝尔)群，称为 2 X 2 实一般线 性群： 单位元是单位矩阵 



非奇异矩阵 A 的逆元是 

A -i = r d '^ -叫 

A ~ L -6 M a/Ar 

其中 — Ac-deKAX (结合律的证明尽管很麻烦，但却是常规的.一旦我们知道了矩阵 
和线性变换之间的关系[见推论 4. 72] 就可以给出结合律的一个“简洁"证明). 

< ii ) 前面这个例子可以从两个方面修改.首先，我们可以允许元索属于 Q 或 C , 这就给出 
了群 GL<2, Q) 或 GL<2, C). 我们甚至可以允许元索厲于 Z, 此时定义 GL(2, Z) 为所有行 
列式为±1的矩阵构成的集合(我们想要 A - 1 的所有元索都在 Z 中〉. 读者应当十分熟悉线性代 
败，所有非奇异矩阵带上矩阵乘法构成群 GLU, R ). 

( HD 所有特殊®正交矩阵，即所有形如 



的矩阵构成一个群.记为 SO (2, R ), 并称为 2 X 2 特殊正 交*. 让我们证明矩阵乘法是 
S 0(2, R > 上的一个运算•积 



「 cosacosfi — sinasinfi — [coattsin^-f- sinacos/9] 1 
L sinacos^ + cosasin^ cosacosp — si nasi 冲」 . 

正弦和余弦的加法定理表明这个积还是一个特殊正交矩阵，因为它等于 
「 cos(a + /?) — sin(a + 炉 
L sin(a +/?) cos(a + /?) J 

实际上，这个计算表明50(2, R ) 是阿贝尔群.显然，单位矩阵是特殊正交的，我们比读者检验 
一个特殊正交矩阵的逆元(因为特殊正交矩阵的行列式为1，所以逆元存在)也是特殊正交的. 

在习理 2. 77中，我们看到 SO (2, R ) 是与圆群 S 1 同构的群，且这个群由平面绕原点的所 
有旋转构成. 

< iv ) 仿射°群 Att ( l , R ) 是由所有形如 


© 形容两 4 *特殊的”修饰 矩晬. 通常是抱矩砗的行 角式为 1. 

s 射彩几何通过添加 se 穷 ’ s 点”扩充平面（和离维空 间〉. 被矿充的平面称为射影平面， m 来的平面称为仿射（或有 
限〉 平面.仿射函败是仿射平面之间的特殊凾数. 


_ 
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.0 lJLo lJ"~ 0 


/••*(■!> = ox 十 6 

的函数 /* R—R (称为仿射映射）构成的，其中 a 和6是固定的实数，且 a 关 0. 让我们检验 
Aff(l, R > 带上合成运算作成一 个群. 若 /^U)=cx+A 则 

/••‘/r.rf(*T)= /«.*(cr 4-^) 

= a(.cx +</> +6 
= acx -f- (.ad +6) 

= /«.«/+* Cor). 

由于 flc 关 0, 所以合成是一个仿射 映射. 恒等函数 1 r :R—R 是仿射映射 (Us，,。〉， 容易 
看出 / a , 6 的逆元是读者应当注意到这个合成是矩阵乘法： 

d"\ foe ad 4- 

类似地，用 Q 簪换 R 得到 AfKl，Q), 用 C 替换 R 得到 Aff(l，C). ◄ 

下面的讨论是技巧性的，若读者知道了定理 2.49, 則可以跳过这一 部分. 非正式地讲， 
_ 这个定理是说，若一个运算满足结合律，則在含有个因子的积中不需要用括号. 

设 G 是一个集合，带一个二元运算. n- 元组 (a,, a,, …， a»>eGX"_XG 称为”元表达 
式(含有 n 个因 子）， 它通过下述方法产生 G 的许多 元索. 选取两个相邻的因子相乘，得到一个 
0« —1>元表 达式： 刚得到的新积和原来的 n — 2个因子 . 在这个更短的新表达式中，选取两个 
相邻因子（或是圾来的两个因子或是撖来的一个因子与第一步中得到的新积) 相乘. 章:复 这一过 
程直到得到一个2元表达式 (W, X>, 它们相乘得到 G 的一个元索 WX. 称 VVX 为由原始表达 
式导出的最终积.例如，考虑4元表达式 (《, 6, <r, d). 我们可以先作乘法幼，得到3元表达 
式 (afc, c, 现在选取一对<■或 c ，么不管那种选法，让它们相乘得到2元表达式 

(.Ub)c, 或 U6, cd). 这两个表达式中的两个因子可以乘起来得到最终积 [(a6)c]d 或 
(.ab)(cd). 由 （a, 6, c, 心导出 的其他 ft 终积可通过第一步作乘法&或0/ 产生. 一个运算满 
足结合律，是说由3元表达式产生的两个最终积相等.即使一个运算满足结合律，从一个较长 
表达式导出的所有最终积是否相等，也不是很明显 • 

定义一个 n 元表达式 （a" a,, …， a«) 不需要用括号，若它导出的所有最终积都相等， 
即不管怎样选取相邻因子相乘，得到的所有积在 G 中都是相等的 • 

定理 149( 广义结合律）若 n>3, 則鮮 G 中每 个； 1元表达式 ( ai , ，…， a,) 不需要用括号 • 

注注意，证明中将不会用到单位元和 逆元. 因此，定理的前提条件可以威《为假设 
G 只是_个半即 G 是一个非空集合，带着一个满足结合律的二元 运算. 

证明用(第二〉归纳法证明.基础步骤 n = 3 由结合律得到.对于归纳步》,考虑 G 的通 
过两种一系列的选取从《元表达式 (a,, ^， …， a>) 中得到的2元表 达式： 

(W，X> = (a, —a,,a».i —a.) 和 （V，Z) = (ai •••a,,a / +i —a,). 

我们必须证明， WX = Y2 在 G 中 成立. 由归纳法， W = …屮， X = a , +1 —a,，y = a, -a,, 

Z=a i+l -a„ 都是从元表达式中得到的最终积(有且仅有一个).为不失一般性，我 
_ 们可以假设若 i =_/, 则由归纳假设知和 x=z 在 g 中成立，所以 
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我们现在可以假设 i<i. 设 A 是；元表达式 (〜，••*, 兩）的一个最终积.设 B 是从表达式 
(a i+1 ，…， 屮）中得到的最终积，设 C 是从表达式 a , 〜中得到的最 终积. 群元索 A、 
B 和 C 是被明确定义了的，因为归纳假设是说每个较短表达式只产生一个最终积.现在 
A, 因为两个都是从《 元表 达式 (a, ，…， a<> 中产生的最终积， Z=C [两个都是从 (》—i) 元表达 
式(七 + " …， a,) 中产生的最终积]，叉=8(：[两个都是从（71 — <>元表达式(《, +1 ,*”， a,) 中产 
生的最终积]， Y=AB [两个都是从 j 元表达式 （a,, …， a, >中产生的最终积].我们得到 WX 
=A(BC), Y2 = (AB>C, 所以结合律和基硇步骤 n=3 给出 WX=yZ, 证毕. ■ 

-* 定义若 G 是一个癣 . “6 G , 則对 n > l 归蚺地定义幕 e « j •: 

a' = a 和 a* +, = aa". 

定义《° = 1,若 ri 是一个正整数，则定义 

a ~' = (a 1 )'. 

我们让读者证明 ( a _1 >• = («•>—, 这是引理 2.46( iii > 中等式的一个特殊情形. 

这里隐藏着一个问题.一次和二次幂很好： a '= a . a l = aa . 三次幂有两种 可能： 我们巳 
经定义 Td=aV=a(aa), 但是存在另一种合理的备选者： (aa)«=a*a. 若我们假设结合律成 
立，则它们 相等： 

a* = aa 1 = aiaa ) = <aa)a = a l a . 

广义结合律表明一个元索的所有次幕是被明确定义的 • 

推论 2. SO 若 G 是一个鮮， a 6 G , m , n ^ l , « 

a " + * = a m a ' 和 （<»■>.= a mm . 

证明•和 U — a ■都是从含 m + »» 个等于 a 的因子的表达式中产生的 t 在第二个等式中， 
(«')■ 和 a "* 都是从含个等于 a 的因子的表达式中产生的. _ 

于是，在群中元索 a 的任何两个幂是交换的 •. 

a m a " = a m = a m = a " a m . 

下面这个命埋有各种各样的证法，尽管都很直接明白，但是过程很长. 

— 命麵 2.51( 指数律）设 G 是一个群， b ^ G , w 和; I 都是整教（不一定是正 的）. 

( i ) 若和6交换，則 （ fl 6)"= W . 

( iiiW=fl 

证明留给读者作练习. ■ 

记号 Y 自然是表示 a …其中 a 出现; * 次. 但是，若运算是+ ,则 用⑽记 a + 
a + … + a 更自然些.设 G 是用加法写的群，若 a ，6€ G , 且 m 和 n 都是整数（不一定是正 的〉， 
则命® 2.51 通常 写为： 


© 术语 - jt 罕方（: r squweV •和 *\r 立方(: r cube)” 起 騄于几 « 学. 在这个背景下 • 术语 ••幂 （power)” 的使用霣迫溅 剌欧几 
里得.他 写道：••直 线的幂是这条直线的早方”(来自1570年比林斯利 （H. Billingsley〉* 译的第一个欧几里得荚文译 
本）.“幕”是希膽诵 "dimamis” 在欧洲语中的标*解释.但是，与欧几里得同时 代人， 钠如亚里士多 II 和柏拉图， 
经常用 “dunami» ”表示“矿大"的含义，这看起来是一个更合适的变換，因为欧几里得可觴正在思考一 条抹过 2-雄正 
方形的卜罐直线.（我感谢唐娜 • 夏乐韦 （Doim» Shalev ) 吿诉了我的经美用法 . > 


國 
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( i ) n ( a +6)= na + n 6. 

Cn)m(na) = Cmn)a. 

( iii )» na +« a =(» M +») a . 

- 例 2.52 假设洗一副纸牌，使得纸牌的顺序由丨 ， 2, 3, 4 ，…， 52变为2, 1, 4, 
3,…,52, 51. 若按同样的方法再洗一遍， W 纸牌回到原来的順序.对52张牌的任意置换 0 , 
类似的亊情都会 发生： 若我们将《重复足够多的次数，则纸牌最终会恢复为原来的顺序.为了 
弄明白这一点，要用到置换的知识.把 0 写成一些不相交循环置换的积，不妨设《=卢,典…乒， 
其中 A 是一个;•，-循环置換.根据习题 2.25, 对每个 :有卢 >=(1),所以 / SJ =(1>, 其中 * = 
rv " r ,. 因为不相交循环置換交换，所以由习題 2. 30知 

a * =(坏…=树 •••/«= (1). 

以下是更一般的结果.其证明更简单（抽象代数可能比代数更容易些 h 若 G 是一个有限 
群 & a € G . 则对某个有 V = 我们利用引理 2. 23( i ) 中的讨论.考虑子集 

11351 l ， a ， a * 

由于 G 是有限的，在这个无限序列中一定有某个重复会 发生： 存在整数 m > ii 澜足•，因 
而 1= a 〜我们已经证明了存在 a 的某个正次幂等于 1. 我们最初对52张牌的置换 o 
有** = <〗>的讨论不是没有用的，因为命《 2. 55将表明，我们可以选择 A = lcm < ri ，…， r ,). 

◄ 

- 定义设 G 是一个鮮， a € G . 若对某个有 a * = l , «这样的最小指数*称为 a 的 
阶 I 若这样的幕不存在，則我们称 a 有无隈阶. 

例 2. 52中的讨论表明，在有限群中每个元索都有有限阶.在任意群 G 中，单位元的阶为 
1,且是群 G 中阶为1的唯一元索.一个元索阶为2当且仅当它等于它的逆元.矩阵 A = 

[J 在群 GU 2, R ) 中有无限阶，因为对所有有 A * = |^ \]^[1 

引理 2.53 设 G 是一个群， jreG 有有限降々.若 妒=1 , »U | n . 

证明根据除法算式，其中 0< r < 象因而 

1 = X- = = (x*” ， =〆• 

由于 〆 =1和！•<々，我们一定有 r =0, 即 ■ 
引理 2.53 有另一种证明，它表明群元素的阶和理想之间存在联系.理想是 Z 的子集，是 
在证明最大公因数是线性组合时产生的. 

- 命题 2. S 4 设 G 是一个群，并假设有有限阶蚁 
( i > J = U € Z : x » = l } 是 A 的所有倍數构成的集合. 

( ii ) 若分=1，« ▲ | n . 

证明 （ D 我们证明/满足推论 1.37 的 假设： 

( a ), 06/，因为 x *= l . 

( b >: 若 n ， m 6 J ， 则/ = 1， x " = l , 所以 因而； * 一 m 6 厂 

( c ) t 若 nGJ ， qGZ ，則 jr ’ sl ， x 9 " =< x - ) , = l f 因而 
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因此， f 由 d 的所有倍数构成，其中 d 是7中的最小正整数.但是，根据定义， x 的阶是 
是这样的最小正整数，所以 

( ii ) 若 ^ = 1, 則 》€/=(«, 所以 * I ”• ■ mu 

S . 中置换的阶是 多少？ 

命題 2. SS 设 a € S ,. 

( i 〉 若 a 是一个 r - 循环 置換. « 0 的阶为广. 

(衫>若《= 戽… 负是不相交的 r ,- 循坏 JL 換尽的权 ， W a 的阶 n » = lcm { ri ， •••• r ,}. 

( iii ) * 广是素數. 則 a 的价为 p 当且仅当它是_个炉循环置換或是不相交的 p •循环置换 
的积. 

证明 （ i > 这是习 S 6 2.25( i ). 

( ii > 根据 ( i >, 毎个 A 有阶 r .. 假设 = 由于典交换，所以（】>=«**=(典…痒 ）** = 
pT - pi 1 . 根据习題 2.31( ii >, 这些戽的不相交性表明对每个 i 有沒 f * = ( l >, 所以由引理 2. 53 
知对所有《_有 n | M, 即对是^ ，…， r, 的一个公 倍数. 但是，若 wglcinfn ，…， r，}， 则容 
易看出 0 - = (1).因此， a 的阶为 m. 

(出>把 0 写成不相交循环置换的积并利用 ( ii ) 可得. _ 

例如， S » 中置換 的阶为 2 当且仅当它是一个对换或是不相交对换的积. 

我们现在可以讨论例 2. 30 中的表 2-2. 


表 2-3 S, 中的置換 


循坏坊构 

个败 

玢 

奇鶄性 

⑴ 

1 

1 

偁 

a 2 > 

10 

2 

珩 

O 2 3) 

20 

3 


0 2 3 4) 

30 

4 

奇 

(1 2 3 4 5) 

24 

5 

« 

(1 2 X 3 4 5) 

20 

6 

夺 

(1 2)(3 4) 

IS 

m 

2 

偶 


对称 

我们现在给出群和对称之间的联系（我们将利用 R 上的一些线性代败).当我们说一个等腰 
三角形△是对称的，其含义是什么呢？图 2-10 表明. △= 

△ABC, 其底边 AB 在 i 轴上， j 轴是 AB 的垂直平分线. 

闭上眼睛 ，让 △在 y 轴上被反射(使得顶点 A 和 B 互換).睁 
开眼睛，你不能说出△已经被反射了，因此 △关 于; y 轴对 
称.另一方面，若△在： r 轴上被反射，则睁开眼睹时，很明 
显地发现一个反射已经发生，因此△关于I轴不 对称. 反射 
是一种特殊的等距同构. 



圓 






98 


第 2 幸 


EM) 


定义平面的一个等距同构是指保持矩离 的凾数 R 2 — R *, 对 R l 中的所有点 f »=( a ，《 
和 Q =< c , d >， 有 

B^-ytQ)! = IIP-QII . 

其中 II P-QII + 夕是 P 到 Q 的矩离. 

用表示点积： 

P • Q = ( a .6) • (c，d) = ac +bd. 

现在 

( P - Q ) • < P - Q )= P . P -2( P . Q )+ Q.Q 

=( a *+6，>-2( ac + W > + ( c :+ d l ) 

=( a , -2 ac + c , ) + (6*-2 W +</ 2 ) 

= (.a-cy + (.b-dy 
= IIP - QII *. 

引蠼 2.56 设 9 是乎面的一个等炬同构.« ?>保持点枳不变[即，对所有点 P 和 Q 有 

<p(.P) • ?>(Q) = P - Q] 当且仅当 <p(,0)=0. 

证明若 .f<Q) = P.Q 对所有点尸和€?成立，則 ？ >(0> 干是 9 

固定原点,这是因为若 f ( O ) 关 O , _ 9>(0) • f ( O )- I ? (0) 1 VO . 

反之，若？>(0>=0,則对所有 P 有 

IIP II = IIP-OII = # f CP)-9(0)« - II V (P) || , 

因为 炉是一 个等距同构.因而，对所有点 P 和 Q 有 

D f(P) II 1 + II H * — 2 r (P) r (Q)~ O(P) - ， (Q>] . [y(P) - 9 >(Q)] 

=ii 9 iP)-<pCQ) r 
= IIP - QII 1 

=( P - Q > • ( P - Q ) 

=IIPII 1 + \\QV~2P.Q. 

因此 〆 P > ■ 

回忆一个公式，它给出了点积的几何 解释： 

P - Q = IIP 11 llQlUostf , 

其中 (9 是 P 和 Q 之间的 夹角. 于是每个等距同构是保角的.特别地， P 和 Q 是正交的当且仅 
当 P . Q =0, 所以等距同构保正 交性. 反之，若 〆 P > • 9>(0)=尸 • Q , 即？>保持点积不变， 
则公式 （ P - Q ) • CP - Q ) = B P-Q P 表明屮 是一个等距. 

我们记平面的所有等距同构构成的集合为 lsom ( R 2 ), 由所有满足9>(0> = 0的等距同构 
构成的子集，称为平面的正交群，记为 0(2, R ). 我们将在命埋 2.61 中看到，1_(圮>和 
0(2, R ) 对合成运算构成群. 

我们介绍一些记号以帮助我们分析等距同构. 

记号设 P 和0是平面上不同的两点，用 L [ P ， Q ] 表示它们确定的直线，用 PQ 表示端 
点为 P 和 Q 的直线段. 



以下是等距同构的一些例子. 

例 2.S7 (i) 给定角 A 绕原点 O 的嫿转私定义 如下： R,(0)=0, 若尸关0,则在图 2-11 中 
画直线段 PO, 将它旋转6到0，(若0是正败則逆时针旋转，若0是负 数则顺 时针旋 转〉， 定义 
R,(P)=P ， . 当然，我们可以绕平面中的任何一点旋转. _ 

(ii> 定义直线 L 的反射外 （L 称为它 的轴）为： 它固定 L 中的每一点》若 P4L, 则涔 （P) = 

P ，， 如图 2-12 所示 (L 是 P〆 的中垂线〉.若我 们儀设 L 是一面镜子，則 ，是 P 的镜俅.现在 
jOt, € Isom (R 2 ). 若 L 过原点，则 (0t€O(2，R ). 

《(#W 


图 2-11 旋转 RI 2-12 反射 

( iii ) 给定一点 V ,沿 V 的平移 6 是指函数作 | R 1 — 史， MU )~ U + V . 平移属于 IsomOO . 

平移 tv 固定原点当且仅当 V = 0 , 所以恒等函数既是旋转又是平移. ◄ 

命题 2.58 若史是乎面的一个等矩同构， « R J 中的不 B 点 P . Q , R 共残当且仅 
<p(.Q), 9( 尺)共线. 因而，若 L 是一条 岌 钱， W 也是一条直线. 

证明设 P ， Q , 共线.选取记号使得 K 在 P 和 Q 之间.因而 IIP — Oil = IIP — 及 II + 

II R~Q II . 假设 〆 P ), ?>( Q ), 9 ( R ) 不共线，则它们是一个三角形的 顶点. 由 H 角不等式得 
I f (. P )~< p ( Q ) || < || < p (. P ) - < p (. R ) II + || < p ( R ) - < p (. Q ) || , 

与？>保距矛盾.类似的讨论可证明反过来也成立.假设 P , Q , R 不共线.则它们是一个三角 
形的顶点.若 9( P ), 9(只)共线，则上述严格不等式变成了等式，与保距矛盾 • 

若 9 >( L ) 不是直线，则它含有3个不共线的点 〆 P ), V (. Q ), 9 (. R ), 其中 P , Q , R 位于 L 
上，矛盾. ■ 

每个等距同构 f 是一个单射.若 P 关 <3,則 II P-QII # 0 ,所以 || f (. P ) - r (, Q ) || = 

I ! P-Q II ^=0, 因而 9 ( /虽然等臣同构是满射不那么明显，但我们很快就会知道这 
一点- 11401 

命題 2 . 59 R 2 的每个固定原点的等矩同构 f 是一个战性交換. 

证明设 Cw = HQ€Rh 11<3 — Oil 是中心为 O 半径为</>0 的圆. 我们 断言 〆 CPS 

C 心若 PeQ ,, »1 || P—OH = d . i 由于 P 保距，所以 d = || 9 <, P )- r (.0^ || = || • 

因此 〆 p > ec w . 

设 P 关 O 是 R 2 中的一点，并设 reR . 若 II P-OII =户，则 IUP-OII = I r I p . 因而 
rPeLlO , P ] flC lr |,. 其中 C lrl ，是中心为 O 半径为 I r I / •的圆. 由引理 2. 58 知， f 保共 




e •平移 (《» n » i « ti 0 n )» 来自意思是•■移动■•的拉丁词.它 a 常*指由一神语言变到另一种语言，伹*这里它是《 将一个 
点移动 H 另一个 点上. 
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线，所以 y (/-[a p]nc, r ,,)£L[o. f .cp)]nc ui ,, 即？ >(rj>>=± rfl (p) (因 为一条 直线与 
一个岡最多相交两 点). 

若我们排除 9(»" P > = -»■?>(；») 的可能性，则可以得到 〆 rP )= a ( P >. 在 r >0 的情形中， 
原点 O 位于 一 rP 和 P 之间，所以 一 rP 到 P 的距离是 r /» + p . 另一方面， rP 到 P 的距离是 
I fp — /> 丨 （ 若 r > l ,則距离是 rp—pi 若 0< r < l ， 則距离是 p~pr ). 但是 r+rp^ \ rp—p \ , 
所以 ？《( rP ># — q ( PK 因为 p 保距). r <0 的情形 BT 作类似讨论. 

最后只要 证明 〆 + 若 O , P , Q 共线，则在直线 UO , P ] 上选取一 

点 L7 使它到原点的距离为 1. 因此， P = pu , Q=qU, P+Q=(.p+q)U . 点 0= 穿 (0>, ?>(U), 
<p(P). 共线.由于 f 保持标量乘法，所以有 

tpiP) 4 - <p{Q)= <pipU) -H 

=fxpilJ) 4 - q<p(.U) 

=(p + q)^p(.U) 

= 9 ((p + q)U) 

= ^(P + Q ). 

若 O , P , Q 不共线，则由平行四边形 法則得 P + Q : P + Q 是点 S , 使得 O , P , Q , S 是 
—个平行四边形的頂点.由于史保距，所以点 0== 9 ( l ；), r (.P), V (.Q), »>( S ) 是一个平行四边 
形的顶点，所以佴是 S = P + Q , 所以 VP + Q )-# P ) + 〆 《}),证毕. 

■ 

推论 2. M 每个等距 m 构 R : — R z 都是一个双射，且每个团定0的等距同构是一个非 
奇异的线性变換. 

证明我们先 假设？ ■固定 原点： f (0)=0. 由命題 2. 59知， p 是一个线性变换.因为炉是 
单射，所以？= 〆 *,)， Q =9»( e :> 是 R 2 的一个基，其中 0), e 2 -(0, 1>是 R * 的标准 
基.于是函数 R *— R \ ?>« 是单值的，且少和？>互为反函数.因此， 

_ f 是一个双射，因而它是非奇异的. 

假设 V 是任一等距同构.使得 〆 0>=1/.因为0 — 1/40,所以其 
中是一个非奇异线性 变换. 因此 ？ >=n ； 是一个双射，因为它是两个双射的合成. ■ 

我们将在第六章更仔细地研究 I»m(R 2 >. 特别地，我们将看到，所有等距同构或是旋转、 
或是反射、或是平移、或是第 W 类、或滑动反射. 

- 定义 正交群 0(2, R) 是指由平* 的® 定原点的所有等炬同构构成的集合. 

命 題2.«1 Ison ^ R *) 和 CK 2, R > 郝在合成运算下构成 群. 

证明我们证明 lsom(R 2 ) 是一 个群. 显然 ， 1 R :是一个等距同构，因此 l R :eisom(R 2 ). 
设 〆 和？>都是等距 同构. 对所有点 P 和 Q , 我们有 

II i<p'<p~)(.Pty — ( y ^ KQ )) || = || 〆 ( 〆 /*>> — <p (,<p(,QY) |i 

=Il^py-^Q) || = IIP-QII , 

所以也是一个等距同构，即合成是 lsooi(R 2 > 上的一个 运算. 则由推论 
2.60 知， p 是一个双射，所以它有反函数 y ' 现在9^也是一个等钜同构， 
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IIP-QII = IlyCfII = II ?>-■(/»)-fTUQ) II. 

因此， Isoni(R 2 ) 是一个群，因为由引理 2. 6 知，函数的合成总是满足结合律. 

读者可以用这个方法证明0(2, R> 也是一个群. ■ 

推论 2 . 62 若 O, P, Q 是不共线的点，和0是平*的满足 
0(Q) 的等距同构，則？>=么 

证明因为 O, />, Q 不共线，所以在向董空间圮中， P, Q 是线性无关的.因为 
dim(R J )=2, 所以它是一个基[见推论 4.24<ii>], 而两个线性变换对基的作用一样，所以这两 
个线性变换相等（见推论 4. 63>. _ 

让我们回到对称性上来. 

例 2.63 若△是一个三角形，頂点为 P, <3, U, 且 y 是一个等祖同构，則由命题 2.58 
知，-个三角形，頂 点为 〆 P>， 〆<}>, V ( U ). 若我们进一步假设 ？■(△> = △, 則沪 
置换顶点 P, 0, U (见图 2-13). 假设△的中心是 O. 若△是等腰三角形 (贐为 PQ 和 PU>, 且 _ 
吖是关于轴 / = L[0, P] 的反射，则片 (△) = △• (我们可以用对换(£}1/)来描述内，因为它固 
定 P 且交换 Q 和 t/>. 另一方面，若△不是等腰三角形， W/v<A)^A. 其中〆 = L[0, Q]. 

若△是等边=角形，则 ¥(△)=△, 吖(△)=△，其中 f=L[0, I；][我们可以把这些反射分 
別推述成对换 （PU> 和 （PQ)]. 当△只是等腰三角形时，这些反射没有把△变为自身.另外， 

关于 O 的120°和240°旋转也把△变为自身[这些旋转可以被描述成3-循环置換 （PQ 17) 和 
(PI/Q)]. 我们看到，等边三角形比等腰三角形“更对称”，等腰二.角形比一般的三角形“更对 
称”[对于这样的=角形， 由〆 △) = △可得 ◄ 

A A 

y ~ ~ o t/ ■— ~ q u ‘ - o 

PR 2-13 等边 三角形 ，等 K 三角形，不等边三角形 

- 定义平面上图形 n 的对称群 2(n) 是 相平面 的满足 9>(n)=n 的所有等® 岡构构 成的集 
合. 2(0) 的元素称为 n 的对称. 

显然， 2(n> 总是一个群. 

例 2. 64 (i> 正如我们在例 2.63 中所看到的一样，正3边形泊是等边三角形，且 

I 2( k s ) I =6. 

( ii ) 设 it , 是一个正方形（正四边形，如图 2-14 所示），顶点为叫，货， v ,}. 在平面中 
画出 > t ,, 使得它的中心在原点 O , 它的边与坐标轴 平行. 容易看出，每个 ^>€2(1(4) 置换顶 
点.事实上， it , 的一个对称？>由丨9»(10 • 所礴定，所以和至多可能有24 = 4!个对 

称•若石，和相邻，则 II Vi—v t II =1,但是 II % — 切 II =-/2= || v, — V , || ,于是 y —定保相 
邻性（因为等距同构保距).取只有8个对称（这将在定理 2. 65中证明）.除 f 恒等函数和关于 _ 
原点 O 的90°, 180% 270•三个旋转外，还有四个反射，其轴分别为 巧]， Llv ly «,], 
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I 轴， y 轴. 群2(«,>称为有八个元素的二面体群，并记为 D ,. 



图 2-14 *, 的对称 



困 2-15 的对称 


( Hi ) 设是顶点为切， …， v , 且中心为 O 的正五边形（如图 2-15), 則取的 对称群2(* 5 >有 
10个 元索： 绕原点（72_/广的旋转，其中以及轴为 L [0, %]的反射，定 
理 2. 65表明不存在其他的对称 了〉. 对称群称为有10个元索的二面体群，记为 D ,。. 

< 

设 It , 是顶点为》。，巧， …， 1/,-丨且中心为 O 的正多边形，则 It , 的对称群 2(11,) 称为二面 
体群 9 ,记为 D »«. 下面我们给出一个不依赖于等距同构的定义. 

-» 定义恰有 2 n 个元素的缚 D :. 称为二面体鮮，若它含有一个阶为 n 的元素 a 和一个阶为2 
的元素6,且满足 6 a 6= a _l . 

若》»=2,脚二面体群 D , 是阿贝尔群.若 n >3, WD t , 不是阿贝 尔群. 习睡 2.72 表明， 
实际上只存在一个含 2 n 个元索的二面体群（准确地说，任意两个这样的二面体群同 构〉. 

[1441 -> 定理 2.6 S 正 n 多边形的对称群 2( x ,> 是一个含2»«个元索的二面体解. 

«明设 n , 的頂点为 v 。， W | , …， v.-,, 中心为 O . 定义 a 为绕 O 的 （360/ n ) •旋 转： 

,、 . 若0 < i < ” 1 

fl<T,i) = U ， 若. = ”-1. 

显然 a 的阶为 》«. 定义6为轴为 L [0, 叫]的反射，則 

若 1 < i < ” 一 1. 

显然6的阶为 2. 存在;》个不同的对称1, a , a 1 , …， U 因为 a 的阶为/ I ),且6, M ， a z b f •••, 
也是各不相同的（根据消去律).若其中 0< r<n — 1, 5 = 0, 1,則对所 有:有 
a , ( v ,)= a r 6( t ; l ). 现在 a *( x * a ) = T >,， 而 〆 6( 货 ）= 1 ^-, ，因而 s = r ， l . 若 i = l，W a r ' 1 ( vi ) = 
xv +1 , 而 > = 因此，对所有 r , s 有且我们已经展示了2(仏）中的 2 n 个不 
相同的对称. 

我们现在证明％没有其他的 对称. 我们可以假设 it _ 的中心0在原点处，从而每个对称 p 
都固定 O , 即 p 是一个线性变换（根据命埋 2. 59). 与％相邻的顶点 I ；,和％-,是与％最靠近 


© 克莱茵 （F. Klein) 专门研究揮些有限群•它们 ftR 1 的等姖同构构成的群的子屏.其中有一终是正多面休的对称鮮. 
他发现了一个退化的多面体，秣之为二面体，是由两个全等的零厚度正多边形粘貼在一起构成的.因此一个二面 
体的对称觯称为二面体 




的顶点，即若 2«?i— 2，则 II v • — Vo || 〉 || Vi —vo II . 因此，若 史 (货） 3 ^，则 ( piv ^^ vj+i 
或〆巩）=巧-丨.在第一种情形中， a ji (i^)= ? >(^), a i (v,)=^(v I ), 所以由推论 2. 62知炉 =&• 

在第二种情形中， , Wvi >= 巧-,，由推论2.62知史=0>6.因此丨 S(ic.) I = 2n . 

我们已经证明了 SUJ 是仅有 2n 个元索的群，且含有阶为 n 的元索 a 和阶为2的元索 6. 

最后只要证明由推论 2. 62知，只需计算它们在V。和奶处 的值. babiv ,)^ v n - x = 
a~ l (r/ 0 ) * 6a6(vi) = Wo=a" 1 (ni). 证毕. _ 

对称是在微积分中描述平面中的图形时产生的.我们引用爱德华兹 （Edwards) 和愾妮 
(Penny〉 编著的《傲积分与解析几何》 （Calculus and Analytic Geometry), 1990 年，第三版， 

第456页.书中描述了不同类31的对称，这些可能是关于曲线 /(：c， ： y)==0 的对称. 

(i) 关于: r 轴的对称：当 y 替换为一: y 时曲线的方程不变. 

(ii> 关于 y 轴的对称：当 i 替换为一 or 时曲线的方程不变 • 

(出>关于原点的对称：当: r 替换为一2：且 y 替换为一: y 时曲线的方程 不变. 

(iv> 关于直线： y=:r 的 对称： 当和: y 互换时方程不变. _ 

用我们的话说 • 笫一个对称是即轴为 x 轴的反射，第二个是外 • 即轴为 y 轴的反射， 

第三个是 Rue， 即180°的旋转，第四个是外，其中 L 是45°直线.我们现在可以判断含两个变 
量的方程什么时候具有对 称性. 例如，若 /(x, y)=/0r, —: y ), 则函败 / U, : y) 有第一种类 
型的对称性.此时，方程 /Or, y>=0 的图像 It 由满足 /(a, 6>=0的所有点 U, 6) 构成]关于 
工轴对称，这是因为由 （a, wer 可推出 (a, -6>er. 

习题 

H2.36 判断对错并说明理由. 

(i) 函败 NXN—N，e(m, n)*m" ,满足结合律. 

(ii> 每个群都是八1> € 1群. 

(00 所有正实败构成的集合对乘法作成群. 

(iv) 所有正实败构成的集合对加法作成群. 

(v> 对所有 a, b ^ G , 其中 G 是一个鮮，有 

(vi) 顶点为 w 巧，的的等边三角形 x, 的每个置換是X,的对称的限斛. 

( V H) 顶点为V!，巧，巧，％的正方形 ic 4 的每个置換是 k , 的对称的 限剩. 

(viii)fl, 66 C, 其中 G 是一个群， W 对所有 》»6N 有 
(ix> 毎个无隈群都含有一个阶为无限的元素. 

( X )ft 共板置換每个实系数多項式的根. 

2. 37若 a,, « 2 ，…， a •是群 G 中的元索（不必互不相同>,钲明 

(aia*—a.) _, — al x •••aj'aT 1 . 

2. 38 <i) 求 a =*(l 2)(4 3)(1 3 5 4 2)(1 5)(1 3X2 3>的玢、逆元和奇 俱性. 

(ii) 习题 2. 22和 2. 28中的置換的阶各是多少？ 

2. 39 H(i)Ss 和5«中阶为2的元索有多少个？ 

H (n)S. 中阶为2的元素有多少个？ 

H2. 40设 G 是一个群， y6G 的阶为 m. 若存在使得 奶 = 出， 证明 y 的阶为土 
•2.41 设 Gft —个群， a^G 的阶为 dk ， 其中 *>1. 证明，若存在: t6G 使得〆■<*，則 ：r 的阶为， t 由 
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晒 


此知工的阶比 a 的阶大. 

2.42 设 G»GL(2, Q)， 并设 A=|^ U 和 证明 ， ^ 4 = /=^,但对所有 ”>0有 

由此得，即使因子 A 和 B 都有有限阶， AS 也珂能有无限阶(这在有限群中是不时能发生 的〉. 
2. 43 H(i > 对用归纳 法还明 


coskd 

(…求出特殊正交群 SO(2, R )[ 见例 2.48(iiD] 中阶有限的所有元索. 

•2.44 设 G 是一个群，満足对每个有 x* = l , 证明 G 是阿贝尔鮮.[例 2.47(viiD 中的布尔群识; O 就是 
这样的 ».] 

•H 2. 45设 G 是一个有限群，其每个元素都有一个平方根，即对每个 x6G, 存在： y6G 满足证明 G 中 
每个元索都有唯一的平方根. 


rcos^ — sin^V 「cos 始 
Lsin^ cos^J LsirtV 


# H2. 46 若 G 是一个鮮，其元索个数为俱数， 证明 G 中阶为2的元素个数是奇败.特别地， G —定含有阶为2 
的元索. 

H 2.47 在 S 胃中元索的最大阶是多少，其中》_1, 2,…，10? 

•2.48 随机 e »S(2, R) 是由 GU2, R> 中列和为1的矩阵构成的， WS(2, R> 是由所有非奇异矩阵 


Cl] 


构成的，其中 a+6*M_f+ 汰 [也有随机鮮 2(2, Q> 和 E(2, C).] 


证明两个随机矩阵的积仍是一个随机矩晬，一个随机矩阵的逆仍是随机矩阵. 

2.49 证明圆 C 的对称群2(0是无限群 • 

•2.50 证明，在二面体群 R •中，每个元索有形如的唯一 分解， 其中 0< i < n , j =0 或 1. 

2.51 设 a =(1, 0>, e 2 -(0, 1). 若沪是平面的固定 O 的等距同构，设 f (^)-( c , d) t 

[:二]，证明 dcKA>-:tl. 


—2.4 子群和拉格朗日定理 


群 G 的子群是 G 的子 集， 它在 G 的运算下构成一 个群. 下面的定义使后面这句话更准确. 

- 定义设*是集合 G 上的运算， SQG 是子集.我们说5在*下封闭，若对所有 X ， ： y 6 S 
有 <r • y ^ S . 

群 G 上的运算是函数* * GXG -^ G . 若 SGG , 則 SXSQGXG . 5在*下封闭是指 
»( SXS ) CS . 例如，加法群 Q 的子集 Z 在+下封闭.若 Q x 是非零有理数构成的乘法群，则 
<^在乘法下封闭，但是它在+下不封闭（例如，2和一 2厲于 Q x , 伹是它们的和一 2 + 2 = 
[1471 0$ Q X ). 

- 定义群 G 的子集 H 称为子孵，若 
( i )16 H ; 

( ii > 若： c , y ^ H , 則 aryeH ; 即只在*下封闭, 

© 术语* •繾机的 ( stochastic )” 来自意思为“瘡_”的希 膳诵. 它的数学用法最早出现在统计 学中. 隨机矩眸首次出现在 
对某瑩 M 机问題的研究中. 
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( iii ) 若 x 6 H , 則； r —' EH . 

我们用 H < G 表示 H 是群 G 的子群.观察到， <1} 和 G 总是群 G 的子群，其中 <1} 表示由 
单一的元素1构成的 子集. 我们称 G 的子群 H 是真子群.若 H 关 G , 并记为 H < G . 我们称 G 
的子群 H 是非平凡的，若//关{1}.下面将给出更有趣的例子. 

- 命题 2.66 群 G 的每个子群本身是一个蜱. 

证明公理 ( ii >( 在子群的定义中〉表明 H 在 G 的运算下封闭，即 H 有一个运算（本质上， 
它是运算* iGXG - G 对 HXHGGXG 的限制）.这个运算满足结 合律： 因为等式(: 

• r ( y *) 对所有 x , y , *€ G 成立.特别地，这个等式对所有: r , y , f / 成立. 最后， 公理⑴ 
给出单位元，公理 ( iii ) 给出逆元. ■ 

验证群 G 的子集 H 是一个子群（因而它本身是一个群）比验证 H 满足 群公理更快，因为结 
合律是从 G 上的运算继承来的，因而不 须再酴 证了. 

-* 例 2. 67 ( i ) 回忆 Is « m ( R 2 ) 是平面的所有等距同构构成的群.子集 CX 2, R > 是由所有固定 
原点的等距同构构成的，是 IsonKR 1 ) 的一个子群.若 OSR 1 , 则对称群 S (0> 也是1_(记> 
的一个子群.若 n 的重心存在且在*点处， W 2 <0 X 0(2, R ). 

( ii > 这四个置换 

V - {(1),(1 2)(3 4),(1 3 X 2 4),(1 4)(2 3)> 

构成一个群，因为 v 是 s 4 的一个子群：对任意 a ev 有 0 l =( i >, 因而 
V —{(1>} 中任意两个不同置换的乘枳是第三个元索.我们称 V 是四元鮮（或克菜因 （ Klein )»> 
( V 是徳进 Vierergruppe 的續写 >• 

考虑验证结合律 a (6 c > = ( a 6> c * 要做什么： a ，仏 c 中每 一个都 有四种选法，所以共4 5 = 
64个等式要验证.当然，我们可以假设它们中没有（1>,则_下 f =27个等式要验证.显然， 
利用验证 V 是 S, 的子群去证明 V 是群更简单. 

( iii > 若把平面 R 2 看作是一个（加法）阿贝尔群，則过原点的任意直线 L 是它的子群.为看 
出这一点，最简单的办法是取 L 上 的一个 非零点 ( a , 6>,并注意 L 是由所有纯童倍数 ( ro , 

构成的.读者可 以骑证 L 满足子群定义中的三个公理. ◄ 

实际上我们可以简化子集是子群所需要的 H 个条件. 

- 命題 2 .M 群 G 的子集 H 是一个子溽当且仅当 H 非空 ，且对任意: c , 有 _ r ; yH € H . 

证明若 H 是一个子群，因为 ieH , 所以 H 非空.设任意 _ r , 3-6 H , 由子群定义中的 

公理 ( iii > 知: y - l € H , 又由公理 ( ii > 知: c ；> r l 6 H . 

反之，假设子集 H 满足新的条件.因为 H 非空，所以它含有某个元*,不妨设为取 
x = h = y , 则 lsAAdeH , 因此公理 （ i > 成立.若;則令 i = l ( 因为 ie 所以能这样 

做），得;)所以定义中的公理 （ iii ) 成立. 最后，由引理 2.46 知（:^ 1 厂 1 =>因 
此，若 x , yen , 則所以广 1 € 因此， H 是 G 的子群. ■ 

因为每个子群含有1,所以我们可以在命埋 2. 68中用“1€ 替换 “ H 非空”. 

注意，若群 G 中的运算是加法，则命埋中的条 件是： H 是非空子集且对任意 x ， ：有 
x — y €: H . 


國 



106 


第 2 幸 


伽罗瓦 提出： 若 S •的子集 ff 在合成运算下封闭，即，若《», /sew , 則咗则 H 是 
群.1854年，凯莱 (A.Cajrl ey ) 第一个定义了抽象群的概念并明确提到了结合律、逆元和单位 
元的*念. 

- 命 B2.69 有限群 G 的非空子集 ff 是一个子群当且仅当 H 在 G 的运算下封闭，即，若 
a , beH , 则特别地， S ■的非空子集是子群当且仅当它在合成运算下封闭. 

证明由子群定义中的公理 （i> 知每个子群是非空的，由公理 （ii> 知它在 G 的运算下是封 
闭的. 

反之，假设 H 是 G 的非空子集，且在 G 的运算下封闭， 则公理 (ii) 成立.于是 H 包含它 
的元索的所有幂.特别地，因为 H 是非空的，所以存在 ae/f， 并且对所有 n>l 有 
像在例 2. 52中看到的一样， G 中每个元索都有有 限阶： 存在整数 /n 使得因此 l€ff， 
(i> 成立.最后，若 AeH，A- = l, W ― 1 (因为 AA- — 1 =1=A—*A)， 所以 A -1 eH, 
<iii> 成立.因此， H 是 G 的子群. ■ 

当 G 是无限群时，命埋 2.69 可能是错误的.例如，加法群 Z 的子集 N 在+下封闭，但它 
[1491 不是 Z 的子群. 

- 例 2.70 S_ 的子集 A,= < 所有的 偶置换 > 是一个子群，因为它在乘法下封 闭：偶 ■偶= 

偶. S, 的这个子群称为 n 次交错并记为 A ,. 4 

- 定义设 g 是一个群，记 

<a> = {fl'.n 6 Z} = U 的所有摹}, 

則 <a> 称为由 a 生成的 G 的循环子隳. 

群 G 称为循环如果存 SaeG 使得 G=<a>, 此时称 a 为 G 的生成元. 

易知 <a> 实际上是一个子群： l=a°6<a>i a'a" =a* >- 6 <«> » a -1 6 <a>. 由例 2.47(v> 
知，对每个由所有 n 次单位根构成的乘法群 r ■是循环群，其生成元是 n 次本原单位根 

循环群可能有几个不同的生 成元. 例如，若 U, n) = l, 则；《次本原单位根 
e « ^也是 r, 的生成元. 

- 命题 2.71 设 G=<a> 是一个降为 n 的掮 环蜱，则V是 G 的生成元当且仅塞 gcd(A, n ) = l. 

证明若^*是生成元，则^^^*〉，所以存在 s 使得 a =a -. 因而由引理 2.53 

知”丨（^一1)，80,存在一个整数/使得 4j_l = fn, 或 = 因而由习理 1. 56知 

(.k, ”> = i. 

反之，因为 gcda, n) = l, 所以存在整数 s 和*使得 l = s/k+t»i . 因而 (因为 
a " = l), 所以 a €<a*>. 因此 G=<a>«a*〉， 所以 G=<a*>. ■ 

- 推论 2. 72阶为 n 的循坏縟有 ★(«) 个生成元. 


e 交《»是在研究多项式时产生的.若 Kx-m—ot-ifa), w 当我们■換它的根时，败 D=JI<«<- 

会改交符分:若^是彳〜 ，抑， •••,《■》的一个置 ft , 則容易看出因此，当不 H 的置换<|作 

Ki 

用因子时*积的符号交替 变化. 若《是交错鮮中的元索 • ■符号不改变. 
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证明由命题 2. 71和命题 1.42 立即可得. ■ [150] 

-* 命题 2.73 循环群 G =< a _> 的每个子稃 S 本身是一个循环溽.实际上 ，/是 S 的生成元， 

其中★是使的最小正整教 m. 

证明我们可以假设 S 是非平凡的，即因为当 S ={1} 时命题显然成立.设1= 

{m€Z« a"6S}. 我们验证 J 满足推论 1. 37中的三个条件_首先，因为 a° = 16S •其 
次，若 m, nei . 则〆•， a "€ S , 所以 a " a -= a - -6S, 因而 w — ” €J. 第三，若 
i€Z , 则 a"eS, 所以 U")•' = <»*■ eS , 因而因为 S ^{ lh 所以存在某个使 
a -^\. 因此 ^{0>. 根据推论 1.37, J=(*), 其中 * 是 f 中的最小正整数，所以对每 
个有 Aim. 我们断言 <a*> = S . 显然，对于反包含，取 s6S. 现在对某个 m 
有5=«_,所以 m6 /且对某个/有 m=W. 因此 J=a_=a*€<a*>. ■ 

命题 2. 80将对命题 2. 73给出数论方面的解释. 

- 命題 2. 74设 G 是一个有限觯，且 a € G . « a 的阶等于 < a > 中元素的个数 • 

证明我们将应用引理 2. 23中的思想.因为 G 是有限的，所以存在整数《>1使得1, a , 
a \ •••, 是 G 中 / k 个不同的元索，而1， a , «*,•••, V 出现重复.因此 U , a , 
a *, a *— 1 }, 即，对某个 i , 0<«<*,有 《!*=<!•. 若《>1,则 a * — = l ， 此与 1, a , a 2 , …， 

无重复 矛盾. 因此， a *= a 0 = l , A 是 a 的阶（因为4是这样的最小正整数) • 

设 H ={1, a , a J , a *' 1 }, 則丨 H 丨 =k, 只须证明 H =< a >. 显然， HE < a >. 对于 
反包含，取由除法算式知 |•—拍 + r , 其中 0< r <4. 因此 a ‘=< 2 ** + ’= a—<T = (< i*>y = 
a r 6 H , 由此得所以 H = U >. _ 

- 定义设 G 是一个有限鮮， G 中元素的个数称为 G 的阶，记为1 G | . 

“阶”在群论中有两种 含义： 元索 aeG 的阶和群 G 的阶丨 G 丨 . 由命题 2. 74知，群元索 a 
的阶等于丨 < a > 丨 . 

有限循环群的下述特征将用来证明定理 3. 55,说明有限域的乘法群是循环群. 

- 命麵2.75设 G 是一个泠为 n 的溽•若 G 是循环群 ，到对 n 的每个因子 d , G 有嘈一的阶 

为 d 的子解.反之，若至多存在一个降为<^的《环子墀，其中 din , 則 G 是循环縟. _ 

证明假设 G =< a > 是阶为 n 的循 环群. 我们断言， < ad > 的阶为 d . 显然， 

1,所以只须证明是这样的最小正 整数. 若 ( a^r = l , 則由引理 2.53 知， « I (,n/d)r. 因而 
存在整数 i 满足 （》«/ d > r = w , 这样 r = ds , r ^ d . 

为证明唯一性，设 C 是 G 的阶为 d 的子群.由命魎 2.73 知，子群 C 是循环群，不妨设 
C =< x >. 现在工=<!"的阶为</，所以 lsfx -)* 1 . 因而由引理 2.53 知 n I md , 所以 md = n «, * 

为 整数. 因此，所以 C = 《:《:>£< 〆 •《>.因为两个子群的阶相同，所以 

C=<.a' ,d ). 

反之，定义群 G 上的一个关系若 <«> = <&>. 容易看出，这是一个等价关系，且 ae 
G 的等价类 [ a ] 由 C =< a > 的所有生成元构成.因此，我们用 gen ( C > 表示 [ a ] •且 
G = M gen ( C ). 

rstfiFii 

因而 n = | G I = 2 I gen ( C ) I . 由推论 2. 72知 I gen ( C ) | =#( I C | ). 根据假设 ， G 至多 

C 
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有一个任意阶的循环子群，所以 

n = 2 I gen ( C ) |< = n ， 

C film 

最后一个等式就是推论 1.31. 因此，对》2的每个因子—定存在阶为 d 的循环子群 C , 分配 
奴心给 S I gen ( C ) | . 特别地，一定存在阶为 n 的循环子群 C , 所以 G 是循环群. ■ 

下而是从已知群构造新群的一种方法. 

-» 命题 2.76 群 G 的任一族子鮮的交门还是 G 的子群.特别地，若 H , K 都是 G 的子 
群，则 HflK 也是 G 的子蜉. 

证明令0=(^ Ho 我们通过验证子群定义的各部分来证明 D 是一个子群.首先注意到 
Djt 0, 因为对所有^有1€只,，所以 16 D . 悝设 则 lef /,, 因为每个都是了-群， 
所以对所有 |有， 1 6 H ,, 所以， WD . 最后，若 _ r , yeD , 則对所有 i 有; c , y 6 H ,， 因此 
xyE Hi , 所以 : ry € D . ■ 

- 推论 2.77 设 X 是縟 G 的一个子集，《存在 G 的包含 X 的一个最小子群<；0,即，对 G 
_ 的包含 X 的每个子群 H 都有 < X 〉< H . 

证明酋先我们注*到， G 的包含； f 的子群存在，例如， G 本身包含兄定义 
是 G 的所有包含 X 的子群 H 的交集.由命緬 2. 76知， < X > 是 G 的一个子群.因为每个 H 包 
含 X ,所以 < X > 也包含 X . 较后，若 H 是任意一个包含 X 的子群，则 H 是交集为<；0的子群 
族中的一个， 所以 （ XXH . ■ 

注意在推论 2. 77中对子集 X 没有任何限制.特别地 ， X = 0 是允许的.因为空集是任 
何集合的子集，所以对 G 的每个子蜱 H 都有这样，<0>是 G 的所有子鮮的交，其中 
一个是 U ), 所以<0>_{1}. 

- 定义若 X 是蜉 G 的一个子集， 《< X > 称为由 X 生成的子 R . 

例 2. 78 ( i )* G =< a > 是由《1生成的循环群，则 G 是由子集欠={<»}生 成的. 但是，我们 
总是写 < a >, 而不写 << a }>. 

( ii ) 正 n 边形 ir , 的对称群 EU ,) 是由 a , 6生成的，其中 a 是绕原点 （360/ n )° 的旋转，6是 
—个反射（见定理 2. 65). 这些生成元满足条件 a _ = l , V = 1 和如6=« _1 ,且 S ( n ,) 是一个二 
面体群 D 2 ,. ^ 

下面的命题更具体地描述了由子集生成的子群. 

定义设 X 是群 G 的子集，《 X 上的宇是柑单位元或 G 的形如■的元素， 
其中对所有 I •有0： ; €兀，且6 = ±1. 

命題 2.79 若 X 是鮮 G 的子集， 《< X > 是由 X 上的所有字均成的集合. 

钲明我们先证明由 X 上的所有宇构成的集合 W 是 G 的子群.根据定义， lew , 即使 
X =0 . 若 u >， w '€ W , 则》=对玲…, w ’ s〆 1 〆 * …乂其中 J ： f , yj ^ X , e . , f t = 
±1 •因此 xwtZ - g •若…々; yf 1 / …;)么，它是 X 上的宇，所以 xifu / eW . 最后， （ wV 1 - 
<* ，J： .'-V ^ W - 因此 W 是 G 的子群，它显然含有 X 的每个元素，所以对于 



相反的不等式，我们证明，若 S 是 G 的包含X的任意子群，则 S 包含X上的任意字.但是， 

这是显 然的： 因为 S 是一个子群，所以只要;^6欠和* = 士1它就含有 x 1 , 且它含有这种元索 
的所有可能积•因此，对所有这样的 S 有 W<S , 所以 < X>. ■ _ 

5 

- 命题 2.80 设 u, 6都是整数，并设 A=U>, B=<6> 是 Z 的分别由 a, 6生成的循环子群. 

(i) 若 A+B 定义为 {«!+ 访：*， tez ). « A + B =(. d >, 其中 d=gcd(a, W. 

(ii) ArtB=<»w>, 其中 m=lcm(a, 6>. 

证明 （i> 在加法中，字正是一个线性组合，所以由命理 2. 79知. A+B 是 Z 的由 AUB 生 
成的子群.根据命题 2. 73, A+B 是循环群，所以 A+B=<rf>, 其中 d 是 a 和6的最小非负线 
性组合.因此，由定理 1.35 的证明知 </=gcd(a, «• 

(ii>gceAf|B, 则 c6A 且 a 丨 c . 类似地有因此， AP1B 中每个元素是 a 
和6的公 倍数. 反之，每个公倍数都在 ARB 中.根据命理 2. 73,子群 AHB 是循 环群： AP>B= 

< m >, 其中 m 可选为 AHB 中最小的非负 整数. 因此，//!是最小公倍数，即 m=lcm(a, 6). ■ 

对于有限群 G 的子群有一个最基本的 事实： H 的阶是受限制的.当然，我们有 
I H| <|G| ,但还可以得出 I f/ I 一定是丨 G 丨的因子.为证明这一点.我们先介绍陪集 
的概念. 

- 定义若 H 是群 G 的子群且“弓匸，集是相 G 的子集 aH , 其中 

aH = {ah ' h G H }. 

当然， a = aieuH . 陪集通常不是子群.例如，若《€幵，则 l« a H (否则 ，存在 he H 
使得 l=afc ， 这与矛盾). 

如果我们使用群 G 中的运算符号 < ,则陪集 aH 记为 a *H , 其中 
a«H — {a • hih ^ H ). 

特别地，若运算是加法，则陪集记为 

a+H*{a + fc»/i^ H). 

-* 例 2.81 (i> 把平面 R 2 看作是（加 法） 阿贝尔群， 

令/是过原点 （） 的直线（见图 2-16), 像例 2.67(iii) 

一样，直线/是 R 2 的 子群. 若 / seR *, 则陏集 
是一条包含兵且与 < 平行的直线〆.这是因为，若-^/«_二-- 
则由平行四边形法 則得沒 +r a e/\ ‘ 

(ii> 设 G=S 3 , H=*«12)>* 则 H 恰有三个® m 

集 ，即： 

H ={(1),(1 2)J = (1 2)H, 

(1 3)H ={<1 3),(1 2 3)> = (12 3)H, 

<2 3)H ={(2 3),(1 3 2)} = (13 2)H, 



0 这里定义的陪集通常称为左 * 集. H 也有 右贿集 •即形如 = 的子集.这些*念都是在摒的进一步 

W 究中产生的，但是我们现在只需用（左>»集处理问應. 
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每个陏集大小均为 2. 4 

在这些例子中，我们观察到给定的子群的不同陪集是不相交的. 

设 H 是群 G 的子群，定义 G 上的一个 关系： 

a = b 当且仅当 a'b e H . 

该关系是 G 上的等价 关系. 若则所以 a = a , 因此=有自 反性. 若 a 三 b ， 
则 a - We / f , 因为子群在逆下封闭，所以所以因此三有对称性. 
若 和則^—^，6 ' c 6 H . 因为子群在乘法下封闭，所以 （ a - kMfcddsa - keH , 
所以 a = c , 因此=有传递性.因而它是一个等价关系. 

我们断言的等价类是 W 集 aH . 若 ■ rea , 则存在 H 使得 a — k - A . 因而 or-aAe 
aH , [ a ]£ aH . 对于反包含，容易看出，若 j ：= aAe < jH , 则：1： -1 « = (0*) _1 «=* _| <1 _| 0 = *€ 
fl 55 l H , 所以 zs a ， x 6[ fl ], 因而 aH £[ a ]. 所以 [ a ]= a ff . 

引理 2.82 设 H 是觯 G 的子群， a , 66 G . 

( i ) aH =6 H 当且仅当 fkeH . 特别地， aH = H 当且仅当 < i € H . 

( ii ) 若 aHflWf 关0, W aH = bH . 

( iii ) 对所有 a€G 有 I aH I = I H I . 

证明 （ i > 这是引理 2. 19 的特殊情形，因为陪集是等价类.因为 H =1 H , 所以 aH = H = 
1 H 当且仅当 a = l - l ae //. 

( ii ) 这是命埋 2. 20的特珠情形，因为等价类组成 X 的分类. 

( iii ) 容易看出，函数/ ■ H — aH , f (. h )= ah 是一个双射[其反函数 a H — H 由 afc 1~> 

a _ l ( aA )=/ i 给定].因此，根据习题 2. 12知， H 和 aH 有相同的元素个数. ■ 

- 定理 2.83( 拉格明曰定理）若 H 是有限群 G 的一个子解，則 | H 丨是 | G | 的一个因子. 
证明设…丨^, ai H ，…， 是 G 中 H 的所有 不同陏 集构成 的族. H 的陪集划分 G , 

因为它们都是等价类.因而 

G = ai H U a , H U •** U o , H . 

(习題 2. 53要求我们不用等价类直接证明 G 是 H 的陏集的无交并. >所以 
I G | = | a,H |+| a,H |+-"+| a,H \. 

由引理 2.82( iU > 知， 对所有 i 有 UH | = | H 丨，所以 | G | = t 丨 H 丨 . ■ 

- 定义 样 G 的子鮮 H 的陪集个數称为 H 在 G 中的指《.记为 [Gi H ]. 

当 G 是有限鮮时，栺数 [G | 就是公式 | G 丨 = t 丨 H 丨中的所以 

I G | = [ G : H ] | H I . 

这个公式告诉我们指教 [ G > H ] 也是 | G | 的因子 • 

- 推论 2.84 若 H 是有限群 G 的子群，則 

[ G * H ]-| G |/| H |. 

_ 证明由拉格朗日定理立即可得. ■ 

回忆定理 2. 65:正”边形的对称群 S ( a ) 是一个阶为 2 n 的二面体群.它包含一个由旋转 
a 生成的阶为”的循环子群，且子群 < a > 有指数： < a >] = 2. 因此，存在两个陪集， < a > 



和 6< a >, 其中6是在 < a > 之外的任意一个对称. 

我们现在明白了为什么表 2-3 中展示的 S s 的元索的阶都是120的因子.推论 2. 146将解 
释为什么 S 5 中的任意给定循环结构的置换的个数是120的一个因子. 

— 推论 2.8 S 若 G 是有限群且，則 a 的阶整除丨 G 丨 • 

证明由命题 2. 74知， a 的阶等于子群 H = 的阶. ■ 

推论 2.86 若有限群 G 的阶是 m , 則对所有 ueG 有 “" = 1. 

证明由推论 2. 85知， a 的阶 d 满足 d | // I ， 即，存在整数々使 m = 办. 因此 = 

( a d y = i . m 

— 推论 2.87 若 /> 是素教， 則吩为 /»的解 G 都是循冧群. 

证明取满足 a 关1,并令 H = U > 是由 a 生成的循环 子群. 由拉格朗日定理知， 

I H 1 是丨 G 丨的一个因子.因为 p 是索败且丨 H | >1, 所以 | ff 1 =户=丨 G 丨 ， 所以 
H = G . ■ 

拉格朗日定理是说，有限群 G 的子群的阶是 | G | 的 因子. 拉格朗日定理的“逆命题”成立 
吗？即，若 d 是丨 G 丨的一个 因子， 則一定存在 G 的阶为 c / 的子群吗？回答是“不一定” • 
命题 2. 99将证明，交错群糸是阶为12的群，它没有阶为6的子群 • 

习颺 

H 2. 52翔断对错并说明理由.这里 G 总是群 • 

⑴若^是 K 的子群且 K JIG 的子群， WH 是 G 的子 
( ii ) G 是自身的一个子供. 

( iii > 空集0是 G 的一个子 W . 

( iv > 若 G 是有限群且 m 是丨 GI 的一个因子 • 则 G 含有阶为 m 的 元索. 

( v ) S . 的每个子群的阶都整除 n !. 

< vi ) 若 H ftG 的子群 ， W H 的两个（左)陪集的交还是 H 的（左〉 W 集. 

( vii ) G 的两个循环子鲜的交还是循环子 W . 

( viii ) 若 X 是 G 的有限子集， W < X > 是有限子屏 • 

( ix >*； C 是无限集 ， W 

F - {ue S x 只移动 X 的有限多个元素} 

是 S x 的子群 • 

( x ) S , 的每个真子群都是循环群. 

( xi ) S 4 的每个真子群籌是循环群. 

•2.53 设 H 是有限群 G 的子 »• a , H , -• 是 ff 在 G 中的所有不同陪集.不用 G 上的等价 关系： a =6 
当且仅当 fieH , 证明下面的命 

( i ) 证明，对每个 g € G 有 g € g / i , 且对某个 i 有由此知 

< ii > 若 a , 66 G 且怔明 由此知，若*»,則 = 

2. 54 ( i ) 定义特嫌线 性鬌为 

SLC 2 .R ) - {A 6 GL (2, R ) « d € t ( A ) = l ). 

证明 SL (2, R ) 是 GL (2, R ) 的子 》• 

( ii ) 证明 GL (2, Q > 是 GL (2, R ) 的 子群. 
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*H2. 55举一个例子，使得群 G 的两个子群 K 的并集 HUK 不是 G 的子群. 

*2. 56设 G 是一个有限群， H, fC 是它的两个 子群. 证明，若《<尺，则 
[G « H] = CG ： K][K * H], 

H2.57 若 H，K 是群 G 的子群，且丨 H I和丨 K 丨互索，证明 HflK^UK 
H2.58 证明无限群有尤强多个7•群. 

•2.59 设 G 是阶为4的群.证明，要么 G 是循环鮮，要么对每个有据此并利用习题 2. 44坷知 G 
一定是 W 贝尔群. 

2. 60 <i> 随机群 S(2, R) 是由所有行和为丨的非奇异 2X2 矩阵构 成的. 证明，它是 GL(2, R> 的子鮮（见习 
题 2. 48). 

(ii> 定义 S'(2, R〉 为所有非奇异双随机矩晬 （所有 行和为1且所有列和为 1) 构成的集合.证明，它是 
GL(2, R> 的子群. 

-H 2.61 设 G 是有限群， S 和7•是非空子集（不必不相 H ). 证明，赛么 赛么 丨 G 丨> I S 丨+ | T 丨 . 


2. 62 


( i > 若 { S , | *’€/} 是群 G 的一族子群， i £ 明，陪集的交 


Q x . s , 或是空集或是 


Q s . 的陏集. 


H ( ii > [诺伊曼 （a H . Neunumn )] 若鮮 G 是有限多个«集的并， 

C = x , S , U - U X . S ., 

证明至少有•个子» S , 在 G 中的栴败是有限的. 

2. 63 ( i > 证明&中<(12>>的一 个左陏 集蚵以不等于5»中<(12>>的一个右陪集，即存在使得2)>_ 


<(1 2)> a . 


H ( ii ) 设 G 是一个冇限群， 子鮮. 证明 H 在 G 中的左陪集个败等于 H 在 G 中的右陏集个数. 


— 2 . 5 同态 


有一个重要的问题需要解决，即两个给定的群 G 和 H 在某种意义上是否是相等的？例如， 
我们知道， S 3 是 X =-<1， 2, 3} 的所有 S 换构成的群，$是¥={(|, 6, d 的所有置换构成的 
群. S v 不同于 S 3 , 这是因为 U , 2, 3} 的置换不同于 U , 6, d 的置换.但是，虽然5 3 和& 
是不同的，伹他们彼此之间的确存在极大的相似（见例2.88〉.正如我们将要看到的一样，同 
态和同构的概念允许我们比较不同的群. 

— 定义设 ( G , *) 和 （ H , ❶）都是群（我们展示了它们中的运算），則函数 /I G — f / 是一 
个同态 e , 如果对所有 j :, 有 

/( j ： ”）= . /( y ). 

若 / 还是双射，則称/为一个 同构. 两个群 G 和 H 称为是同 构的， 记为 G 兰若它们之间 
存在一个同构 /* G—H. 

我们将在习题 2.67 中看到，同构是任意一族群上的等价关系.特别地，若 G 兰则 

H ^ G . 

同态的两个明显的例子是恒等函数 U » G — G 和平凡同态/» G — H , 对所有有 


© “同态 （ homomorphi sm >” 来自希膽词中塞思是•相网的”的 homo 和意思是 ••形 状”和■形式”的 morphs 因此一个同态 
把一个屏带到另一个有类餌形式的群（它的僱）中. ••同 构 （ isomorphism ) •含有意思是“相等的”的希腊词 i so , 同构 
的群有完全相 M 的形式. 
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/(a) = l. 另外 l c 还是一个同构. 

还有一些更有趣的例子.设 R 是所有实数带上加法运算构成的群，并设 R > 是所有正实数 
带匕乘法运算构成的群.函数 / Cr )= e *, 是一个同态，因为对任意; r , yeR 有 

fU + 3-) = = e 、， = /( x )/( y ). 麵 

/ 还是一个同构，因为它存在反函数 S 1 R - 一 R ， 1 -» log ( x ). 因此，加法群 R 与乘法群1^ 

同构.注意到反函数 g 也是一个 同构： 

g (. xy ) = log ( xy ) = log ( x ) + log < j >) = gix ) + g (. y ). 

再看第 1 个例7,我们可以断宫所有复数构成的加法群 C 同构于加法群 R : [见例 2.47( vi >]. 

定义/> C - R ! 为 

f • a + ib b-* (atA). 

容易验证 / 是一个双射./是一个同态，因为 

/([a + #] + [ a ’ + ifr ’]) =/■{[<« +< i ’] + i[fc + 6 ， ]) 

=(« -\-a',b + b') 

=(a » b ) + («*»//) 

= /(<« + *>+/( a ’+ *’>• 

定义设 G 是阶为 /! 的有限蜉 a, 是 C； 的所有元素的一个无重复序列 • G 
的乘法表是指一个 nXn 矩阵，其 ij 元素是 a.a ; . 


G 

a t ••• a t … a m 

Q ” 

a \ a \ … a \ a , … a \ a H 

a , a t … a , a , … a , a H 

a H a x … a ^ a , … a m a n 


让我们这 样做： 当写乘法表时，单位元列为第 一个.即〜 =1. 此时表的第一行和第一列 
是多余的.所以我们通常省略它们. 

考虑两个几乎平凡 的群： 设 A 是乘法群 <1. -1K 并设 P 是奇偶群[例 2.47<vii)]. 以下 
是它们的乘法表：显然广和沪是不同的群，它们之间没有显著的区别也是显然的.同构的概 
念使这一思想正规化. A 和 P 是同构的，因为函数 /«/\—P, /U> = 偶，/(一1)=奇，是一 
个同构，读者可以很快验证之. 


阶为 n 的群 G 有很多乘法表，这是因为它的元索有 n! 种排法.若〜，^， …， fl， 是 G 的 
所有元素的一个无重复序列，且/| G—f/ 是一个双射.则 /(〜）， /(«,>，•••， /(a,) 是 H 的 
所有元索的一个无重复序列，这样后一个序列确定了 H 的一个乘法表./是一个同构是说, 
若我们把 G 的乘法表[由 a,, 内 ，…， 《. 确定]添加到 H 的乘法表[由 /(a,), /(〜>,•••, 
/(a.) 确定 ] 中，则两个乘法表相匹配：若 a#, 是 G 的乘法表中的0元索，则 /U,)/(a;> = 


偶 

奇 

奇 

偶 




是 H 的乘法表中的 o 元素. 在这个意义下，同构群有相同的乘法表.因此同构群本质 
上是相同的，只是元素和运算的记号不同 • 

例 2.88 有一个可行的算法，可以检验群之间的双射/> G — H 是否是同 构的： 列举 GW 
元索 < 2 ,,…， I ,写出由这个序列产生的 G 的乘法表，写出由序列 /(«,>, …， /( I 〉 产生的 
H 的乘法表，然后逐行比较两个表中 n l 个元素. 

我们举例来阐述这种算法. G = S , 是 {1, 2, 3} 的所有置换构成的对称群，是 
Y ={ a , b , c } 的所有置换构成的对 称群. 首先，列举 G : 

(1),(1 2),(1 3),(2 3),(1 2 3),(1 3 2). 

我们定义一个明显的函数用字母代 替数： 

(1) t(a 6) .(a c ) >(6 c ) »(a 6 c ) .(a c A ). 

比较 S 5 的元索序列产生的乘法表和 S r 的元索序列产生的乘 法表. 读者应当把每个 6 X 6 表都 
写出来，并把一个添加到另一个以看出它们是相 配的. 我们将通过检验4、5位置上的元索来 
阐述这个亊实 • S 3 的乘法表中4、 S 位置上是积 (2 3)(1 2 3) = (1 3). 而 S y 的乘法表中4、5 
位置上是积 (6< r >( a 6 c >-( ac ). 

习题 2. 65推广了这个结论. ◄ 

我们回到更一般的同态上来. 

引理 2. M 设 /* G — H 是一个群同态 ，則 

( i ) /(l) = lj 

') = / Cx)-'i 

( iii ) 对所有 ” eZ 有 /( x -)=/( x )\ 

证明 （ i > 用 / 作用 G 中等式 1*1 = 1 得到 H 中等式 /(1>/(1) = /(1), 两边乘以 /( l 〉— 1 
得 /(1> = 1. 

( ii ) 用/作用 G 中等式; ^*=1 得到 H 中等式 / U _ l )/( i ) = 1. 由命埋 2.45( iv > 逆元的 
唯一性知 f ( x l ') = f <, xV \ 

( iii > 用归纳法容易证明对所有 n >0 有 /(: r _) = /(:«:)•. 对于负指数，因为在一个群中 
( y _1 r =; y _ •对所有; y 成立，所以 

/( x - *) = /((，■>■) = /((，，>). = (/(*>_，>. = m 

- 例 2.90 我们证明，若 G 和 H 都是阶为 m 的有限循环群，则 G 和 H 同构. 于是，由推 
论 2. 87知，任何两个阶为索数/>的群同构. 

假设 G =< x >, H =<； y >. 定义 / • G — ff , /( jrO - y , 现在 G = U ， x , 

/,•••， x —*), H ={1, y , y , y m '), 所以 / 是双 射. 为看出 / 是一个同态（因而是 
-个同构），我们必须证明对所有“如0<«, j < m , 有 /< xV )=/(^)/( d ). 若 i + j < w , 
这个等式显然成立，因为 

/(xV) = = y 1 * 1 = yy = /(xO/(y). 



(因为; E- = l). 类似地， y~=;/( 因为； y- = l). 因而 
/( xV ) = /(I rti ) =/Ci r ) 

=y - — yy 一 /(/>/<夕）. 

因此，/是一个同构，且 GGH. (例2.〗17将给出一个更好的证明 .> 4 

群 G 与跟它同构的群所共有的性质称为群 G 的不变置.例如，阶 IGI 是群 G 的不变董， 

因为同构的群有相同的阶.交换律是不变量「若 a 和6交换，則 M=6a 且 
/< a )/(6) = /(a 6) = f (. ba ) = / CW /( a ), 

因而， /U> 和 /(« 交换 ]. 因此， R 和 GU2, R) 不同构，因为 R 是阿贝尔群而 GL(2, R ) 不 
是.群还有其他的不变量（见习题 2.69). —般地，判断两个给定的群是否同构是一个有挑战 
性的问题. [TM! 

- 例 2. 91下面我们给出阶相同但不同构的两个群. 

和在例 2. 67(H) 中一样，设V是由下列四个置换构成的四 元群： 

V = <(1),(1 2X3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)}, 

并设 r, = <i> = U, i, — 1, —i> 是由四次单位根构成的乘法循环群，其中 = —1. 假设存在 
同构 /iV-A, 则由/是满射知存在 x€V 使得 :_=/(■»:>• 但对所有 x6V 有;所以 
i*-/(:r> 2 匿/(〆> = /((1»=*1，此与 i* = -l 矛盾.因此，V和 r, 不同构. 

这个结论还有其他的证法.例如， r, 是循环群而V不是，或者 r, 有一个阶为4的元素而 
V没有，或者 r, 只有一个阶为2的元索而V有3个阶为2的元索.到这时，你应该真的相信 
r, 和 v 不同构吧！ ◄ 

- 定义 设 / ig - h 是一个 m 态，定义 /的核 e 

kernel / = U e G * /(x) = 1} 

和 / 的象 

Image/ = {A G H * 存在 * 6 G 使 /i = /(x)}. 

我们通常将 kernel/, image/ 分別缩写为 ker/, im/. 

例 2.92 (i) 若 A =〈f >， 其中•是 n 次本原单位根，则 / < Z —A , /(m) = f", 是 
—个满同态，其核 ker/ 是/«的所有倍败 • 

(ii> 若 A 是乘法群 r: = <±l}, 则定理2.39是说祕1 11 5,-1':是一个同态. SK n 的象是 
{±1}，即 sgn 是满射，因为对于对换=_ 1. sgn 的核是由所有偶置换构成的交错 
群 A,. 

(iii) 行列式 det: GL(2, R)〜R x 是一个同态，这里1^是所有非零实数构成的乘法群.当 
reR x Wr=det(|^ °]),所以 im det=R x ,即 det 是满射. det 的核是特殊线性群 SL (2, R ). 

[这个例子可以推广到 GL (”， R), 见例 2.48(ii>.] _ 

(iv) 设/« G—H 是一个同态， ker/=K . 回忆函数逆象的 定义： 若是函数， 

B £ Y , 则 


© “核 （ kernel 〉” 来自意思是“谷粒”或••种子”的徳语词.在这里它指出了网态的一个重驀成分. 
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/ '( B ) = X * fix ) e B ). 

若 /:G—H 是一个同态，且是 H 的子群，则我们证明 / '(B) 是 C; 的子群 • 现在 
/ '(B), 因为 /(D = 1€S<H . 若 I ， ye/ UB), 则 /(x), /Cy}€B , 所以 fU 〉 f(y)€B ， 
因而 /Ovy>=/Cr>/( ： y) 6 B, xy^f '(B). 最后，若 16 / _(B> ， 则 /Cr 〉 €B ， 因而 /(*r 0 = 
/(x) >6B, x *6/ '(B). 特別地，若 3=<1}, 则 / ! (B)=/ ! (l)=ker/. 于是 ，若 ftG 一 
H 是一个同态， B 是 H 的子群 • 则 / UB> 是 G 的包含 ker/ 的子群 . 4 

- 命题 2.93 设 /: G — f / 是一个同态 ，則 
( i > ker / 是 G 的子 群， im / 是 H 的子 群. 

( ii > 若 o ^ ker / 且《 6 G , 則 丨 eker /. 

( iii >/ 是单射当且仅当 ker/=UL 

证明⑴由引理 2.89 知 IGker /. 因为 = 其次，若 I ， y ^ kerf , («j /( x ) = l = 
fiy 、， W 此= 1 • 1 = 1, 所以 ovy 6 ker /. 箱后，若 jeker /, 则/( 1 > = 1, 
所以 /(J '=1 » = 1* 因此 .r i € ker /. ker / 是 G 的子群. 

现在证明 im/ 是 H 的 子群. 首先， l = /(l>eim/. 其次，若 /» = /(: r ) € im /， 则 1 = 
f ( jr ) l -=/( x l ) e \ mf . 最后，若* -/( jOCim /, W hk ^ fUy ) e ' imf . 因此 

im / 是 H 的一个子群. 

( ii > 若 > reker /, 则 /(: r > = l 且 

fiajca l ) = / Ca )/( x )/( a ) 1 = /( a ) l /( a ) 1 = fia ) f ( a ) } = 1, 

因此 axa 1 6 ker /. 

( iii > 若/是单射，则 > r 关 1 可推出 /( x >^/(1> = 1, 所以 * r 任 ker /. 反之，假设 ker / = 
{1>，且 /< i )=/(： y ), 则 1 =/(文 >/(30 *=/(* r ： y ，>•所以 ijy *€ ker /= l , W 此巧 *=1，工 
=> /是单射. ■ 

- 定义群 G 的子群 K 称为 G 的正规子群， 如果当灸 6/ C 和时有 *€ K . 若 / C 是 
群 G 的一个正规子群.則记为 

K < G . 

命® 2.93 是说，同态的核总是正规子群.若 （； 是一个阿贝尔群，则它的任何子群 K 都是 
正规的，这是因为若灸 g € G , M gkg 1 ^= k KK l ^ k ^： K . 

S 3 的循环子群 H = <(1 2)> = {(1), (1 2>} 不是 S 3 的正规子群：若 a=(l 2 3>，则 
a 丨=(3 2 1>,且 

a(l 2)«-' -(1 2 3)(1 2)(3 2 1) = (2 3) $ H . 

另一方面， S 3 的循环子群 K =<(12 3)> 是正规子群，读者可以自己验证. 

由例 2.92( ii ) 和 ( iii > 知 A . 是 S •的正规子群， SL (2, R ) 是 GL (2, R >的正规子群（这些结 
论很容易证 明）. 

- 定义设 G 是一个群且則 G 中形如 

gofi 1 

的元素称为 a 的 共轭， 其中尽 GG . 
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显然，子群 K<G 是正规子群当且仅当 K 包含其元索的所有 共轭： 若則对所有 
g ^ G ^ gkg -^ K . 在命题 2.33 中，我们证明了 0 , 沒 eS, 在 S. 中共轭当且仅当它们有相同 
的循环结构. 

若 H<S«, 则 a, 沒6 H 在 S， 中共轭（即 0 和沒有相同的循环结构）不能推出 a 和沒在 H 中 
共轭.例如， （1 2M3 4) 和 （1 3)(2 4〉在 S, 中共轭，这是因为它们有相同的循环结构，但是它 
们在 V 中不共轭，因为四元群 V 是阿 W 尔群. 

注在线性代教中，如果我们利用 V 的一个基，則线性变换 T: V — V 决定一个 nXn 
矩阵 A , 其中 V 是 R 上的《維向量空间.如果利用另一个基，則可以由 T 得到男一 
个《阵8.可以证明 A 和 B 相似，即存在非奇异矩阵尸满足 B = PAP — 、因此，在 
GL(n, R ) 中共轭元是相似的. 

- 定义设 G 是銲且对所有 a€G, 定义共 軛映射& | G—G 为 

/«(«) ^ ««« ' 

命题 2. 94 (i>iJtG 是縟且«共蜓映射 y, | G—G 是一个同构. 

(ii> 共耗元素有相同的吩 . 

证明 （i> 若客， fc6G, 则 

(y, • / t )(a) = y „( hah '') = g ( hah ~' ) g ~' = ( gh ) a ( gft )~' = y,fc(a)i 
即， 

r« • y» = 7 m - 

于是每个 y, 是一个双射，这是因为 y, •)v=y l = i=y,-i •/,. 我们现在证明 y, 是一个 同构： 
若 a , 6eG, 则 

y*(a6) = g ( ai >) g ~' = ( gag ~')( gbg ~') = y ,( a ) y ,( b ). 

(ii) 设 a, 6 是共轭的，也就是说存在 g€G 使得即 6= y ,( a >. 因为 y, 是一个 
同构，所以由习® 2.69(H) 知 a 和 6 = y,(a) 有相同 的阶. ■ 

- 例 2.9S 定义群 G 的中心 Z(G> 如下： 

Z(G> = {* € G ' 对所有 g € G 有 zg = gx} ， 

即， 2(G) 是由 G 中所有能和任意元索交换的元索构成的.（注意等式邛 = g z 可以写为* = 
gzg -' , 因此 G 中没有其他元索和 z 是共轭的 .） 

我们证明 Z(G> 是 G 的 子群. 显然， 162(G ), 因为1与任意元索 交换. 若: y, zeZ (. G ), 
则对所有尽€6有外=似， zg = gz . 因此， （y*)g=y(zg>=y(gz> = (yg>s=g(>i；s〉， 所以 yz 
与任意元索交换， y*6Z(G). 最后，若 ze2(G >, 則对所有 geG 有邛=弘.特别地， zg ~' = 
g -' t . 因此， 

gz' = (.zg-'r 1 = (.g-'zr' = z-'g 

[我们利用了引理 2. 46, (afc)— 

中心 z ( g ) 是正规 子群： 若且 g eG , 則 

g ^ g ~' = 2 gg ~' = r € Z ( G ). 


_ 
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群 G 是阿贝尔群当且仅当 Z ( G )= G . 相反地，若 2< G > = {1}， 则称群 G 无中心.例如，易知 
2(&> =彳1}.亊实上，所有大的对称群都是无中心的，因为由习题 2.34 知对所有；有 
11661 Z ( S .) = {1}. ^ 

- 例 2. 96四元群 VgS 4 的正规子群.回忆 V 的元索是 

V = {(1),(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)}. 

根据命题 2. 32,两个对换的积的每个共軛元是另一个这样的元索.但是在例 2. 29中，我们看 
到 S « 中只有3个置换有这样的循环结构，所以 V 是 S , 的正规子群. 4 

- 命題 2.97 ( i ) 若 H 是群 G 中拍数为 2 的子群，則对任意 《eG 有 〆 6 H . 

(«>若 H 是蜉 G 中 栺数为 2的子稃，則 H 是 G 的正规子鮮. 

证明 < i ) 因为 H 的指数为2,所以仅存在两个陪集 H 和 a f /, 其中因此， G 是无 
交并 G = HUaH , 即 aH 是 H 的 补集. 取 g eG 但 g 任 H , 使得即存在使得 
类似地， 若 g l iH ， 则 〆 = aA '， 其中因此 

g — g ~' — <, ah )~' ah ' = h ~' a ~' ah ' = h ' h ' 6 H , 

矛盾. 

( ii ) 只须证明：若则对任意共轭元索正如在 （ i > 中所提到的， 
H 的指数为2是说是 H 的补集.现在，要么要么 若 g € H ， 则 gfcg — 1 6 

H , 因为 H 是一个 子群. 若 则记 g = a : t ， 其中 : r € H . 则尽 = a (： rAj： _l )<T 1 = 

ah ' a ', 其中 〆 6 H (因为 A ' 是 H 中三个元素的乘 积). 假设 的容 1 任 H , 则 ghg 、 
ah ' a -' eaH , 即存在 _ y € H 使 = ay . 消去 a 得 A ，。- 1 =>, WJ a = y -'/ i ， 6 H , 矛盾.因 
此，若则/■的每个共轭元都在 H 中. 即 /•/ 是 G 的正规子群. ■ 

- 定义由 GL (2, C ) 中的矩阵构成的价为8的群 

Q = {/, A , A , , A J , B , BA . BA , , BA , } 

_称为四元数群 e ，其中 I 是单位矩阵， A =[_? J ], B =[° ^]. 

读者应该注意 A € Q 的阶为4,因此 < A 〉 是阶为4的子群，因而指数为2,另一个陪集是 
B < A > = { B , BA , BA 1 , BA 1 }. 

例 2. M 在习题 2.86 中，读者可以驗证 Q 是阶为8的非阿贝 尔群. 我们断言 Q 的每个子 
群都是正规子群.拉格朗日定理是说 Q 的每个子群的阶是8的因子，所以子群的阶只可能是 

I、 2、4和 8. 显然，子群<1>以及阶为8的子群（即 Q 本身）都是正规子群.由命® 2.97( H ) 知 


㊀加、咸、乘.除（除数不为0>这四个运算可以从 R 推广到平面上，使得算术的所 有蕾暹 法则都成立.当然，在这个 
背景下，平面通常称为复数集 C. 哈密尔顿 (W.R. Hamilton) 发用 了一种方法，将这些运算从 C 推广到四维空间， 
使得算术的所有普通法 W 部成立（除了*法交後 律). 他称这些数”为 ■•四 元败 （quaternions〉” （来自拉丁文中意思 
是**四”的 词）. 通过给出四个特殊的四元组1, i，j, k 的积来碥定乘法. 

I* =-1 =J* = k*. 

U = ki Jl =—k* Jk * I| kj — 1| U= Ji jk =—J. 

所有非零四元数构成一个乘法群，且四元 数麝是 包含这四个元索的最 小子鮮 （玢为 8). 
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阶为4的子群一定是正规的，因为它的指数为 2. 最后， Q 中阶为2的元索只有一〖，读者可以 
很快验证之，所以 〈一 />是阶为2的唯一 子群. 但是这个子群是正规子群，因为若 M 是任意一 
个矩阵，则 M ( —= (一 DM, 所以 M( ——DMAT’s-Je 〈一 />• [习题 2.86 要 
求我们证明 〈一 f〉=2(Q>.] 4 

例 2.98 表明， Q 是非阿贝尔群，因为每个子群是正规的，所以它类似阿贝尔群.实质上 
这样的例子只有一个：其子群都为正规子群的有限群具有 QXA 的形式，其中 A 有特殊形式： 
A = BXC 的阿贝尔群，其中 B 的每个非单位元元素的阶为2, C 的每个元素的阶是奇数（直积 
AXB 将在下一节介绍）. 

拉格朗日定理是说有限群 G 的子群的阶一定是丨 G 丨的因子.这隐含着一个 问题： 给定 
I G | 的某个因子 G & 否一定有阶为 d 的子群？下面这个结论告诉 我们： 不一定存在这样 
的子群. 

— 命题 2. 99 交错群 A, 的阶为 12, 但它没有价为 6 的子群. 

证明首先，由习题 2.32 知 | 丨 *12. 假设 A , 有一个阶为6的子群则 H 的指数 
为2，由推论 2.97(i ) 知，对仟意 人有但是， 若 o 是一个 3 -循环置换，则《的阶 
为3,所以 a=d = (c» 2 ) 2 . 因此， H 包含每个3•循环 置换. 此与中有8个3-循环置换相 
矛盾. ■ 

命题 2. 124将证明：若 G 是阶为 ri 的阿贝尔群，则对 n 的每个因子 G 确实有阶为 d 的 
子群. 

习题 

H 2.64 角 断对错并说明理由. 

( i ) 若 G , ff 籌是加法群，則每个同态 H 满足： 对所有 X ， 有 / U + y )=*/(: r >+/(>>. 

( ii ) 函数/: R - R ■是同态当且仅当对所有 > r , 有 /(■ c +3 r >»/( x ) + /( y ). 

( Hi 〉 包含 Z - R 是加法群同态. 

( iv > Z 的子 W 彳 0} 与 S s 的子群彳（1〉丨同构. 

( v > 阶相同的任意两个有限群同构. 

( vi ) 若 p 是素败， W 阶为 p 的任愈两个群同构. 

( vii ) 子群 <<1 2)>*备的正規子鬌. 

( viii ) 子群 <(1 2 3)>是 S , 的正规 子鬌. 

(&>若6是群， WZ ( G )-<? 当且仅当 G 是阿贝尔鮮. 

( x >3 -循环置换 （7 6 5) 和 （5 26 34〉在 S , oo 中共轭. 

# H 2. 65若存在双射/: X — y (即，若 X 和 y 有相同的元素个数），证明存在同构 S x - Sy . 

2. 66设 G 是群. X 是集合， X 是双射.诬明， X 上存在一个运算使 X 作成群，且使得9>: 是 

一个 同构. 

•2.67 ( i ) 证明，同态的合成是间态. 

( ii ) 证明，间构的逆是间构. 

( iii ) 证明，在任意一族群上同构是一个等价关系. 

( iv > 证明，若两个群都与第 三个鮮 同构，两这两个群同构. 

明，群 G 是阿贝尔群当且仅当函数 /* G —* G , 是一个同态. 


國 


2. 68 
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*2.69 这个习埋给出了群 G 的一些不变 量. 设 /* G — H 是一个 同构. 

( i ) 证明，若 a € G 有无限阶， W / U ) 有无限阶，若《的阶为 fi ， 則 /( a ) 的阶为由此得出，若 G 有 
一 个元素的阶为《，而 f / 没有阶为 n 的元 索， WG ^ H . 

( ii ) 证明，若 G 三 H , 鼷对 jGI 的每个因子 G 和 H 有相同个败的阶为々的元素. 

2,70 ( i ) 证明，每个満足丨 G 丨 <6的鮮 G 是阿贝尔群. 

< ii > 求出两个阶为6的非间构群. 

2.71 证明，阶为4的二面体湃与4元群 V 同构，阶为6的二面体群与 S 3 同构. 

_ -2.72 证明，阶为 2 n 的任意两个二面体群同构. 

•2. 73这个 d 题是给熟悉 nXri 矩阵（看例 4.66) 的读者做的.定义甬败/ : S a - GL (»«, R ), /, 0 卜》 P ,， 其 
中厂是一个矩阵（称为 置換矩 是用 a 置换 单位矩阵丨的列而得到的矩阵. 证明 /是5« •与 
GL («, R ) 的一个子鮮之间的同构. 

2. 74 < i 〉 求一个子鮮满足 H 兰 V 但 H 关 V . 

( ii > 证明 （ i > 中的子群 H 不是正规子群. 


H 2.75 设 G 是群 fia , 66 C . 证明，和 Aa 有相 R 的阶. 

2. 76 ( i > 若 H 是个 同态且 j ：€ G 的阶为证明，的阶为 m , 其中 m U . 

( ii > 若/ • —个网态且 （ICI . I HI )-1. 证明，对所有 xeG 有 

• 2 . 77 H ( i ) 证明特殊卍交 ff SO (2, R > 与循环群夕同构. 

( ii > 证明，平面 h 嫌谢点的所有旋转在合成运算下作成一 个群. 且与 SO (2, R > 同构. 

H 2. 78设 G 是系数在 Z 中的关于 * r 的所有多项式构成的加 法湃， H 是所有正有理数构成的乘法群.证明 
GSH. 

•2. 79 证明， 若 Hft —个子群，满足对每个 Wh WH 是正规子群.（其逆命« 
巳在引理 2. U 2 中证明 .） 

2. 80证明，群 G 的任意族正«了•群的交还 ft G 的正规子孵. 

2.81 定义 W _<(1 2> d 4>>, 即 S •的由 （1 2)(3 4〉生成的循环子群.证明 W ft V 的正嫌子群，但是 W 不是 


&的正规子群.由此得出正规性不旎 传递： 不一定能推出 K <1 G . 


设 G 是有限乘法群. E 明，若丨 G 丨是奇数， W 每个有唯一的平方根.利用习题 2. 45得出恰存 


在一个使得 〆 — J ：. 

H 2.83 给出…个群 G , —个子» 和一个元索 / r € G , 使得 [G • H ]_3 和 〆 硭 


•2.85 


证明， GL (2. R ) 的中心是所有饨 ft 矩阵 
设•/•是一个”次 本鱖单 位根，定义 A _=[^ 


构成的集合 • 其中《关0. 
；]-=[： :]- 


( i ) iE 明， A 的 阶为; 》, B 的阶为 2. 


( ii > 证明， BAB = A -». 

H ( iii ) 证明，形如 A 1 和 BA 1 的矩阵构成乘法子群 G < GL (2, C ), 其中 

< iv ) 证明， G 中每个矩阵有形如的唯一表达式，其中《«0, 1. 0< i < n . 由此得 | G |«2 n 和 
G=Du- 


*2. 86回忆四元数群 Q (定义见例 2. 98) 是由 GU 2, C ) 中的8个矩阵构成的， 


Q = { J , A ， iV ， A ，， B ， BA , BA 2 , BA 3 }, 


厂 0 







H ( i ) 证明. Q 在矩阵乘法运算下县來阿贝尔群. 

( ii > 证明， 一 J 是 Q 中阶为2的唯一元索，而所有其他元索满足从 1 = 一/. [170| 

( iii > 证明， Q 有阶为2的唯一子群且它是 Q 的中心 • 

( iv ) 证明，〈一 D 是中心 Z ( Q ). 

•H 2.87 证明，四元败群 Q 和二面体群 D , 的 阶郎为 8且不同构. 

2. 88设 G 是由两个阶为2的元索生成的有限群 • 证明存在某个 n >2 使得 G 兰/ 

*2.89 ( i > 证明， A a 是 S , 的阶为3的唯一子群. 

H ( ii > 证明，是&的阶为12的难一子鮮.（在习埋 2. 135中，这个结论可从艮和推广到对 S * 和 
A w 成立， h >3.) 

•2.90 ( i ) 设乂是由所有形如的 2 X 2 矩阵构成的集合，其中•证明乂是 GL (2, R > 的子群. 

明必： Aff ( l , R >，4, / h ^ A , 是一个同构，其中 / Or >-< iJr+rt 见例 2.48( iv >]. 

H ( iii ) 通过 it 明穸 • 2(2, R )— R ). 9 iM )^ QMQ ~ l . 是一个间构，其中 Q = ^ 

Q ^ = [_ : 来证明 随机群 S (2, 10[见习鼷2.48]与仿射群4(〖(1, R ) 同构. 

H 2.91 证明， 对称辟 S <*,> 与 S * 的一个子》网构，其中 x •是止”边形. 

2. 92群 G 的-个自网构是指同构 G - G . 

( i ) 证明，群 C ； 的所有 A 冏构构成的集合 Aut ( G ) 在合成运算下作成群. 

( ii ) 证明， r » C -^ Aut ( G ), 典卜 ft— 个 网态. 

( iii ) 证明， kcrr -2( C ). 

( iv > iE 明 ， imyd Aut ( G >. 

2. 93 设 G 是群，证明， Aut ( G >_ U > 当且仅当 I G | <2. 

2. 94 设 C 是阶为 ” 的有限循环群， ff 明，丨 AuKO I •♦(«) •其中欧拉笋由数. 

-2. 6商群 

我们将利用模 m 同余来构造群.一旦做 a 了，我们将能够利用群的理论证明费马 定理. 

这种构造的原型是用给定的群去建立一个新群（叫做商群）. 

回忆一下，给定 w>2 和 aez, 则 U 棋 m 的问余类是 Z 的子集 [a]: 

[ a ] 苗 {b € Zib = a mod m ) 

= {a + kmtk ^ Z ) 

={ …， a — 2 m 9 a — iw ， a，ci + m，ci + 2 m ，•••}• |171| 

— 定义所有模 m 的同余类构成的族称为横 m 整数类，记为 

例如，若 m = 2, _[0]={6€Z*6=0mod2} 是所有偶数构成的集合， [l]=W€Z:6e 

@今天，用 Z 表示所有整败构成的集含被广泛地接受，且模 m 螫数类的两个很流行的记兮是 Z / mZ 和 2*. 两个记号 
部有优点：第一个记号使人想起 该麻是 Z 的 齑群. 但是该记号有点笨第二个记号很*凑.但是会引起麻煩， 

因为当 m 是索败/> 时. 它被败论学家们用来表示所有分母与 P 互索的有理数 （ P 进分数环).实际上，许多数论学 
家用 Z , 表示/»进整数环.为*免可龅出理的麻煩，我 fl 引人记号 !-• 



1 mod 2> 是所有奇数构成的集合.注意到 [2] = <2 + 2 A » 也是所有偶数构成的集合，所 

以[0] = [2].事实上， [0]=[2]=[—2]=[4] = [— 4] = [6]=[— 6] = .... 

注给定 m ， 我们可以得到 Z 的由 m 生成的循环子群 < to >. 在例 2.18( ii ) 中，我们看 
到同余类 0] 正是陪集 <! + <»«>. 

记号 0] 是不完善的，因为它没有提到模 m : 例如， I :中的 [1] 不同于 I ,中的 [1] (前者是所 
有奇数构成的集合，后者是 { l +3 i : 46 Z } = { …， -2, 1, 4, 7, •••}). 这不会引起麻烦， 
因为我们通常一次只处理一个如果存在引起麻烦的危险，如在定理 2. 128中，我们将用 
[ a ]_ 表示1_中《的同 余类. 下面这个命埋是引理 2. 19关于等价类的特殊情形. 

-• 命鼉 2.100 在 I ■中，0] = 0]去且仅垂 mod TO . 

证明若 [ a ]=[6]， 則 a 6[ a ]， 由传递性知， a 6[ a ] = [6]， 因此 o =6 modm . 

反之，若 c €[ a ]， 则所以由传递性知 mod m . 因而 [ a ] Q [6]. 根据对 
称性， 6= amodm ， 由此得 [6] G [ a ]. 因此 [ a ] = 0]. ■ 

总之，命理 2. 100是说，若用同余类代替数，则数之间的模 m 同余可以转化为相等. 
特別地，在1_中[“]=[0]当且仅当 a =0 mod m , 即 [ a ]_[0] 当且仅当 m 是“的因子. 

命雇 2. 101 给定 m >2. 

11721 ( i ) 若 a € Z ， 則存在 r 使得 [ a ]=[ r ]，0^ r < m . 

( ii ) 若 W [ 〆 ] 尹 [ r ]. 

( iii ) I _ 松有 m 个元青，即 [0]，[1 ]， …， [m — l ]. 

证明 （ i ) 对每个 a € Z ， 除法算式给出 <i = gm + r ， 其中 0< r < m ， 因 llti a — r = gm , aE 
r mod m . 因此 [ a ]=[ r ], 其中 r 是 a 被 m 除后的余数. 

( ii 〉 由命理 1. 58( ii ) 知 r'_r mod m . 

< iii ) 由⑴知 U 中每个元素 O ] 取自序列 [0], [1], [2], …， [ m -1]. 由 （ ii ) 知这 m 个元 
索没有重复. _ 

我们将让 I •带上加法运算使之成为一个阿贝 尔群. 命 @2. 100是说， U 中 [ a ] = [6] 当且 
仅当 a = fcmodm , 所以 DOei 有许多 名称. 我们给1_定义的运算将依赖于名称的选择，所以 
我们不得不证明这个运算是定义良好的. 

引理 2.102 若 則*教 a I I - XU — I -, 

a([a] ， W) = [a + 6 ]， 

是1„上的一个运算. 

证明为看出 a 是（定义良 好的〉 函败，我们必须证明，若 [<0 = [< j '] 和[6] = [6'],则 
<*(!>]， M >= a ([ V ]， O f ]), 即 [ a +6]=[ a '+6']. 但这正是命题 1. 60( i >. ■ 

- 命麵 2. 103若》»>2, «1_是加法循环鮮，其 fr 为 m , 生成元为 [1]. 

证明仅在这个证明中，我们用田表示同余类的加法 运算： 

«([ a ]，[6]) = [ a ] 田 [6] = [ a +6]. 

由普通加法满足结合律得运算田满足结 合律： 

[ a ] 田 （[6] 田 [ c ]> =[ a ] 田 [6 + c ] 
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=[a + (6 + c)] 

= [(a + b) +c] 

= [a + 6] 田 [c] 

= ([«] 田 M) 田 W. 

由普通加法满足交换律得运算田满足交 换律： 

[a] 田 [6] = [a + 6] = [6 + a] = [6] 田 [a]. 11731 

单位元是 [0]: 因为0是 Z 的加法单位元，所以 

[0] 田 [a] = [0 + a] = [a]. 

[a] 的逆元是[一 a], 因为一 a 是 0 在 Z 中的加法逆元，所以 

[—a] 田 [a] = [― a + a] = [0]. 

因此，是阶为 m 的阿贝尔群.它是由 [1] 生成的循环群，这是因为若 0<r<m, 则 
1>] = [1]+〜+ [1]等于 r 个 [1] 相加. ■ 

读者应当注意到1«的群公理是从 Z 的群公理中“遗传”过来的. 

以下是群I ■•的另一种 构造. 定义为集合 {0, 1 ，…， m-l >, 并在上定义一个运 


算为 


[ a+b 若 a + 6 <»n — 1» 

a 田6 = j 

\ a + b ~ m 若 a 十 6>m — 1. 

尽管这个定义比我们刚才的做法更简单，但是结合律的证明是非常冗长乏味的.这个定义使用 
起来也更笨拙，因为证明通常要分情况讨论（例如，见例 2. 90). 


我们现在停止使用记号田，将用 

[a] 4- [6] <= [a + 6] 

表示1„中同余类的和. 

推论 2. 104 阶为 m>2 的掮 坏#都和 1_ « 构. 

证明在例 2. 90中，我们已经看到阶相同的两个有限循环群同构. ■ 

我们现在讨论乘法. 

- 命 )8 2. 105 函教广 I.XI.— I., 

/<<[ a ]，[6]> = [ a *]， 

是 L 上的一个运算.这个运算满足蛄合律和交扶律，且 [1] 是单位元. 

证明为看出户是（定义良 好的〉 函数，我们必须证明，若 [ a ] = [ a '] 和 [6] = [ f ]， 则 
^([ a ], [«)= 〆 [<»']，[6 ， ]),即 [«6]=[« V ]. 但这正是命鼉 1.60( ii ). 

仅在这个证明中，我们用13表示同余类的 乘法： 

〆 [«*]， [6] > = [ a ] 因 [6] = [ a *]. 

由普通乘法满足结合律得运箅 ia 满足结 合律： 

[a] BK[6] H[c]) =[a] Bl[6c] 

= [ a (6 c )] 

= [( a 6) c ] 


ES 
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= [ oi ] B [ c ] 

= ([a] B[6]> 0W. 

由普通乘法满足交换律得运算 B 满足交 换律： 

[ a ] H [6] = [ afc ] = [ Ao ] = [6] B [ a ]. 

单位元是 [1]: 因为对所有有 

[1] H [ a ] = [1«] = [ a ]. ■ 

我们现在停止使用记号将用 

W 0] =[必] 

表示 I ■■中同余类的枳，而不用 0] I 3[6]. 注意到， U 在乘法下不作成群，因为有些元索没有逆 
元，例如 [ 0 ]. 

- 命题 2.106 ( i > 若 ( a , ; n > = l , 則关于[工]的方程 [ a ][ x ]= l >] 在 I •中有 解. 

( ii ) 若/>是素教，则 I , 中所有非零元素构成的集合 Ii 是 fr 为 p_l 的来法阿贝尔鮮. 

证明 < i > 由定理 1.69 知，当 ( a , m > = l 时，同余方程 mod m 有解，也就是说，当 a 
和 m 互索时，关于|>]的方程 [ a ]0] = [6] 在 I ■•中 有解.（回忆 一下，若 M + ftn = l , 则 [ x ] = 
[*&]•> 

( ii ) 假设 m = p 是 家数. 若 0< a < p , 则 ( u . p) = l, 且由 （ i > 知方程 [ u ] I >] = [ l ] 在 I ,中有 
解，即 [ a ] 在 I ,中有逆元.这样我们就证明了 I ?是阿贝尔群.它的阶是 A —], 因为它是从 I , 
_ 中去«[0]得到的. ■ 

我们将在定理 3. 55中证明，对每个索败/>， IJ 是循环群. 

我们现在给出费马定理的一个新的证明，它完全不同于前面定理 1.64 所给出的证明 • 

- 推论 2. 107( 费马定 理1 若/•是素教且 a ez . 則 

a f ^ a mod p. 

证明根据命题 2. 100,只须证明 I ,中 [ a 1 = [ a ]. 若 O ] = [0], 則由命题 2. 105得 
( V ] = [ a ? = [0]» = [0] = [ a ]. 若 [ a ]#[0], MCa ] GI ?, 这里 I , x 是1,中非零元索构成的乘法 
群.由拉格朗日定理的推论 2.86 知 [ a ]» '=[1], 这是因为 II ? I = p ~\. 等式两边乘以 [«] 
得到 [ a ’] = [ a ]’ = [“]. 因此 a *= amodp . ■ 

注意： 若不是索数，则 Ii 不是群：若 m = a 6, 其中 1<« j , b < m , 则 [ a ], [6] 6 1：. 
但是它们的积 [ a ] I >] = [ a 6]=|>] = [0]« K . 我们定义 I ?的一个类似物，使之能用来推广费 
马定理. 

- 定义设 l /( U 是中所有有逆元的同余类杓成的集合，即，若存在使得 [ s ][ a ] = 
[1] ， «[a]ei/(I_). 

- 引理 2. 108 ( i ) l /(/.)-{[ r ] ei . ■ ( r , m ) = l }. 

( ii ) l /( I „> 是阶为 #( m ) 的乘法阿 Jl 尔鮮，其中 Wm ) 是欧拉 t 函數. 

证明 （ i ) 设 £：=<!>]€ : ( r , m ) = l >. 若 [ r ] eE ， 则 （ r , m) = l, 所以存在整数 5 和》 
使得 sr + fm ^- l . 因而 sr=l mod m_ 因此 [ Jr ]=[ s ][ r ] = [ l ], 所以 [ r ]€ l /( 乙〉. 对于反包含， 
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假设 [ r ] ei /( U , 即存在 [ s ] et / (乙)使得 [ s ][ r ]=[ l ]. 但是 [ J ]|>]=|>"] = [1]， 所以 m |( sr — 
1>,即存在整数 f 使得加=«■— 1. 由习埋 1.56 知 （ r , m ) = l , 所以 [/■]€£：. 

( ii ) 由习题 1. 58知，由 （ r , m ) = 1 = (/, m ) 可推出 （ r /, m) — 1. 因而，由 [ r ]，[ r ]6 
U ( I »> 推出 [ fOOKrr ' klKL ), 所以乘法是 l / d ) 上的一个运算.命题 2.105 表明，乘法 
满足结合律和交换律，且单位元是 U 〕. 由命题 2.106( i ) 知，关于的方程 [ r]|>；l = [ l ] 
有解，即每个 [ r ]€ U (乙） 有 逆元. 因此17(/_：>是阿贝尔群，由命题 1.42 知.其阶为 
I 1/(1.) I =Hm). ■ 

若；》是素数，则 1， U ( I ,) = /；. 

- 定理 2. 109( 欧拉定理}若 < r , w ) = l , »4 

r*'"' = 1 mod m. 

证明若 G 是阶为 n 的有限群，则由拉格朗 H 定理的推论 2.86 知，对所有有 〆 =1. 
这里，根据引理 2. 108,若 [ rOetKL ), 则 [ riT — stl ]. 用同余记号时，这是说： 若 (f, w )= 

1.则 ^""=1 mod m . _ 

例 2. U 0 容易看出 

U ( I .) - <[1],[3],[5],[7]}兰 V , 

因为[5]*-[25]面 [1], [7]*-[49]-[1]. 

另外， 

U < Ii .) * <[1 M 3]，[7]，[9]>3 L ， 

因为[3]，=[81] = [1]，而「3]*=「91 = [一 1] 关 [1]. ◄ 

- 定理 2. 111( 威尔逊定理1整數 p 是素教当且仅当 

(p — 1 >! =— 1 mod p. 

证明设/>是一个素数.我们可以假设因为 1 = — 1 mod 2.若 a ,， a :, …， a , 是 
有限阿贝尔群 G 中的所有元索 的一个 序列，則乘积 a ,〜•••<«, 等于所有满足 U 2 = l 的元索<1的 
乘积，这是因为其他元素和它的逆元抵消了.因为是素数.所以由习题 1.88 知1?仅有 
—个元索阶为2,即[一 1]. 于是珍中所有元索的乘枳[(/>_1>!]等于[_1].因此（夕_1>!= 
—1 mod p. 

反之，若 （ w - l )! s -1 mod m, 則 （ m , ( m - l )!) = l . 假设 / n 是一个合数，则存在整 
数 a 满足 aim , l < a < m - l . 因为“丨 a ! ,所以 a | 因此是 m 和 （ m _ 1 > !的 

公因子，矛盾.因此 m 是素数. ■ 

注像欧拉定理推广了费马定* 一样，我们也可以推广成尔逊 （ Wilson 〉 定用 
代替 U ( I ,>. 例如，我们可以征明，对所有 m >3, 恰有3个阶为2的元 

素，即[一 1], [1 + 2- —_] 和[一 （1 + 2- — J ]. 于是，所有奇數 r 的乘枳模2•同余于1， 

其中 l < r <2", 这是因为 

(- 1 )< 1 + 2 -- , )(- 1 - 2 -- , > =(1 + 2 --* )* 

= 1 + 2" + 2*--* = 1 mod 2". 

因为同态》•: Z - I ., a *^[ a ] 是一个满射，所以等于 imir . 因此，1„中每个元索形 

如: r ( a ), a€Z , 且) r ( a >+ jr ( M =) r ( a +6). 根据加法群 Z 来描述加法群 I - 的方法可以推广到任 
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意群，而不一定是阿贝尔群.假设 /< G — H 是群 G 和 H 之间的一个满同态.因为/是满射， 
所以 H 中每个元素形如 /( a ), a ^ G , 且 H 中的运算是 /( a >/(6) = /( a « ,其中 a , 56 G •现 
在 K = ker / 是 G 的正规子群，我们将单独由 G 和 K 重新构造 

设 5( g ) 是群 g 的所有非空子集构成的集合，我们先介绍 5( g ) 上的一个运算.设； f , ye 
5( G ), 定义 

XY = {xy IX e X,y e V }. 

这个乘法满足结 合律： XCYZ ) = U ( yz ) • x € X , y eY , z € Z ), CXY ) Z ={ Uy>z « x 6 X , 
y 6 V , zeZ ), 而 G 中结合律成立，所以 = 

这个乘法的一个例 子是： 单点子集和子群 H < G 的乘积是陪集 flH . 

第二个例子，若 H 是 G 的子群，则 

HH = H. 

因为子群在乘法运算下封闭，所以当 A , h ' eH 时 因此对于反包含，设 
heH , 则办=九1€»//(因为 ieH ), 因此 HSHH . 

在 5( G ) 中，两个子集 X 和 y 可能満足夂换律，即使它们的组成元索不交换.例如，取 
X = Y = H , 这里 H 是 G 的一个非阿贝尔 子群. 还有一个更有趣的例子：设 G = S ,, 
K =<<1 2 3)>. 现在 （1 2) 不能和 （1 2 3>€ K 交换，但我们断言 （1 2 )/C = fC(l 2>. 

- 引理 2.112 蜱 G 的子群 K 是正规 子蜱当 且仅当对每个 66 G 有 6 K = K 6. 

证明设敁 6 WC . 因为 K 是正规子群，所以 6 W le / C , 不妨设所以 
bk = (,bkb ') b = k ' b ^ Kb , 所以 6 KGK 6. 对于反包含，设 W 6 K 6. 因为 K 是正规子群，所以 
'=6-'* AGK , 不妨设 因而 Kb ^ bK . 

因此，当 K < JG 时 6 K =/ C 6. 

尽管充分性已在习题 2.79 中出现过，但我们还是在这里证明 一下. 假设对所有有 
bK = Kb . 若 mbx ^： bK = Kb , 因而存在/€尺满足 fer = x >， 使得•因 
[ T 751 此 K < IG . ■ 

由引理 2. 112知，若 K < G , 剐 K 在 G 中的左陪集是 K 在 G 中的右陏集；其逆命题是习 
0 2.107. 

以下是由一个给定群构造一个新群的基本方法. 

- 定理 2.113 设 G / K 是群 G 的子觯 K 的所有陪集构成的族•若 K 是正规子縟，則对所有 
a , 66 G 有 

aKbK = abK , 

且 G / JC 在该运算下作成群. 

注群 G/K 称为 G 模 K 的商 群. 若 G 是有限群，《 G/K 的阶丨 G/K 丨等于指教 
[G < K ]= I G | / | K | (大概，这就是之所以叫商群的原因 吧）. 

证明两个陏集的乘积 ( aJO (6 K ) 可以#作是 《 S ( G ) 中4个元索的乘积.因此，根据定理 
2.49,半群 5( G ) 中的结合律给出了广义结 合律： 
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iaK ) ibK ) - a (. Kb)K - a (. bK)K = tAKK = abK , 

这是因为 K 是正规的，所以由引理 2.112 知， 对所有有 Kb = bK ， 又因为 K 是子群，所 
以 KK=K. 因此， K 的两个陏集的乘积还是 K 的 陏集， 因此 G/K 上的运算得致了定义.因 
为 5(G〉 中乘法满足结合律，所以等式 X(YZ> = (XY)Z 成立，特别地，当X， Z 是 K 的陪 
集时，等式 X<YZ) = (XY)Z 也成立，因此 G/K 上的运算满足结合律.单位元是陪集 /C=1K, 
因为 （lKKWO = lWf=6K- aK 的逆元是 a _l K, 因为 (<r， 因此， G/K 
是一个群. _ 

- 例 2.114 我们证明 ：商群 Z/<m> 正是1«，其中 <m> 是由正整数 m 的所有倍数构成的（循 
环）子群.因为 z 是阿贝尔群，所以<»»>—定是正规 子群. 集合 Z/<m> 和1„是一样的，因为它 
们是由相同的元索 构成： 陪集 <»+<m> 是同余类 U]* 

a + < m > = {a + fe « ! *6 Z } = [ a ]. 

它们的运算也是一 样的： ZA » n > 中的加法是 


(a + <»i>) + <6+ <»«>) = (.a + b) + <w> j 

因为 a +< m > = [ a ], 所以上式正是 0] + 0] = [ a +6], 即是 I ■中的 求和.因此， I •等于商群 

Z /( m ). 4 

以下是命琎 2.93< ii ) 的逆命 《• 回忆引理 2.82( i ): 若 K 是 G 的子群，则陪集 aK 和 6 K 相 
等当且仅当 Va € K . 特别地，若 fc = l , 则 aK = K 当民仅当 aeK . 

- 推论 2.115 每个正规 子解都 是某个 B 态的核. 

证明若 K < JG , 则定义自然峽射) r « G — G / K , »< a )= aK . 有了这个记号，公式 aKWC = 
aWC 可重写因此 / r 是一个 （满） 同态.因为 K 是 G / K 的单位元，所以由 
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引理 2. 82(»知 

ker>r = {a ^ G « ir (<>) = = {a ^ C ' aK = K > — K . _ 

下面这个定理告诉 我们： 每个同态可以产生一个同构，且商群仅是同态的象.诺特 
( E . Noether , 1882—1935>强调了这个亊实的重要性 • 

- 定理 2.116( 第一 同构定班） 设 / iG — H 是一个《 态 ，！ H 

ker /< G 3 . G/kerf = im /. 

具体地讲，若 ker /= i (, 则函教 G / K—p ai (卜 》/( a ) 是一个 同构. 

证明在命题 2.93( ii > 中我们已经看到， K = ker / 是 G 的正规 子群. ？》是定义良好 的：若 
aK=bK, 则存在 使得 a = W ， 又因为 /( A > = 1, 所以 /( a ) =/( M > = /(«/(*) = /( W . 
现在证明？■是一个同态.因为/是同 态且？ )(《 K )=/< a >, 所以 

<p(,aKbK ) = <p{obK) = /( ofc ) = /( a )/( ft ) — <piaK'><p(.bK'i. 

显然对于反包含，注意到若; y € im /， 则存在 a € G 使 ; y = /( a ), 所以>= 
/( a ) =<p(.aK). 因此 是满射. 

最后，证明 p 是单射.设 yUK ) =?>(«{>, 则 /( a > = /(6), 则 
f(b-'a), 因此 ft - iaeker / a / f , 由引理 2. 82 U ) 知 aK = WC , 所以？>是单射-因此 fG / K — 
im / 是一个 同构. ■ 
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注右图椹绘了第一同构定理的证明，其中 > r : G — G / K ， 贫 ： a w a / C 是自然映射 • 

给定同态 />G—H, 我们应当立即去求它的核和象，第一同构定理 f 

进一步给出一个同构 G/ker/ 兰 im/. 因为同构的群之间没有太大的区别， C ^~ ~ p h 
所以第一同构定理还说明了商群和同态象之间没有很大的区别. *x c y * 

例 2.117 我们再看一下例 2.90, 它证明了任意两个阶 为 /n 的循环 


群是同 构的. 设 G=<a〉 是阶为 m 的循环群，則定义一个同态/ | Z—G , 对所有有 
fin )= a \ /是满射（因为 a 是 G 的生成元），由引理 2. 53知 ker/={ n eZ « a - = l> = <w>. 第 
—同构定理给出一个同构 Z/<m> 兰 G. 这样，我们证明了阶为; n 的循环群和 Z/<m> 同构，因此 
任意两个阶为 m 的循环群相互同构.因为例2.114表明2/<«〉= 1 - ,所以阶为 m 的循环群和 
I- 同构. < 


例 2. 118商群 R/Z 是怎样的？定义 /• R—S 1 为 


/ « x e 2 * 1 * , 

其中 S 1 是 圆群. 由正弦和余弦的加法公式知/是一个同态.即 /(x+i0=/(x>/(;y >. 映射/ 
是满射，且 k«/=U€Ri eWscosBiHr+isinZwsI }. 显然. Z Cker/, 这是因为若 n€Z, 
W /(n) = e l '" = l. 对于反包含，若 1 = /U> = e&, M cos2iw = 0 = sin2irr 迫使 j •是一-个整 
败.因此 ker/=Z, 且由第一同构定理知 


R/Z^S 1 . _ 

我们很自然地会问：当 H 和 K 都是子群时，是否还是子群？一般地， HK 不 一定是 
子群.例如，设0_5,, H-«l 2)>, /C-<(13>> ，则 


HK = {(1),(1 2),(1 3),(1 3 2)} 

不是子群，否则与拉格朗日定理 矛盾. 习題 2. 106给出了子群 H 和 K 的积 HK 仍为子群的一 
个必要充分条件. 

命 B2.119 (i) 若 H 和 K 是群 G 的子鮮且其中一个是正规子觯，刻 HK 是 G 的子群，并且 
HK = KH . 


(ii) 若 H 和 K 都是正婕子缚，也是正规子觯. 

证明 < i> 首先不妨设 K<|G . 我们断言 HfC = KH . 因为 K <] G ， 若则 〆 = 
hkh_ l 云 K，R 


hk = hkh 'h = k'h 6 KH . 

因此， HKCKH. 对于反包含，則应是 M = = (注意，时，可以 

用同样的方法证明 HK = KH.) 

现在证明 hk ■ 是 子群 . 因为且 ie«: ， 所以 i=i*ieHK. 若 hkeHK ， 则 (wr 1 : 
k 'A 'eKH=HK . 若 hk, h t k,^HK , 则 fc ， '/Wi, 且 

hkhtk , = W ,( A ,= (« i ,)(*>!> 6 HK . 

因此， f/K 是 G 的子群. 

(ii> 若 geG, 则 


ghkg ~' = (. ghg -' Hgkg -') e HK. 
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因此， HK<\G. U 

以下是一个有用的计数结果. 

命題2.120{乘积公式）设 K 是有限群 G 的子群，則 

|HK||HnK|==|H||K|, 

其中 HK={hk - heH, k € K }. 

注因为我们没有假设 ff 或 K 是正規子解，所以子集 H / C 不一定是子群. 

证明定义函数/: HXfC - H / C , f ：( h , k ) h ^ hk . 显然，/是满射.只需 证明： 对每个 
有 | | = | HflK I ,其中 f ' U ) = {( h f ife )6 HXK « /(/», k )= x ) [因为 

HX / C 是无交并 [J /^ (: r > ， 其阶为丨 HK 丨丨 H 门 K I 

我们断言，若^=从，则 

厂， （ JT > = {(.hd.cT'k) > d e H DK). 

每个 ( hd ， < r l *)6/-'( i ), 这是因为 /( W , d ' k ) = hdd~'k = hk = x . 对于反包含，设 
a ’， * , )€/ _, < x ), 则 = 因此 A ' h '^ kk ' ' eHC \ K , 称这个元索为 c /, 则*’ = / id , 
k'=d ' k , 所以 ( A ', 〆 )《! 于等式右边.因此， 

I f-'(x) i = i uhd.d-'k) > de h r\ k) \=\ h r\ k \, 

因为 d I _*> 是一个双射. ■ 

下面的两个结果是第一同构定理的变形. 

-* 定理 2.121( 第二同构定 瑗1 若 H 和 K 都是* fG 的子群， H < JG , « H / C 是子縟， 

且 

K/(H n K) ^ HK/H. 

证明我们先证明 HK / H 是有意义的，然后描述其元家.由于 H <3 G , 命题 2. 119表明 
HK 是子群.从一个更一般的亊实中可得 H 在 HK 中的正 规性： 若 H < S < G 且 H 在 G 中正 
规，則 H 在 S 中正规(若对每个 g 6 G 有 gAg / H , 則对每个有 

我们现在证明每个陪集 xHef / K / H 有形式 *6 K . 当然， xH=hkH, 其中 A 6 H , 
*6 K . 但是对某个 有从 所以 hkH = kh’H =kH. 

于是函数 /i K ^ HK / H , f ' * 是满射.另外，/是一个同态，因为它是自然映 

射扣> G — G / H 的限制.由于 kenr = H ， 所以 k «/= Hf |/ C , 所以 HflK 是 K 的正规子群.由 
第一同构定理知主 H / C / H . _ 

当有一个子群是正规子群时.第二同构定理绝出了该特殊情形时的乘积 公式： 若空 
HK/H, 则 |K/(HnK)| = IHK/H | ,所以 |HK | IHRK I = |H ||K | . 

- 定理 2.122( 第三同构定理）若 H 和 K 都是群 G 的正规子群，，則 H / K < JG / 

K , 且 

( G / K )/( H / K ) S G/H. 

证明定义/» G / K — G / H , aK 注意到/是一个（定义良 好的〉 函数，因为若 

a '€ G 和 a ' K = aK , 所以 a H = a ' H . 容易看出/是满同态. 
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因为当且仅当 a eH , 所以 ke r /=//// C , 所以 H / K 是 G / fC 的正规子群.由于/ 
是 满射， 由第一同构定理知 (G/K>/(H/fO 兰 G/H. ■ 

第三同构定理是容易记住的：分式 ( G / iO /( H / K ) 中的 K 可以约去.在证明了第三同构定 
理之后，我们就能更好地欣赏第一同构定理了. （ G / fO /( H / K ) 的元素是 H / K 的陪集，这些 
陪集的代表元本身是陪集 ( G / JO 的.第三同构定理的直接证明是令人厌烦的. 

下面这个结果描述了商群 G / K 的子群，它可以看作是第四同构定理.回忆一下，利用直 
接象和逆象，函数/> x—y 在 X 的子集和 Y 的子集之间建立 联系. 我们现在把这个观点应用 
_ 到 /• G - H 是同态这一特殊悄形中. 

若 G 是一个群，且 K<JG, 则设 S«ib(G; K> 表示 G 的包含 K 的所有子群 S 构成的族，设 
Sub(G/K) 表示 G / K 的所有子群构成的族. 

- 命題 2.123( 对应定理） 设 G 是一个縟， K<JG. 

(i) 函教 Sub(G» K)—Sub (G/K), S S/fC 是 双射. 

(ii> 记 S/K 为 S *, 則 Sub ( G t K) 中 T<S<G 当且仅当 Sub(G/JO 中 ：T < S * , 此时 

[ s ' t ]=[ s * « r .]. 

(iii)Sub(G, IO 中 r<]S 当且仅当 Sub(G//Q 中 T - <IS-, A 时 S / T ^ S . / T .. 

证明 （i) 设 • SulKGi K )— Sul >( G / fO 表不函数 4 >i S 4 S / K (用常规方法检验： 若 S 
是 G 的包含的子群则 S / K 是 G // C 的子湃). 

为看出少是单射，我们先证明若 K < S < G 則 ; r ^( ShS , 其中 > mG - G / K 是自然映 
射.和通常一样，根据命埋 2.14(iii), 有对于反包含，设 aer—YS), 则存在 
*65^^)=^). 于是 Hienr = K , 所以存在战 K 有 = 但是 K < S , 所以 a = i 4€ S . 

现在假设 irOaKS ^), 其中 S 和夕都是 G 的包含 K 的子群(注意 WS ^ S / K ), 则 
所以5=幺， 因而* 是单射. 

为看出4>是满射，设 I； 是 G/K 的子群.根据例 2.92(iv), fWLO 是 G 的包含 K = 
«rH({l}> 的子群,且根据命題 2.14(ii) 知 

( ii ) 命题 2.14( f ) 表明由7"<5<0可以推出77尺=»(了><»(5> = 5/«.反之，假设 
T / K < S / K . 若 ter , 則 fKer // C < S / K , 所以存在 *€ S 有 tK = A . 因而存在 *€«：<5可 
使得《=从，所以 tes . 

对于 G 是有限群这一重要的特殊情形，我们证明 [ s > T]=[S- . : r] 如下： 

[ S . « T *] = | S * I / I T * I 

=I S/K I / I T/K I 
= C | S |/| K |)/(| TI / IKI ) 

=| S |/| T | 

=[S I T ]. 

_ 为证明 [ s : t ]=[ s ^ ■ r ] 在一般情形中成立，只需证明形如 s ： r 的所有陪集构成的族和形如 
fT 的所有陪集构成的族之间存在一个双射，其中 j € S , j - 6 S -. 读者可以验证 sTh ■+ 
> r < s ) T - 是这样的 双射. 






( iii ) 第三同构定理表明，若丁 <] S , 则 7 VK 〈 S / f (和 （ S //0/( T / K ) SS / r , 即 S _/ T •兰 
s / t . 还要证明若 t -< is •則 r < is , 即若沒了和 S es 則 sa — wr . 现在 
j ts ~') = *(*)*(«)*(*)'* € x(.s)~' = T * » 

所以如 - 1 ejrw T*)=r. ■ 

对待商群时，我们通常会说 G/K 的每个子群有 S/K 的形式，其中 S<G 是包含 K 的唯一 
子群，而不明显地提到对应定理. 

- 命 S2.124 (i) 若 G 是有限阿贝尔群，/>是丨 G| 的素因子 ，則 G 含有阶为 p 的元索. 

<ii> 若 G 是有限阿贝尔鮮，則对丨 GI 的每个因子 rf, G 有阶为 d 的子缚. 

证明 （i) 我们对 n= |G| 应用归纳法证明，若/>是丨 GI 的索因子，则 G 中存在阶为 p 
的元索.基础步骤成立，因为1不存在索因子.对于归纳步骤，选取阶为 t>l 的元索 
aeG . 若 p|i, 不妨设允，则习® 2.40 是说V的阶为 />• 若 pH 则考虑循环子群》= 

(a>. 因为 G 是阿贝尔群，所以 H<]G, 所以商群 G/H 存在. 注意丨 G/H 丨 =n/t 被 p 整除， 

所以由归纳假设知存在阶为/«的元索 WfeG/H. 若6的阶为 m, 则 G/H 中有 (6H>"=fc"H = 

H, 所以由引理 2.53 得/>丨 ni. 我们回到了第 一种情 形. 

<ii > 现在对应用归纳法 6 E 明一般结果.基础步骤 d=l 显然成立，所以我们可假设 
d >\, 即可假设 d 有一个索因子，不妨设为/ >. 根据归纳法， G 含有一个阶为 p 的子群 H •因 
为 G 是阿贝尔群，所以商群 G/H 有定义.另外， | G/H | « | G 丨 /p, 所以 （d/p) 丨 
I G/H | . 由归纳假设知存在子群满足 | S’ I = d / p . 根据对应定理，存在一个中 
间子群 S (即 H<S<G> 满足 =S/H. 因此 | S | =/> I S* | =/>• idlp 、= d . ■ 

命® 2. 124的 （i) 推广了柯西定理，即定理 2. 147,该定理 是说： 若/>是 I G | 的索因子， 

其中 G 是任意有限群，不必是阿贝尔群.則 G 有阶为 p 的元索.但是 （ii> — 般情 况下不成立： 

命题 2.99 表明， A, 是阶为12的群.但没有阶为6的子群. 

以下是由两个给定的群构造一个新群的 另一种 方法. _ 

- 定义若 H 和 K 都是觯，则它们的亶积，记为 HXK, 是由所有有序对 （fc， 幻构成的集 
合，其中 A6H, k€K, 带上 运算： 

=* (M’ ， kk'h 

验是#[单位元是 （1. l)ia, *)-'=(* ', /TOJ 是常 规的. 注意 HXK ■是 W 
贝尔群当且仅当 H ■和 K 都是阿贝尔鮮. 

- « 2. 125四元群V 与同构•读者可以验证函数/« V~*I,XI 2 是一个同构，其定 
义为 

/•⑴ — （[0]，[0])， 

/« <12)(3 4) h > ([1],[0])， 

/« <13)(2 4) ([0],[1]>, 

/» (1 4)(2 3) (-*• ([1]，[1]). < 

我们现在对直积应用第一同构定理 • 

- 命题 2.12«设 G 和 G' 都是群， K<]G 和 K'<1G' 却是正规 子蛘. 《KXK' 是 GXG' 的正 
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规子群，且存在同构 

(G X G")/(KX K ') ^ ( G / K ) X ( C / K '). 

证明 G / K 和 〆 ： G *— G 7 K ' 都是自然映射.读者可以验证/ • GXG *—< G / K ) X 
( C / K '), 

/ ! (.gtg ) y -*(. K ( g ), K (. g ')) = (.gK , g ' K ') 

是一个 满同态.且满足 ker /=/ fXi ('. 由第一同构定理得到 了我们 想要的同构. ■ 

以下是直积的一个性质. 

- 命题 2.127 若 G 是包含正 说子群 H 和 K 的群，满足 HfliC ={ l 丨和 ffK = G , « G 兰 

HXK . 

«明 ^ g € G = HK , mg = ht . 其中 A 6 H , *6 K . 我们先证明，若则分解式 
是唯 一的 . 若 hk = h ' k ’ ，則 — 因此 fc '= A , k '- k . 现在可以 

定义函败 HXK , 9 (. g ) = ih , k ), 其中 h ^ H . A € K . 为看出 y 是否是同态， 
ma 设 〆 =/* v ， 所以 gg '= hkh ' k '= hh ' kk ，. 因而 >=^(*^'4')， 这个式子不方便计算•假 
设我们知道了若和 A 6 K 則从=从，则可以继 续得： 

< p ( Mh ’ k ’、= v (. hh ' kk ') 

= ( A ,*)( A ， ,* / ) 

= tp { g )< p(.g ). 

设 A € H , *6 K . 由于 K < JG , 所以所以 （ A 姑 • 1 >； T 1 € K . 由于 H < JG ， 所以 
kh-'k '6 H , 所以 Aa / TUeH . 但是 HfliC = ⑴， 所以 hktrj =1, hk = kh . 

现在？>是满射，因为若 ( A , *)6 HXK , 用元索 g =/ ukeG 满足 *)• 最后，若 
?>( g ) = ( l , 1). 则 >{= A *, 其中 A = 所以 *=1. 因而1«卬=<1}, ^•是单射.因此史是 

一个 同构. ■ 

命埋 2. 127中的所有条件都是必需的.例如，设 G = S ,， H =<(1 2 3)>, JC =<(12>> ，则 
S 3 = HK , ( l } = HflK , H < S ,, 但是 K 不是正规 子群. S , 兰 f / XK 不成立，因为 S , 不是阿 
贝尔群，而阿贝尔群的直积 HXK 是阿贝尔群. 

-• 定理 2. 128 若 m 和; I 互素•則 

U ^ Lxl .. 

证明我们记 I •和 I . 的元索分别为 [ a ]„ 和 [ a ].. 容易证明/< Z - LXl ,， 

[«]•), 是一个同态.我们断言/是一个 满射. 若 （[«_, CcDeLXI ., 則应用中国剩余定理 
(因为 m 和”互索>知，存在整数 a 满足 ([>]■, [ c ].) = ([ a ]., [ a ].) = /( a ). 现在 aeker / 当且 
仅当《«€<»»>门< ”〉.但是，命题 2. 80是说 <» t>n <”> = </>,其中 /= lcm <> n ， 根据命题 1.56 
知，由 m 和 n 互素得 lcm {» w , n )= mn , 所以 ker /=<»» n >. 根据第一同构定理，函数 g i Z /< mn >— 
( Z /< ff »>> X ( Z /<”>>， g : [ a ],〉， 是一个同构.因此 ■ 

例如，有 I « 兰 I 2 Xl 3. 注意，若^和”不互索，則不存在 同构. 例 2.125 表明 V 兰 
但 V 与1»不同构，因为 V 没有阶为4的元索. 
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根据命題 2. 74,若且 < a 〉 兰 I .,則^的阶为 n . 现在定理 2. 128可以说成是，若元索 
a 和6交换且它们的阶 m 和^互素，则的阶为 mn . 让我们给出这个结果的直接证明. _ 

命题 2.129 设 G 是群，元素 a , 6 €G 交換且阶分别为 ni 和 n . 若 （ m , n ) = l , 的降 

为 mn . 

证明由于 a 和 6 交换，所以对所有 r 有 （ a 6 Y =« W , 所以 （ a 6)™= a ~6- = l . 只* 证 
明，若 ( a 6)* = l , 则若 l = U 6>*= a *6*， 则由于 a 的阶为所以有1 = 
a - =6-*. 由于6的阶为 n , 由引理 2.53 得 n | mife . 因为 （ m , n ) = 1,所以由推论 1. 40得 
n | k. 类似的讨论得； nil 最后，习 tt 1.60 表明 mn I 夂因此是 a 6 的阶. ■ 

以下是命题 2. 75的变形. 

- 命题 2.130 若 G 是一个有限阿贝尔群，对丨 G | 的每个素因子/>有唯一的 Ifr 为/•的子群， 

則 G 是循坏鮮. 

证明选取阶(不妨设为 n ) 最大的元索 a ^ G . 若/•是丨 GI 的一个索因子，則设 C = C ，是 
G 的阶为 p 的唯一子群.子群 C — 定是循环群，不妨设 C =< f >. 我们通过证明 C €< a > (因而 
C « a >> 来证明丨 n . 若 （ p , n ) = l , 根据命 B 2. 129,則 c a 的阶为与 a 是阶最大的 
元索矛盾.若/ >| n , 不妨设 11 = /^,則 V 的阶为 p , 因而它位于唯一的阶为户的子群 < c > 中. 

因此.对某个丨有^匕现在 （ i ， p )*= l . 所以存在整 数“和 u 使得 l*=ai + x ； p , 因而 c = 
c - + ^ =f . c ， = e - 因此， a -= f -= c ，所以 <； e < a >. 于是 < a > 含有满足 j /= l 的每个元索 
x ^ G . 

若<«!>=0, W 我们证完了.因此.我们可以假设存在 66 G 满足 6€< a >. 现在 … =ie 
< a >. 设★是满足的最小正 整数： 

ft* = a\ 

注意*丨 | G | ,因为 ★是 G /< a > 中 6< a 〉 的阶. 当然， A 乒1,所以存在分解式* = pm , 其中 p 
是索数.现在有两种 可能. 若 Pi 9,则 9= P « 且 

6^- = 6* = a * = 

因而 = 所以因此 6_ e < a >, 这与是满足这种性质的最小指数矛盾. 

第二种可能是/>/<?,此时 (/>, 9 ) = 1.因为存在整数 J 和 t 使得1 =矽+岣，所以 
a = = a' f a'' = a. ， b_ = (WT. 

因此《= 〆 ，其中 x = W , 因为 pin , 所以可以应用习题 2. 41,习題 2.41 是说 a •的阶比 a 
的阶更大，矛盾.我们得 G *=< u >. ■ _ 

命题 2. 130对非阿贝尔群不成立，因为四元数群 Q 就是一个反例；它是阶为8的非循环 
群，有唯一的阶为2的子群. 

以下是直积在数论方面的应用. 

推论 2. 131 若 ( m , n ) = l , M , 其中 # 是欧拉 函教. 

证明 e 因为 m 和”互素，所以定理 2.128 的证明表明， g •: Z /< mn > —( Z /< w >) X 
( Z /<«», g > [ a ].), 是一个 同构. 若 U ( L > = {[ r ]6 L : ( f , m ) = lh 则由 


e 计算较少的证明 SL 习 *3.54( iii > 
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引理2.108知|170 1 > = Hm ). 因此，若我们证明了 gO/O^DsLKDXl/a)， 则有 

^(mn) = | 17(1^,) | = | 《（ 1/(1_ 霜 ）〉1 

=1 1/(1.) X I/O.) | = | I/O*) M f/a) 1= *(m)#(n). 

我们断言 若 o：U€i/(u )， 则存在使得 

W_»KU=[i]««， 且 

容([必]_> = ([<i6]« # [a6].) = ( [a]« [6], » [a], [6],) 

= ([aL»[a].)([6] l „,[6] 1I ) = ([1]_，[1],). 

因而， [l]^[<*]_[>]_• [l]. = [a]„[6]., 所以度 （[a]_) = ([aL，[a],) 6 l/(U) X 17(1„) , 
g(U(U.)XU(L)XU(U. 

对于反包含，若 〆 [ c ； L > = (|>] 胃， [ c ].)6 l /( L ) Xl /( U ， 则我们必须证明 [ cl ^ eiKU 〉. 
存在 ixueu 满足 [ c ]_[ d ： U =[ i ： L , 存在 •满足 [ C ],0： U »[1： L 因为 g 是满射，所以 
存在 6€ Z 满足<[>]«， w _>, 所以 

^([1]-) = *= <W-W-*W.[6].) = 度 (Ol^OI^〉. 

因为 g 是单射，所以[1]_=1>]_|>]„，因此 W_ec；(U>. ■ 

现在定义几个群的直积. 

— 定义设 《,,•••, 都是群，則它们的宜积 

H, X ― X H m 

是所有 n 元组 D 构成的集合，其中对所有I 有 带有两两坐标乘积 运算： 

Uh ， … ， hjih’i ， ••• ， 〆■) = Ch l h’" ： . ， h m h’ m '). 

_ 基本定理即定理 6. 11 是说，每个有限阿贝尔群是一些循环群的直积. 

习题 

H2.95 拜 断对错并说明理由. 

(i> 若 U 中 [«]-[«• 則 ■办. 

(i»)I»-^Z • [a]H> 是一个 同态. 

(iii> 若 Z 中 WL 中 

<iv> 若 G 是群且 K<3G, »存在核为 K 的同态 G—G/iC. 

<v> 若 G 是群且 K<1G, 則每个同态 G—G/fC 的核都是 K. 

(vi> 阿贝尔群的商群都是阿贝尔群. 

(vii) 若 G, H 都是阿贝尔群，刪 GXH 是阿贝尔 ». 

(viii) 若 G, H 都是循环群， WGXH 是循 环鮮. 

(ix) 若群 G 的每个子群都是正规子«,則 G 是阿贝尔群. 

<x) 若 G 是群， PIUKIG 和 G/ 彳 USG. 

2. 96 钲明 1/(1,) 兰I •和 

2. 97 ( i > 若 H , K 都是屏，不用第一同构定理，明 -(( A , 1) «办€//>和 K * - { C 1, *) » 都是 

HXK 的正规子群，并且 H 三 H •和 fC ^ K ' 

(ii) 不用第一同构定理，证明 /* H-(//XIO//r • /(A) = a, 1)K- ,是一个同构. 

H (iii) 利用第一同构定理证明 f <1 (HXIO 和 （f/XiO/K* 
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# H 2. 98 若 G 是群且 C?/Z(G〉 是循环群，其中 Z(G) 表示 G 的中心，证明 G 是阿贝尔群，即 G=2(G>. 由此得 
出，若 G 不是阿贝尔群， WG/Z(G> 不是循环群. 

•H2.99 设 G 是有限群，/>是索数，的正规 子群. 证明，若丨 ff I和丨 G/H \ 都是的幂，則丨 G 丨 是夕 
的幂. 

H 2. 100称群 G 是有限生成的，若存在一个有限子集 XSG 瘸足 G-<X>. 证明，有限生成的阿贝尔群 G 的每 
个子群本身是有限生成的.（若 G 不是阿贝尔群，則此命埋不成立 .） 

•2.101 (i) 设 it * G—H 是一个满同态，且 k«nr»T . 设且对每个选取元索心 € G 使得 
>r(g,)=x. 证明 G 是由 TUU, :x€；0 生成的. 

(ii) 设 G 是群且 T<JG . 若丁和 G/T 都是有限生成的，证明 G 也是有限生 成的. 

*2.102 设 A, B, (:都是群， a ，私 y 都是同态且若 0 是满同态，证明 kwy= fl (lw 讲 • 

A— 

\卜 

C 

2.103 设 A, B 都是群，和都是正规子 », «x * 是一个同态且满足皮. 

(i> 证明 a. • B/B 7 , a . aA ^ aU )^, 是一个定义良好的同态. 

(iDii 明，若<> 是满间态，明 a. 是满同态. 

(iii> 举个例子， * 是单同态，而 《». 不是. 

2.104 (i>ff 明 Q/Z(Q>SV, 其中 Q 是四元数群， Vft 四 元孵. 由此得出，一个非阿贝尔群通过它的中心得 
到的商群可以是阿贝尔群. 

(ii) 证明 Q 没有和V同构的子鮮.由此得出，商孵 Q/Z(Q) 与 Q 的子鮮不同构. 

H 2. 105设 G 是有限群且 fC<G. 若 （|K| • [G«K])-1, tt 明 K 是 G 的阶为丨 fC 丨 的难 一子 *»• 

•2.106 设 H, K 都是群 G 的子群. 

H(i) 证明 HfC 是 G 的子孵当且仅当 HIC = Kf /. 特別地，若对所有/和走€尺 有从 期条件 

成立. 

(ii> 若 且 2明 HK^HXK. 

•2.107 证明引理 2. 112的逆命緬：若 K 是孵 G 的子屏，且毎个左》集 afC 等于一个右»集 /C6, WK<G. 

2. 108设 G 是群，并把 GXG# 作是 G 和自身的 直积. 若乘法# « GXG—G 是一个群同态，证明 G —定是阿 
贝尔群. 

•2.109 推广定理 2. 128 如下. 设 G 是一个有限（加 法〉 阿贝 尔屏， 阶为 mn , 其中 （ m , n )- l . 定义 
G _ * {g € G * g 的阶丨 m } 和 G _ = U € G » A 的阶丨 》*>• 

(i> 证明 & 和 G , 是满足的子鮮. 

(ii) 证明 = « g€C. 和 AeCU. 

(iii> 证明 

•2.110 (i)i£ 明，若整败 m 的索分解是;《 •，则 

L ^ I # ；i X — X I/., 

从而推广了定理 2 . 128. 

(ii) 证明，若整数 m 的索分解是 m = …々， W 

C/(L)S C；(4；i > X …X1/0^ >, 


从而推广了推论 2.131. 
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2.111 ( i ) 设/>是素败，证明多(夕）=夕(1一 + ). 

h ( u ) 若正整数/»的所有不同索因子是/»,,外，…，九， a 明 

= /»( i -女 )(1 —長) 一(1- 圭). 

[ml H2 . 112 设 /> 是奇索败，并假设对有 a , s lin odp . 证明存在一对不同整数 f 和） 使得蝻 eja , mod /*. 
*2.113 若 G 是群， X ， ： y 6 G , 定义它们的換位子为:定义換位子子解 t 为由所有換位子生成的子 
群（两个换位子的积不一定是换位 子〉. 

( i ) 证明 G^G 

( ii > 证明 G / G 7 是阿贝 尔鮮. 

(出>若^»* G -- A 是一个 M 态，其中 A 是阿贝尔 《, 证明 （ T < ke r 户反之，若证明是 
阿贝尔群. 

( iv ) 若 证明 

—2.7 群作用 

鬣换群引导我们研究抽象群 • 下面这个结果是凯莱 （ A . Cayley ，1821—1895) 得到的，它 
表明抽象群与置换之间的关系并不疏远. 

— 定理 2.132( 飢菜 } 每个群 G 是（同构 于） 对称鮮 S c 的一个子群.特别地，若 G 是阶为 n 
的有限群，則 G 是的一个子群 同构. 

证明对每个定义“平移” r . G , 对每个 iCG 有 q (: r >= a x ( 若 a 关1,则 n 不 

是一个同 态). 对 a , 66 G , ( r . • n )( x ) = r .( r * Cx )) = r .(6 x )= a (6 j ：) = ( a 6) x = r ^( x ) ,所以 

r . r » — r <*. 

于是每个^是双射，因它的逆是 r„M 

r . r . > = r . ■ = r t = l c » 

所以 r , es c . 

定义 fiG -^ Sc ，9>( a > = r •，则 

f >( a ) f (6) = r . r * = r _* = q >(. ab ), 

所以是一个同态.最后.是一个单射.若？则 r ,= r ,, 因此对所有有 
r .( x ) = r ,( x ). 特别地，当 ： r=l 时，得 a =6. 

后一个命题可由习题 2. 65得到，它是说 ： 若 X 是集合且 | X |= n , 则 S x 兰 S ,. ■ 

读者可能注意到，在凯莱定理的证明中，置换 r . 正是 ( J 的乘法表中的第 0 行. 

说真的，凯莱定理本身只能让人引起一点兴 S , 但是，完全一样的证明在更大的环塊中却 
_ 起更大的作用 • 

- 定理 2.133( 陏 集表示定理）设 G 是群， H 是 G 的子群且有有限指数 n , 則存在一 个网悉 
<pt G — S . 满足 ker ^ H . 

证明即使 H 可能不是正规子群，我们在这个证明屮仍然记 G 中 H 的所有陏集构成的族 
为 G / H . 



于是每个是双射，因为它的逆是 

r«r • 觀 = r_-i = ri = 1 «/h » 

所以 r «6 S G / H . 定 X<pt G， Sc , h ， f ( fl ) = r a •则 

< p { a )< p (. b ) = r . r * = = < p ( ab 、 ， 

所以妒是一个 同态. 最后，若 aeker ^， 則所以对所有 G 有 r.(ifO 
特别地，当1=1时，得到 = 根据引理 2.82( i >, 得 a €/ f . 结论可由习题 2. 65得到， 
因为 | G/H | =n ， 所以 Sc /H ^S m . ■ 

当 H = M 1} 时，这就是凯莱定理. 

我们现在将阶为1到7的所有群分类.根据例 2. 90,每个阶为索数/>的群与1,同构，所 
以对同构来说，只有一个阶为 P 的群.在1到7中，2, 3, 5, 7这四个数是索数，所以我们 
只看阶为4和6的群. 

- 命题 2.134 每个阶为4的群 G 与 L 或 V 同构.另外， I * 和 V 不同构. 

证明根据拉格朗日定理， G 中除了 1之外每个元索的阶为2或 4. 若有一个阶为4的元 
索，则 G 是循 环群. 否则，对所有有: r 2 = l , 所以习题 2. 44表明 G 是阿贝 尔群. 

若选取 G 中不同元索 I 和: y ， 它们都不是1，则我们可以很快验证 ■ r ： y €< l , x , 〆 ，因而 
G = HtXtytxy ), 

容易看出，双射 / : G — V ，/(1) = 1， /< x)*=(l 2)(3 4), /( y ) = (l 3)(2 4), fUy) = 
(1 4)(2 3), 是一个同构，因为在这里，任意两个阶为2的元索的积是另一个阶为2的元索. 

我们在例 2. 91中已经看到 L 0 V . _ 

- 命 H 2.13 S 若 G 是阶为6的群， 《 G 与1«或5 3 同构. e 另外，1«和^不同构. 

证明根据拉格朗日定理，非单位元元素的阶只可能是2、3和 6. 当然，若 G 有一个阶 
为6的元素，则 d 现在习题 2.46 表明 G —定含有一个阶为2的元素，不妨设为 L 令 
T=<t>. 

© 酿莱在 18 S4 年写的一篇文章中陈述了这个命题.但是，1878年他在（美 M 数学 杂志》 中写道：•一般问 * 是求出所 
有阶为 n 的群I…若》_6, _存在三个鬌 | 一个是 

1, a . •«. « 5 , a 4 . « 8 

另两个是 

U P, 铲， •， 硪，< ^*1). 

即在第一个屏中有 诈， 而在另一个隳中我 fl 有硪一舡-霣莱歼出了!^ UXI 3 和 S s . 当然， 
甚至荷马也同意这个论述. 
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因为 [ G , T ] = 3, 所以 T 的陪集上的代表元是一个同态以 G — S wr ^ S s ,且满足 k er(0 < 
T . 因此， ke V = U } 或 ke V = T . 在第一种情形中， p 是一个单射，因而它是一个同构，这是 
因为 I G | =6= | S , I . 在第二种情形中， kerp = T , 所以 T<G 且商群 G/T 有定义.在第二 
种情形中，我们还将看到 G 是循环群.现在 G/T 是循环群，因为 |G/r|=3, 所以存在《€ 
GWt & G / T ={ T , aT , a * T }. 另外，是置换 

_ [T aT 
^ ~ ItT taT 

因为 t € T = ke V , 所以矜 是恒等函数.特别地，根据引理 2.82( i ) 知，所 
Wa — wGTsU , 但是所以 = 即 ta = at . 现在 a 的阶为3或 6( 因为 
a # l 和 d # l ). 不管哪种情形，我们都断言 G 有一个阶为6的元索.根据命理 2. 129,若 0 的 
阶为3,则 如 的阶为6[只要注意到 ( a *)* = l ， 且对 i <6 有 (如 >'尹1].因此， G 是阶为6的循 
环群，且 d 


表 2-4 


B 的阶 


显然1«和 S, 不同构，因为一个是阿贝尔群而另一个不是. ■ 

由这一结果得出I•望的另一个证明（见定理 2.128). 

将阶为8的群分类是很困难的，因为我们还没有发展出足够的理论.（见作者的另一本书 
《高等近世代数户中的定理 5. 83.〉阶为8的非同构群仅有5个，三个是阿贝尔群，即 I,, I.XI, 
和 IzXhXIn 两个是非阿贝尔群，即 D, 和 Q. 

我们可以继续讨论更大的阶，但是亊情很快会得不到控制，如表 2-4 所示（图中败的计算 
[1941 很复杂）.阶<2000的非同构群的数目由欧布莱恩 
(E. O'Brien > 找到. 米科沃 （ A . Mclver ) 和诺伊曼 
(P.M* Neumann) 证明了，对大数 n, 阶为 n 的非同构 
群的数目大约是其中 MW 是”的索分解中的 I 2 

最大指数. 8 5 

群是通过抽象出置换的基本性质而产生的.但是， 16 14 

置换有一个重要特征在群公理中没有被 提到： 置换是函 ^ 267 

数.我们将看到，当恢复这个特征时会产生一些有趣的 12 8 2 328 

结论. 256 56 092 

在给出下面这个定义之前，让我们先给出-个= ；；；：；3：5« 2 

号.两个变量的函数 o > xxy-z 可以看作是一个变童 - 

的函数构成的单参 数族： 每个; r€X 给出一个函数 t Z , 即 >0. 

-* 定义 若 X 是集合， G 是解，称 G 在 X 上作用 e , 若存在一个函數 a i GXX— X (称为一 
个 作用）满足 

( i ) 对 A 6 G 有 a * • a * ; 


© 本帛中文飯巳由机械工业出版社 出®. —-編舞注 
㊁若 G 在； C 上作用 •_ 我们邇常称； C 为一个 G- 集含. 
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(ii) fl , = lx. 即恒等函教. 

若 G 在X上作用，则我们通常记为 &r. 用这个记号时公理 (i) 为〆 = (劝) x. 

当然，每个子群6<5 ){ 在X上作用.一般地，群 G 在集合X上的作用对应于同态 
G-^Sx. 

- 命 *2.136 若X是群 G 在集合X上的一个作用，《裒4心定义了一个同态 
G -* S X . 反之，若 fi : G— & 是一个同态，« GXX-^X, pCg f x) = B(g)(x ), 是一个國 
作用. 

证明若 X是一个作用，则我们断言每个〜是X的一个置换.事实上，其逆 
为丨，因为<^,丨=0^ ，=ai=lx. 于是 A:G-*>Sx， A ( g )= a g ,是一个 函数. 由公理 （i> 知 
A 是一个同态： 

A ( gh ) = a t h = a t • ak — A ( g ) • A ( h ) * 

反之，给定一个同态一 S x , 则函数 /?: GXX — X , p ( g , x ) = B ( g )( x ), 是一个作 
用.根据我们前面给出的记号，则 A = 13( g ). 因此， 公理⑴ 只是说 • B (/0 = B ( gA ), 

因为 B 是一个同态，所以公理 (i> 成立.因为每个同态把单位元映为单位元，所以 B(l>»lx， 

公理 (ii) 成立. ■ 

凯莱定理是说，群 G 通过（左)平移在自己上作用，该定理的推广形式即 W 集表示定理（定 
理2.133>表明， G 通过(左)平移也在子群 H 的陪集族上作用. 

- 例 2.137 我们证明 G 通过共轭在自己上作用•对每个定义 a, * G—G, 

a t ( x ) — gxg _、• 

为验证公理 (i), 注意到对每个 z6G， 

(a # • oa)(x) ~a g (an(x)) 

= a 眞 ( hxh _ l ) 

= g ( hxh ^ l ) g~ l 
^( gh ) x { ghr l 
= a _ (x). 

因此 《, • aK = a ^. 

为证明公理 (ii)， 注意到对每个: r€G, 

ai(x) = lxl -1 = x f 

所以 ◄ 

以下是两个基本的定义. _ 

- 定义若 G 在X上作用， Ax6X, «:r 的轨道，记为 CKx >, 是指 X的子 集： 

o(.xy = igx * g ^ G) c x» 

X 的稳定化子，记为 G ,, 是栺 G 的子 觯： 

G x = <^ 6 G « g-x = x} < G. 

容易验证点: r 的穗定化子是 G 的子群. 



让我们求出上面例子中的轨道和稳定化子. 

例 2. 138 (» 凯莱定理是说 G 通过平移匕《 _r 在自己上作用.若則轨道 

OU )= G , 这是因为若则 ^=(^-*)1 z 的稳定化子 G, 是 U}, 这是因为若 i = 
r .( x )= ax , 则 a = l. 当存在某个 xeX 使得 0( j :> = X 时，我们说 G 在X上可迁地作用 • 

(ii> 当 G 通过平移^ »4：« 在 G/H (子群 H( 不一定正规）的陪集族）上作用时，轨 

道 CKxH)=G/H , 这是因为若则 | k gH. 因此 G 在 G/H 上可迁 
地 作用. x/J 的稳定化子 G,„._rH_r _1 , 这是因为 axH = :cH 当且仅当 _r —H 当且仅当 
xHx~ l . 4 

例 2. 139设\=<«>, V,.货，％}是正方形的顶点集，并设 G 是在； f 上作用 的一面 体群 
D 8 ，如图 2-17 所尔（为明显 起见， 图中的頂点标注为0，1，2，3，而不是V。， Vi ，巧， Va). 

0_ I 3_0 2_3 I _2 

3 - 2 j 1 I 1^ - I。 J '' ^3 

0_3 2_I 1_0 3_2 

, S 2 3 0。 瓜 。日， 

W2-17 二面体群认 

G =< 旋转 t (l) l («gV|ViVl)>(VoVlKViV]) l (t^tl3l4V|)} U 
11971 { 反射 1 (ViVs>，（Vbt»j)， （货 Wi)(x»iVi>， （切 iWjXwiWi )}. 

对每个顶点存在使得^1/。=!；,,因此 0(%> = X 且 D, 可迁地作用 • 

w> 的稳定化子是什么？除了单位元，只有一个 D 丨固定 u 。 ，即因此 
Gb 是阶为2的子群.（这个例子可以被推广到对正;I边形作用的二面体群 D:..) 4 

- 例 2. 140设 G 通过共轭对自己作用.若 x€G, 則 

O ( x ) = 6 G « y = axa~ l ，对某个 a ^ G ) , 

此时 CKar) 称为 j： 的共軛类，通常记为例如，命题 2.33 表明，若 aCSp 則 0 的共轭类由 
S. 中与 o 有相同的循环结构的所有》换构成. 

若 xeG , 則工的稳定化子是 

Cc(ar) = {g 6 G » gxg ' 1 = x>. 

G 的这个子群由所有和 i 交换的 g€G 构成，称为 G 中 i 的中心化子. ， 

例 2. 141设 X={1, 2,…， n}, «»eS., 并把循环群 G=<<»> 看作是在； f 上作 用. 若 
X,则 

0(0 = {«*(«) > A e z K 

设 0 = 队…氏 （ 0 )是 a 的完全分解，并设 i = i 。 被 移动. 若含有 i 。 的循环置换是 = 
(io«i-«V-,), 则定理 2.26 的证明表明，对所有 *0—1 有 “=</(“）. 因此， 

0(0 = {««*«!»•••.tV-i}» 
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其中 /=i。. 于是 10(1)1 =r. 若固定6则/的稳定化子 G, 是 G, 若 tr 移动6则它是 G 的 
一个真子群. 4 

群 G 在集合X上作用可给出X上的一个等价关系.定义 

y 当且仅当存在 g € G 使得 : y = gj ：. 

若 AX ， 则 Lr =: r ， 其中 1€ G ， 所以 《 r = ar , 因而=有自 反性. 若 x ^ y , 則： y = fr , 则 
Cgx) = Cg^*g)x = lx = x, 

所以和7三1，因而三有对 称性. 若和 >» = z， 則存在 g，A€G 满足 y = •和 
z ^ hy , 所以2：=/^ = /*(以> =(/^)：1：和 :r = Z , 因此三有传递性，因而它是一个等价关系. 
x6X 的等价类是它的轨道，因为 

[x] = € X * 3» = — ig^ 1 ^ € G> = Oix). 

— 命题 2.142 若 G 在集合X上作用， WX 是执道的无交并.若X是有限集，則 

IX|=2l 0( x t ) I, 

其中： C, 是从每个轨道中选取的. 

证明由命睡 2. 20可得此结论，因为轨道构成；（的一个分类.第二个命题给出的计算是 
止确 的：轨 道是不相交的，所以X中没有元索计箅了两次. ■ 

以下给出了轨道和稳定化子之间的关系. 

— 定理 2.143 若 G 在集合X上作用且: rGA •，則 

I CKx) I - [G « G,] 

是穗定化子 G, 在 G 中的指教. 

证明设 G/G T 即6中0,的所有陪集构成的族（我们既没有假设 G, 是正规子群，也没有 
假设 G/G, 是 群〉. 我们将展示一个 双射？ =• CKd—G/Gp 并由此得到结论，因为根据拉格朗 
日定理的推论 2.84 有 | G/G, I -[G • G,]. 若； yeC7(x >, 则存在茗 € G 有 y = fir ： r . 定义 
9 >( y )= 〆 ^. 现在妒是定义良 好的： 若存在使得 y = A _ r , ' gx = x , h ' g ^ G ., 因而 

hG ,= gG ,. 为者出是单射， 假设？ >(>)=?>(*>, 则存在 g, A€G 满足; y-ga:. z = hjr 和 
gG r — hG X f 即于是 / T 1 器: r = :r， 所以 y = gj = /ij： = z. 最后，穸是一个满射：若 
gG,6G/G ,, 则设: y=fr€CK«r), 并注意到〆>0 =於,. ■ 

在例 2. 139中， D 8 在一个正力形的四个角上作用，我们看到 | O ( vo ) I =4, | | =2 

和 C^]=8/2=4. 在例 2. 141中， G=<a〉<S. 在久={1, 2, …， n} 上作用，我们看到， 
在 er 的完全分解 (T = 负…中，若 r- 循环 ft 移动/，则对出现在 ft 中的任意/有广= 
I 0(/) I . 定理 2. 143是说 r 是 a 的阶为 A 的 因子. （但是定理 2. 55吿诉我们更多信息 ：是是 
分解中出现的循环置換的长度的最小公倍数 .） 

— 推论 2.144 若有限群 G 在集合X上作用，«任意轨道中的元素的个数是 |G| 的因子. 

证明这可由定理 2. 143和拉格朗日定理立即得出. _ 

— 推论 2.14S 若: r 位于有限群 G 中，《 or 的共耗的个數是其中心化子的 栝數： 

| x c | = [G * Q ； (x)], 


_ 


因而它是丨 G 丨的因子. 


晒 
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证明和在例 2. 140中一样，： r 的轨道是它的共轭类而稳定化子 G , 是中心化子 
C <；( x ). ■ 

例 2. 29中的表 2-1 展示了 S , 中有相同循环结构的罝换的个数是1, 6, 8, 6, 3. 注意到 
每个数都是丨 S « | =24的因子.例 2.30 中的表 2-2 展示了 S s 中相应的数，它们是1, 10, 
20, 30, 24, 20, 15,且所有这些数都是 I Sj 丨=120的 因子. 我们现在把这些子集当作共轭 
类，且下面的这个推论解释了为什么这些数整除群的阶. 

- 推论 2.146 若 a 6 S ,, 則 S , 中和 a 有相同循环结构的置換的数目是 n ! 的因子. 

证明只要我们回忆一下命题 2. 33,它是说 S , 中的两个置换在 S , 中共轭当且仅当它们有 
相同的循环结构，则由推论 2. 145可立即得出结论. ■ 

当开始对阶为6的群分类时，我们断言任意这样的群有阶为3的元索（我们能够利用前面 
的一个习埋断言阶为2的元索存在).我们现在证明每个有限群 G 含有阶为索数 p 的元索，其 
中 Pi I G | [当 G 是阿贝尔群时，此 为命題 2.124( i >]. 

若群 G 中元索 i 的共轭类仅由 _ r 构成，则 gzg : t 与每个交換，即 : re 
Z ( G ). 反之，若 Mx c = {*>. 因此，中心 Z ( G ) 是由 G 中其共轭类只含一个元索的 
元索构成的. 

- 定理 2.147( 柯西）若 G 是一个有限蛘 ，其价 可被*数整除，《 G 含有阶为 p 的元素. 
证明我们对丨 G 丨应用归纳法来证明这个定理.基础步骤 I G 丨=1显然成立，因为1没 

有索因子.若 x € G , 则 _ r 的共轭的个数是 | / | =[G | CoU 〉], 其中 CcOr ) 是 G 中 z 的中心 
化子.若 a ：€ Z < G )， Wx 6 至少有两个元索，所以丨 Cc (: c > | < | G | . 若对某个非中心元索 I 
有/>丨丨 CoU ) | ,则归纳假设是说 Ci ；( x )< G 中存在阶为/■的元索，則我们证明完毕.因此， 
我们 可以® 设对所有非中心元索 xeG 有/>/ | Co ( x ) I . 由于 I G | =[Gi Cb ( x )] | &(*> | , 
由欧几里得引理得 

p I [G * Cc ( x )]. 

回忆 Z ( G ) 是由所有满足 | ?丨=1的元索构成的，我们可以利用命題 2. 142看出 

麵 | G | = | Z ( G ) |+2 [Gi Q 

其中每个 A 是从至少含有两个元索的共轭类中选取的.由于丨 G 丨和所有 [G | Cc ( x ,)] 被於整 
除，所以丨 Z ( G > I 被/>整除.但是 Z ( G > 是阿贝尔群，所以命題 2.124( i ) 是说 Z < G ) 含有阶为 
户的元岽，因而 G 含有阶为/•的元索. ■ 

- 定义有限蜉 G 的类方 程是指 

| G | = | Z ( G ) |+ Cctx ,)], 

其中每个 x , 是从至少含有两个元素的共耗类中选取的. 

- 定义若/•是索數，則穴群是指 tt •为 P •的群，其中》1>0. 

习埋 2. 117表明，有限群 G 是欠群当且仅当 G 中每个元索的阶是 p 的幂. 

有些群的中心是平凡的.例如， Z ( S 3 ) = <1). 但是，对于至少含有两个元素的尹群来说， 
这是永远不会成立的. 
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- 定理 2.148 若；> 是素数， G 是至少含有两个元素的 y 群， 《 Z ( G >#{1}. 

证明我们 可煆设 G 不是阿贝尔群，因为当 G 是阿贝尔群时定理显然成立.在类方程 
| G | = | Z ( G > 丨+ U [ G « Cb ( jr ,>] 中，每个 CcU .) 是 G 的真子群，这是因为•任 Z ( G ). 由 

于 G 是 k 群，所以 [ Gic c Or ,)] 是 | G | 的因子，因而本身是 p 的幂.这样， p 整除类方程中 
除了丨 Z ( G > 丨之外的每一项，+所以/> | I Z ( G ) | . 因此 Z ( G >#{1}. ■ 

-* 推论 2.149 若/>是素數，則每个阶为 〆 的群 G 是阿贝尔样. 

证明若 G 不是阿贝尔群， 則它 的中心 Z ( G > 是真子群，根据拉格朗日定理，丨 Z ( G ) | =1 
或但是定理 2. 148是说 Z ( G ) 关彳所以丨 ZCG ) | = p . 因为中心总是正规子群，所以商 
群 G /2( G > 有定义，它的阶为/>,因而 G / Z ( G ) 是循环群.这_与习® 2. 98矛盾. ■ 

- 例 2.150 对每个京数/>,我们展示一个阶为 p 3 的非阿贝尔群.定义 UT (3, I ,)为 GL (3, 
I ,)的子群，它由对角线上全为1的上三角形矩阵构成，即 

n a b ~ 

UT (3» I ,) = • 0 1 c 

Lo 0 1. 

容易看出 UT (3, I ,> 是 GL (3, I ,> 的子群，其阶为 〆 ，这是因为 a ， 6, c 中每个都有 p 种选 
择. 读者不难找出 UT (3, 1,>中两个不交换的 矩阵. 习@2.123是说1/丁(3, h )^ D ,, 且命题 
6.29 表明，对每个奇*数/>, A > = / 对所有 A € UT (3, 1,) 成立. 4 

- 例 2.1 S 1 谁能想到 W 西定理和费马定理都是某个普通定理的特殊悄形呢? e 这个定理的证 
明是由麦克凯 ( J . H . McKay ) 给出的.若 G 是有限群， p 是索数，记户个 G 的笛卡尔积为, 
并定义 

X = » fl 2 » … 》 flp 〉 色 G’i a t at "' a f = 1}. 

注意 I ■ iGr -', 因为最先的 p — i 个元索是任意选取的.第/>个 元索一 定等于(^化… 
现在通过对 於一 1定义 

[«'](«! = (am ta M , — , a,,ai ,at , — , a ,) 

把 X 做成一个 I ,- 集.新的/>•元组中元索的积是… a , 的一个共轭， 

art - ian - 2 — a / iiai **" a ( = <ai a ： ••• a i ) -1 Cai aj ••• a,Kai a ： •••«(). 

这个共轭是 1( 因为 g _1 lg = l ), 所以 [ iiKa ,, a :, …， a ,)6 X . 根据推论 2.144, X 的每个轨 
道的长度是 I I , I =/>的因子，由于/>是索数，所以这些长度是1或/ •. 含有一个元索的轨道 
是由所有元素<1,都相等的/ ••元 组构成的，这是因为该 P 元组的所有循环置換是相同的.换句 
话说，这样的轨道对应于满足 V = 1 的元索 a 6 G . 显然，（1，1, …， 1>是这样的 轨道. 若它 
是唯一这样的轨道，则我们会有 

IGI ^-' =| X |= 1 + */., 

其中即丨 G \ f -'=1 mod p . 若 p 是 I G 丨的因子，则我们得到一个矛盾，这是因为 
| G | »-'=0 mod /.. 因此我们证明了柯西 定理： 若索数 p 是 | G | 的因子，则 G 有阶为 p 的元索. 


a,b,c 6 \ 


12011 


0若 G 是阶为 n 的群. 且 P* —个索败，颺方8夕=1的解； c€G 的个数模/■与余. 
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现在假设 G 是阶为 > i 的群，且 p 不是^的因子，例如设 G = L . 根据拉格朗日定理， G 没 
有阶为 P 的元索，所以若 aeG 和 V = l , 则《 = 1.因此，0>中长度为1的轨道只有 
(1，1, •••， 1), 所以 

= | G |”' =| X |= 1+4/.> 

即，若/>不是 n 的因子，则 mod />• 两边用 n 相乘得 = n mod p ， 这个同余 式当沪 
_ 是 n 的因子时也成立，这就是费马定理. ◄ 

我们已经在命题 2.99 中看到， A , 是阶为12的群且没有阶为6的子群.因此，断言若 d 
是 I G I 的因子则 G — 定有阶为 d 的子群是错误的.但是，当 G 是 p - 群时，这个断言成立.事 
实上，不仅如此， G 还一定有阶为 d 的正规子群. 

- 命题 2.152 若 G 是阶为 | G1 =〆 的群，則对每个 4<e, G 有阶为 p* 的正规子群. 

证明我们对*>0应用归纳法证明这个结论.基础步骤显然成立，所以只需要看归纳步 

骤.根据定理 2.148, G 的中心是非平 凡的： Z < G )? tU }. 若 2( G )= G , 则 G 是阿贝尔群，且 
我们已经在命題 2.124 中证明了这个结论.因此，我们可以假设 Z ( G > 是 G 的真子群.由于 
2< G )<| G , 我们有阶比 | G 丨更小的浐群 G / Z ( G >. 假设丨 Z ( G ) I = 〆 .若因为 Z ( G > 是 
阿贝尔群，所以 Z < G ) 含有阶为 〆 的正规子群.因而 G 含有阶为 〆 的正蚬子群.若，则由 
归纳假设， G / Z ( G ) 含有阶为 XT ' 的正规子群 S ' 对应定理给出 G 的一个正规子群 S , 它满足 
Z ( G ) < S < G 

且 S / Z ( G > SS 、 根据拉格朗日定理的推论 2. 84， 

I S 卜丨 S . 11 Z ( G ) |= 〆-，•〆 = 〆 . ■ 

阿贝尔群（和四元 数群） 有一个 性质： 每个子群都是正规的.其对立面是除了和 G 之外 
没有其他正规子群的群. 

- 定义蛘 G 称为单群，若 G ^{1>, 且陳了 U } 和 G 本身外， G 没有其他的正规子鮮. 

- 命題 2.1 S 3 阿贝尔缚 G 是单銲当 JL 仅去它是有 fll 縟且价为素數. 

«明若 G 是阶为索数 p 的有限群，则除了 <1} 和 G 外， G 没有其他的子群否则由拉 
格朗日定理知 I H 丨是 p 的因子.因此 G 是单群. 

反之，假设 G 是单群.因为 G 是阿贝尔群，所以每个子群是正规的，所以除了 <1丨和 G 
外， G 没有其他的 子群. 选取满足 ■! 关 1. 由于 〈: c > 是子群，我们有 < x >= G . 若 x 的阶为 
无穷，則的所有幂是不同的，所以 < P ><< x > 是〈■!：>的一个子群，矛盾.因此，毎个的 
阶有限，不妨设为 w . 若 m 是合数，则 m = 是 ( j :> 的非平凡真子群，矛盾.因此 G = 

12031 < a ：> 的阶为索数. ■ 

我们现在证明 A 5 是非阿贝尔单群（事实上，它是这样的群中最小的一个.不存在阶比60 
小的非阿贝尔单群). 

假设元素 x € G 有 A 个共轭，即 

I - r c I = I {« xg _l * ^ € G } I = k . 

若存在子群满足 jreH < G ， 則在 H 中有多少个共轭？由于 

x H = ihxh -1 * A € H) C {gxg~ l { g €： G} = x G , 
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我们有 t x H I < | x c I . 可能存在严格的不等式丨 x « 丨< I x c I . 例如，取 G = S », x=(l 2) 
和 H =< x ). 我们知道丨 I =3( 因为所有的对换都是共板 的）， 然而丨丨 =1( 因为 H 是阿 
贝尔群 >. 

现在让我们特别地来考虑一下 G = Ss , x=(l 2 3>和 H = A S 这个问题. 

引理 2.1 S 4 A s 中所有的3-循环置埃共 fe . 

证明设 G = S s , a =(l 2 3) 和 ff = A ,. 我们知道丨 A I =20,这是因为氏中存在20个 
3-循环置换(正如我们在例 2*30 中所看到的).因此，根据推论 2* 145 , 20= \ S , l / lC ^ Ca ) | = 
120/1 (^( a ) 丨，所以 I C h Ca ) I =6, 即戈中恰有6个置换和 0 交换.它们是 
<1),(1 2 3),(1 3 2),(4 5),(4 5)(1 2 3),(4 5)(1 3 2). 

最后三个是奇置换，所以丨 C ^ Ca ) I =3. 我们得出结论 

U 〜I -1 As I / I (®) I = 60/3 = 20, 

即4中所有的3-循环置换与《 1 = (12 3)共辗. ■ 

这个引理是说七是由3-循环 置换生 成的，该引理可以从推广到所有 A , 上，参 
看习題 2. 127. 

引璜 2.1 SS A , 的每个元素或是3-循环里换或是一些3 -禰环 置糗的乘积. 

证明若《€/^, Wa 是偶数个对换的积，因为对换可以由办-丨如聚 
合，所以只需考虑积 rr ', 其中 r 和 r ' 都是对换.若 t ■和/相交. Mr -(»>), 和 rr ' = 

Ukj ), 若 r 和 r ' 不相交，則打，=(~>(*之）-(0>0*>0*>(*，）= (~ *)(_;•*，>. ■ 

• 定理 2.1 S 6 A s 是单群 • 

证明我们将证明 • 若幵是八 5 的正规子群，且 H 关»| H = A S . 若 H 含有3-循 
环置换，则正规性迫使 H 含有其所有的共轭.根据引理 2. 154, H 含有每个3-循环*换，且 
根据引理 2. 155, H = A S . 因此，只需证明//含有3 循 环*換. 

因为 H 关 {(1> K 所以它含有某个*#(1).我们可以假设<»=(1 2 3>, <»=(1 2 K 3 4) 或<»= 
(1 2 3 4 5). 正如我们刚才所说的，若<»是3循环置换，則证明完毕. 

若<»=(1 2>(3 4) eH ， 则利用命题 2.32, 用沒=(3 4 5> 共轭 < j 得到柄2>(4 5> 

(因为 和 H < JS s >. 因而《/ = (3 4 5) eH . 

若<»=(1 2 3 4 5>€ H , 则利用命题 2.32: 用 y=(l 2 3) 共轭 <;得到付厂 1 =/=(2 3 1 4 5) 

(因为 y € A s 和 ff < S s >. 因而 /< T l = (2 3 1 4 5>(5 4 3 2 1) = (1 2 4> eH . 我们应该说明 
最后一个等式是如何产生的.若》€只且 7 是3-拥环置换 ， m yar -' eH , 所以 
H . 重新组合得但是， ay — V 1 是3循环置换，所以 ff 含有两个3-循环置换 
的积.我们已经非常小心地选取了 y 使得两个3-循环置换的积仍是3-循环置换. 

我们己经证明，在所有的情形中 H 均含有3-循环置换.因此， As 的正规子群只有 U 1)} 
和义 5 本身，所以士是单群. ■ 

正如我们将在第5章中看到的一样，定理 2. 156成为解释为什么二次公式没有推广到给出 
5次或更高次多项式的根的基本原因. 

不用花很多工夫我们就能证明，对每个交错群 A . 都是单群.通过观察可知 A , 不 


_ 
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是单群，这是因为四元群 V 是耒的正规子群. 

引理 2.1 S 7 义 6 是单群. 

证明设 H #{(1〉} 是丄的正规子群，我们必须证明《 =山.假设存在某个 aCH 满足 
并固定某个 i , 其中 1<£<6. 定义 

F = {<r 6 A # * a ( i ) = i >. 

注意 aeHDF , 所以由第二同构定理得但是，根据习題 2. 130, 
因为 P ^ A S ， 所以 F 是单群，因而 F 的正规子群只有{(1>}和 F . 由于 HflF 尹 {(1)}, 我们有 
HRF = F , 即％?/.于是 H 含有3-循环置换，所以根据习题 2. 127, H = A „ 

[2051 我们现在假设不存在满足《关（1>并固定某个1<,<6.但是，若我们考虑中置 

换的循环结构，則任意这样的 < r — 定有循环结构 （12 K 3 4 5 6) 或 （1 2 3)(4 5 6〉.在第一种情形 
中，是一个非平凡置换并固定 K 也固定2>,矛盾.在第二种情形中， H 含有^(戾- 1 /?- 1 〉， 
其中/?=(2 3 4),且容易验证这是 H 的一个非平凡元素并固定6, 矛盾. 因此，这样的正规子 
群 H 不存在，所以束是单群. _ 

- 定理 2.1 S 8 对所有 n >5, 都是单群. 

证明 若 H 是人的非平凡正规子群[即 H #( i )]， 则我们必须证明尺= 人. 根据习题 2*127, 
只需证明 H 含有3-循环置换.若是非平凡的，則存在某个 i 被沒移动，不妨设汛 
选取3-循环置换满足固定*•和移动 H 换 和# 不交换：而 a 0 CO = fl ( j > 内. 
于是7=((^4)沒 _1 是 H 的非平凡 元索. 但是根据命题2.32, / fc-y 1 是3-循环置换，所以 y = 
是两个3-循环置换 的积. 因而 y 至多移动6个符号，不妨设为 i *. 定义 
F = (a 6 A . * (； 固定所有 I •尹 “，•••，*'*}. 

根据习題 2. 130, 且因此 HflF 是 F 的非平凡正规 子群. 但是 F 是单群， 

与人 同构，所以 fff ! F = F ， 即？<乩因此 H 含有3-循环置换，所以 人. ■ 

习题 

H 2.114 判断对错并说明理由 • 

( i ) 每个群 G 与对称鮮 Sr . 间构. 

( ii > 阶为4的群都是阿贝尔鮮. 

( iii > 阶为6的群籌是阿贝尔鬌. 

( ivO 若群 G 在集合 X 上作用， WX 是群_ 

( v > 若群 G 在集合 X 上作用，且度，足对某个 x 6 X 有弘 =/ rr ， 則 d 

( vi ) 若群 G 在集合； C 上作用，： r , y € X , 則存在使得 ygx . 

( vii ) 若其中 G 是有限群， Wg 的共轆的个败是 I G | 的因子. 

( viii ) 阶为100的群都含有阶为5的元索. 

( ix ) 阶为100的群都含有阶为4的元素. 

( x > 阶为的群都包含阶为铲的正规子屏. 

[2061 ( xD 若 G 是阶为/> ■•的 单群，其中/ •是 索数，則； i = l . 

( xiD 交铕群 A 4 是单群. 

< xiii ) 交错群 A s 是单群. 
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( xiv ) 对称群 S « 是单群. 

2.115 证明每个平移 tvCSc 是正则置换（见习題2.29>,其中 r a * 间态 9 * G — Sc , 9 > Gi > T •通常 

称为 G 的正 _ 表示. 

2.116 证明阶为8的下述群中没有一对是同 构的： 

It 11< X 1< ill X If X Is t D$ |Q. 

• H 2.117 若 /> 是素败， G 是有限群，其每个元素的阶为/»的幂，证明 G 是 穴群. 

*2.118 证明有 限广群 G 是单群当且仅当丨 Gl _ p . 

•2.119 证明在有与认 同构的子群. 

• H 2. 120证明戈/ V 兰 S 3 . 

2.121 H ( i ) 证明 关 D u . 

H ( ii > 证明 D 12 ^ S , XI ,. 

* 2.122 ( i ) 若 H 是 G 的子群， ieH , 证明 

Ch ( x ) - HDCc(x). 

H ( ii ) 若 H 是有限群 G 中指败为 2 的子湃， x € H , 证明 I z " I - I 分 I 或 I x h I ■ j I xfi I ,其中 
• r M 是 H 中: r 的共糙类. 

*H 2. 123证明例 2. 150 中的鮮 UT <3, 1:>与 D , 同构. 

2.124 H ( i ) S s 中有多少个置換和 （1 2)(3 4) 交换？ 有多 少个俱置换和（丨 2)(3 O 交换？ 

( u ) Sr 中有多少个置換和 （1 2)(3 4 5) 交換？ 

( iii ) 展示 S 7 中和 (1 2)(3 4 5) 交換的所有置換. 

2.125 H ( i ) 证明 A s 中5循环置换的共轭类有两个，每个含有12个元索. 

< ii ) 证明尔中的共軛类的长度有1, 12, 12, 15和 20. 

< iii ) 证明群 G 的毎个正 规了 # f H 是 G 的共箱类的并 • 其中有一个是< 1 }. 

( iv ) 利用 （ ii ) 和 ( iii > 给出 A s 是单群的另一个证明. 

-2.126 若〜 r 6 S ,, 其中 a 是5-循环置换， r 是对换，证明 r >- S ,. 

*2.127 H ( i > 对所有 iiF 明毎个 fl 6A , 是一些3循环置换的积. 

( Wtf 明，若一个正«子屏 f /<1 A •包含一个3•循环置换，其中 ”>5,則 //=‘. （参看引理 2. 155 
和 2.157.) 

2.128 证明其中 CT 表示群 G 的换位子子孵.（参 看习題 2.113.) 

H 2. 129证明 S 4 的正嫌子 湃只有 Ul >>, V , 和氏. 

•2.130 设 {«•,, …， * V } C <1, 2, •“， n }， 且 

F = A . «< rW 定所有满足 i 关 “，•",£, 的 U . 

证明 F ^ A r . 

H 2.131 证明 A 5 是阶为 60 的群，它没有阶为 30 的子群. 

2.132 设 X »{1, 2, 3,…}是所有正整数构成的集合， S x 是 X 上的对称群. 

( i ) 证明 F » = U € S X *«?只移动有限多个是 S x 的子群. 

( ii ) 定义八~为&的由3-循环置换生成的子群.还明是一个无限单辟. 

2.133 H ( i > 证明，若单群 G 有一个抱败为”的子群，則 G 与的一个子群同构. 

H ( H ) 证明无限单群没有指败为有限数 n > l 的子屏. 

•H 2. 134设 G 是群，满足 | G |= mp , 其中是素数， & Km < p . 证明 G 不是单群. 
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注在比60小的所有数 t ， 我们现在任明涂11之外没有以其他数为阶的非 PfH 尔单样 （即12, 18, 
24 , 30 . 36 , 40 . 45 , 48 , 50, 54 . 56). 定《 2. 148撙味了所有的素教幂（因为中心总是正规子群）， 
习 *2. 134# 瞭了所 有形如 ■的 教，其中/>是索教(我们将在定 a 6. 25中完成不存在 I # •小 
于60的非阿 * 尔单群的 it 明.> 

*H 2. 135设 n >3, 证明 A , 是 S , 仅有的阶为 fn ! 的子群. 

*2.136 证明 A , 没有素指败的子群. 


-2.8 用群计算 


(2051 


我们现在应用群理论做一些精妙的计算. 

引理 2.159 (i) 设群 G 在集合X 上作 用. 若 _ r6X 和 <reG . 則 
(ii) 若有限群 G 在有限集X上作用，且 _r 和; y 位于同一个轨道，則| G, | = | G x 丨 . 

证明 （i > 若則《=主.若 《■= : y , 則有 

axa~ l y = OTO~ x ax — otx = ox = y. 

因此， onT 1 固定; y ， 所以反包含可以用同样的方法证明，这是因为: 

(ii ) 若 _ r 和; y 位于同一个轨道， M 存在 < t€G 使得 y=«， 所以| G, | = | G„ | 
I oG , a -' I = I G, I . 

定理 2.160( 伯憑*镰引理) e 设 G 在有限集X 上作用.若 N 是轨道的个數，則 



其中 F ( r > 是被 r 固定的 _ r € X 的个教. 

证明列出； f 的元素 如下： 选取:并列出轨道中的所有元索，不妨设 0<_ r ,) = 
Ui ， x ,, i r }, 然后选取€0(4〉，并列出 O( jvm ) 中的所有元索右 +| , x, +l , 

如此继续，直到X的所有元素被 列出. 现在列出 G 的元索 ri , r :, 并组成下述一个由 
0和丨构成的阵列，其中 


1 若 r , 固定心 
0 若 tv 移动& 




… X r 

JV+i 

… Xi 



/i.i 

… f、. r 

/l.r+1 

… f、,i 


T2 

/t.i 

… ft.r 

ft.r*l 

… /..> 


r, 

/i.l 

… f,.r 


•" /..> 


r. 


… f..r 

fm.r+l 

… /-.i 



© 伯思赛德 (Bun»ide>«| 写 J •一本很有影啗的书 《有限 群理论 ><Th* Theory of Groups of Finite Order), 该书出版了两 
版.在第一版中 • 他把这个定理 B 功于* 罗贝® 乌期 （G.Frobeniu*). 在第二*中，他没有把该定理6功 于任树 
人. 然而， 这个定31的* i* 被接受的名* 是伯® 赛德引蠼.为了*免 a 淆. 诺伊曼 （P.M Neumann) 建议把这个定 
理称做非伯 恩赛* 引理.伯恩赛德是一位优秀的数学家 • 有一®定 * 的*归功于他.侧如，伯思赛德证明了，若 
沪和 V都是索数._不存在阶为/ >-9 ■的单# (. 












现在被 r , 固定的 i 的个数 F ( r ,) 是阵列第 i 行中1的个数.因此 F ( r ) 是阵列中1的个 

f€G 

数的总和.我们再来看一下列.第一列中1的个数是固定 A 的 r , 的个数，根据定义，这些 r , 
构成 i ,. 因此，第1列中1的个数是丨，丨.类似地，第2列中1的个数是丨 Gq 丨 . 根据 
引理 2.1 S 9( ii ) 知丨 | = | G, z I . 因此根据定理 2. 143,标有 CKa ,〉 的； •个列中1的个 

数是 

r | G x , | = | 0 ( x ,) MG X , |=(| G |/| G X| |) | G, t | = | G |. 

对其他任意轨道也是 这样： 其列恰含有 IGI 个 1. 因此，若有 N 个轨道，則阵列中有 N | G | 
个 1. 我们得出结论 

$] F < r ) = N | G |. ■ 

我们将利用伯恩赛德引理解决下类问題.一面旗上有6个（间宽 度的） 条纹，其中每个 
条纹可以染成红色、白色或兰色，则这样的带条纹的旗子有多少 | ~ I ~ | I I ■[ ~ | 
种？显然，图 2-18 中的两面旗是相同的：上面的旗子 B 转过来就 / W * 

是下面的旗子（可以看作是站在旗的前面或后面肴 旗）. | t |«,| r | fc |»| r | 

设 X 是由这三种顔色组成的所有 6 -元组构成的 集合. 若 : re «2-18 —面旗 

X ,则 

X *= (Cl 9 Ct » C | » c 4 » c $ « c «) • 

其中每个 q 表示红色、白色或 fi 色.设 T ■是翻转所有指标的 置换： 


(I llll t)= a6)<25)<34) 


(因此 ，广翻 转”有色条纹的每个6-元组 I ).循环群0=< 1 ">在\上作用.由于 | G 丨=2,所以任 
意6-元组 _r 的轨道由1个元索或2个元索构成， r 固定 I 或者不固定.由于 一面旗 子不会因为被 
翻转而有所改变，所以把一面旗子和一个6-元组的孰道等同起来是合理的.例如，由6-元组 
( r ， u /，6， r ， ii ;，6> 和 （6， w ;， r ，6， t £；， r > 

构成的轨道描述了图 2-18 中的旗子.因此旗子的数量是轨道的个数 N. 根据伯恩赛德引理， 
有 N ="|*[ F ((1)> + F ( r >]. 恒等置换（1>固定每个 iex , 所以 F (( l >> = 3*( 有3种颜色).现 
在 r •固定6-元组0：当且仅当 Z 是“回文”（即丈中的顔色正读反读都一样).例如， 


被!"固定.反之，若 

X = (Cl »C 2 *Cj 9C4 tCi 

被 r=(l 6)(2 5X3 4) 固定，则(: c,=c*, c=r 4 , 即: r 是一个 回文. 于是 F( r > = 3 3 , 这 
是因为 c,， q 和 c 3 中每一个都有3种选择.因此旗子的数量是 


让我们把染色的槪念说得更准确些. 

定义给定縛0在丸=<1, …， 上的一个作用， C 是由 g 种瀨色 构成的集合，則 G 通过 
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r(ci »****c.) = (c r j * — »r w ) r 6 G 

在集合 C* 上作用，其中 C" 是由颜色组成的所有 n- 元组构成的集合. （c,， 

为X的 （g, G)- 染色. 

例 2. 161在一个 4X4 的网格中，把每个小方格染成红 
色或黑色(相邻的小方格可以染上相同的顔色，亊实上，有一 
种可能是所有的小方格都染成相同的顔色 >. 

设X是由网格中的16个小方格构成的集合， C 是由红黑 
两种颜色构成的集合，则阶为4的循环群 G=</?> 在X上作 
用，其中及是90°的顺时针旋转.图 2-19 可以表明只是怎样 
作用的：右边的小方格是只对左边小方格的作用结果.在循环记号中， 

R=* (1, 4, 16,13)(2, 8,15, 9)(3, 12»14, 5)(6, 7,11, 10), 
/?*=» (1,16)(4»13)(2,15)(8, 9X3,14)(12,5)(6,11)(7,10), 


cJEC” 的轨道称 


用2 


R 3 = (1, 13, 16,4X2,9, 15,8>(3, 5,14,12)(6, 10,11, 7). 

—个红黑棋盘不会因旋转而变化，只是观察它的角度不同罢了.因此，我们可以把棋盘看 
_ 作是X的 (2, G)- 染色.一个16-元组的轨道对应着观察棋盘的四个方式. 

根据伯恩赛徳引理，棋盘的个败是 

-^[F«l)) + F(R) + FO?*) + F(R*)]. 


现在 F((1))=2 W , 这是因为每个16-元组被恒等函数固定.为了计算 F(R), 注意小方格 
1, 4, 16, 13 —定在被 R 固定的16-元组中有相同的顔色.类似地，小方格2, 8, 15, 9—定 
有相间的顔色，小方格3, 12, 14, 5 —定有相 R 的顔色，小方格6, 7, 11, 10—定有相同的 
顔色.我们得出结论 F(R) = 2«. 注意指数4是 K 的完全分解中循环的个数.类似的分析表明 
F(R*)=2*, 这是因为记的完全分解有8个 循环. F(J? J ) = 2 4 , 这是因为 R s 的循环结构与 R 
的楯环结构相同.因此棋盘的个数是 

N 賴 j[2" +2* +2* + 2 4 ] = 16 456. 


不用群论做这种计算是很困难的，因为很可能会把相同的棋盘至少计算了两次. < 

我们现在证明一个置换 r 的循环结构允许我们计算 F(r). 

引理 2.162 设 C 是由9种顏色构成的集合，并设 reS ,. 

( i ) 若 F ( r ) 是被 r 固定的 x € C •的个教， t ( r 〉 是 I •的完全分解中循坏置換的个教，《 

F(r) = 

( ii ) 若有哏縟6在叉={1, …， n } 上作用，則 X 的 （9, G )- 染色的个數是 

卜姑广 

其中 〆 r ) 是 r 的完全分解中循环置換的个数. 

证明 ⑴设 &且…爲是一个完全分解，其中每个戽是 r, 循环 置换. 若“ ，… ，卜 
是被 ft 移动的符号，则对^ <r» 有6+| =1 ^1.因为 r 固定 a:=(Ci， …， cd， 所以 r(Ci ，…， c m ) = 
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< c rI , c m ) = ( c 1 , c .). 因此所以 c ri ，和~有相同的顔色.但是 r z 6 也和《,有 

相同的颜色.实际上，对所有 h 〆 《',和^都有相同的顔色.现在可以用另一种方式来看待这 
些坐标.根据例 2.141, 坐标恰是被 ft 移动的符号，即啟=(心， .V). 因此，对 
每个_/，若 (<：,,•••, 被 r 固定，则被 ft 移动的所有符号^ 一定有相同的颜色.因为存在9 
种颜色和 《( r ) 个 ft , 所以有 f 个 n - 元组被 r 固定. 

< ii > 在伯恩赛德引理中用代替公式中的 F ( r ) 即可得. ■ _ 

例 2.163 我们现在可以简化例 2. 161中的计算.设 X 是4个元索1, R , K 2 , K s 组成的 
所有 4 X 4 网格构成的集合，群 G 在 X 上作用.这些元素的完全分解己在例 2. 161中给出，由 
此可以看出 

<((1» = 16, t ( R > = 4 = t ( R :> = 8. 

由定理 2. 162得 

N = -J-[2' , +2.2 , +2']. ◄ 

我们引人多变量的多项式，以便陈述由波利亚得到的一个更稍美的计数 结果. 

定义若的完全分解有 e ,( r »0 个》•-循环置換， 《 r 的指数是指单項甙 
ind ( r ) = x ；' <,, x ? <,> - x ^ <,> . 

若0是5„的子群，则 G 的循环指数是指系数在 Q 中的有 n 个变薰的多项式： 

P 0 (.JCi, — ,jc.) = J) ind(r>. 

在舫面关于带有条纹的旗子的讨论中，群 G 是阶为2的循环群，其生成元为 r =(16> 

(2 5)(3 4). 因此， ind (( l ))= x ?, ind ( r )= j }, 以及 

Pc(*i »..•，*«)= +Xj). 

作为另一个例子，考虑有9个条纹的所有蓝白旗.这里 I X 丨=9, G =< rXS ,, 其中 
r = (1 9)(2 8)(3 7)(4 6)(5). 

现在， ind « l ))= xt ， ind ( r )= J , x {, 因此 G = < r > 的循环指败是 
P C (X| .— iXi) = ■!■(:! +*|X|). 

在例 2.161 中，我们看到阶为4的循环群 G =< R > 在一个有16个小方格的网格上作用，且 
ind((l)) = xl* » ind(l?) = x\ i ind(l? 2 ) * x* 5 \nd(.R s ) — xj. 

因此循环指数是 

P G ( W ， x w 〉= j ( xi «+ x 5+2 xj ). 國 

命題2.164 若丨 X I = u , G 是 S , 的子群，則 X ¥ Uq ， G )- 染色的个数是 P c ( w …， <?)• 

其中 P G (: r " …， a ) 是循坏 指數. 

证明根据命題 2.162, X 的 (<?， G )- 染色的个数是 

jhVo qM ' 
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其中 t ( r ) 是 I •的完全分解中循环置换的个数.另一方面. 

P u (xi . — ,x.) = I I yiind(r) 


所以 


Pc < g ， - ..»9): 




让我们冉次计算例 2. 161 中有 16 个小方格的红黑棋盘的个败.这里， 


所以棋盘的个数是 


Pc<Ji — —(xl* + + Zx \). 


P c (2,-,2) = J -(2 , * + 2 , +2 • 2 4 ). 


我们引人循环指数的概念是为了陈述波利 *( P 6 lya ) 定理.一面旗子有9个条纹，其中4 
个篮色 条纹和5个白色条纹，这样的葳白旗子有多少种？ 一般地，我们想计算轨道的个数，由 
此描述任意给定颜色的“条纹”的个败. 

定理 2.165( 波 利亚} &G<S X , 其中丨 X丨 =n , 设丨 Cl = q , 且对每个 i>l 定义 <r,= 
ci + …十对每个 r , 若 X中有 / r 个元素含有颜色 c, 的 (fl, G>- 染色的个数是 P c (<»,, …， 

HB] <0中 ■•的系教. 

波利亚定理的证明可以在有关组合的书中找到[例如，肴毕格斯 （ Biggs ) 的《离敗数学》 
(Discrete Mathematics ) 或塔克 （ Tucker ) 的 { 应用组合败学 》 （Applied Combinatorics ) 为解决 
上面提出的旗子问埋.首先注意到有9个条纹的蓝白旗子的循环指数是 
PcCxi , — . x ,) = -|-( x ! + XiX {). 


所以旗子的个数是 P <；(2 ，…， 2> = j (2*+2 s )=272. 利用波利亚定理，有4个蓝色条纹和5 
个白色条纹的旗子的个数是 

Pg(^i ， … ，灸〉 = -|-CC6-|- w)* -f (6 -f- w) <6* -4- ti；*) 4 ] 

中妒 W 的系数.用二项式定理可算出 W 的系数是 66. 


习 S 


H 2.137 翔断对错并说明理由. 

< i > 若有限孵 G 在集合 X 上作用 ， WX —定是有限集. 

( ii > 若鮮 G 在有限 集久上 作用， WG —定是有限群. 

( Hi ) 若群 G 在集合 X 上作用， a :, jyeX , M G ^ G ,. 

( iv ) 若群 G 在集合； C 上作用，且 x , : y€X 位于相同的轨道，期 G 主 G ,. 
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( v ) 若 D ,。 在有5顧珠子的手锡上作用，期0,。的循环结构是（1〉， （1 2)(3 4) 或 （1 2 3 4 5〉. 

( vi > 若 D ,。 在有5顆珠于的手谓上作用， r 是关于穿过一个珠子且垂直于正面的轴的反射，則 r 的循环 
指败是 Ad . 

H 2. 138 一面旗子有 n 个条纹，每个条纹用种顔色 染色. _这样的旗子有多少种？ 

2. 139设 X 是” X” 网格中的所有小方格， p 是90•的 旋转. 定义 个棋癔 为一个 (<?, G >- 染色 • 其中阶为4 
的循环群 G «< p > 在作用.还明棋盘的个败是 

+ (〆 + #■*♦»»«』+ 

其中 |_* riS 不大于 x 的最大整败. 

2.140 设 X 是一个分解为 n 个期形的》盘，/0是 (360/ nr 的 旋转. 定义一个睹鱼为一个 ( fl , G >- 染色，其中阶 
为"的拥环群 G - b 〉 在作用. it 明，若 ”=6,則存在 ■|"<2 q +2( i «+< l *+< 1 *> 个含6个廟形的赌 ft . 

[计算含 n 个扇形的*盘个数的公式是 

丄 2>("A«〆， 

n 4\* 

其中♦是欧拉 t 函败 .] _ 

2. 141设 X 是一个正 n 边形的頂点集合，设二面体鮮作用（如通常的对称群一样[见例 2. 64]>.定义 
一个手镯为一个正 n 边彤的 (1 G )- 染色，并称它的每个顶点为一个嫌子.（我们不仅可以旋转一个手 
镯，还可以掷它 .> 

H ( i > 有5个珠子的手锡有多少，其中每个珠子可以用种顔色染色？ 

H ( ii > 有6个珠子的手锡有多少，其中每个珠子可以用 (| 种顏色染色？ 

H ( iii > 有6个珠子的 f 锡有多少，其中有1个釭色珠子，2个白色珠子和3个窳色珠子？ [51|] 




第 3 章交换环 I 


- 3 . 1 基本性质 

在中学代数中，实数的普通加法和乘法通常被賦予一列“法则”，这些法則 6 总是很多，也 
许有20个或者更多.例如，其中之一是加法消 去律： 

若 a 十 c = 6 + c ， 则 fl = 6 

有些法則也和这个法则一样，仅涉及*法的 性质： 等式两边减去 c . 但有些法则涉及两种运算， 
其中—个是分 配律： 

(a + b)c = ac +bct 

从左读到右，是说 c 可以被“乘进 ” a + 6 中去 | 从右读到左，是说 c 可以从 ac +6 c 中“提取出 
来”.还有一个“神秘的” 法則： 

(- l ) X (- l ) = 1. (M) 

我们可以刪去一些法则，这样做除了法別少可以产生明显节俭的原因外，还有一个很好的理 
由： 较少的法则可以让我们吏容易看出数和其他对象之间的相似点，例如多项式、同余类也可 
以相加相乘.在探究这些相似点之前，我们先解开 (M) 的神秘之处. 

引理 3.1 对每个数 <1 有0 •«=(). 

证明由于0=0+0,所以由分配律得 

0 • a = (0 + 0) • a = (0 • «) + (0 • a ). 

等式两边减 *()•<» (即， 使用加法消去律）得 0_ a =0. _ 

我们现在来肴为什么不能用0去除一 个败， 给定数6,它的倒败1/6必须满足 Ml /6> = 1. 
特别地，1/0将是满足0,（1/0> = 1 的数. 但由引理 3.1 知0*(1/0>=0,与1关0矛盾. 

引理 3.2 若（一 « j >+ a =0, 則（一1>(一 a )= a . 

证明由分配律和引理 3.1 得 

0 = 0. (- a > = ( — 1 + 1 K — a ) = (- l )(- a ) + (- a >» 

两边加上 a 得 “=*( — 1)( —■ 
令 a = l 就知道 （ M ) 的神秘之处了. 

在证明一些初等性质时，让我们先证明积 < — l ) a 与一 a 是相同的. 

推论 3.3 对每个数 a 有 （一 = 

证明由引理 3.2, (- l )(- a )= a . 两边乘以一 1得 

(-1)(-1)(- a ) = (- l ) a . 

但是由引理 3.2 知 （_1 K —1> = 1, 所以 一 a =(_ l > a . ■ 

0 参见 1923年 Macmillan 出舨的 S 尔 <H.& HaU> 和奈特 （S> R. Knight) 編著的《大学代数 Algebra for Colleges and 
Schools〉 •或 1937 年 Sanborn 出鈑的斯通 (J. CX Stone) 和珥丽 （V. S Manory)|f| 著的 {离 等代数 KA Second Course in 

Algebra). 
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除了数之外，其他数学对象也可以被加、被乘.例如，在微积分中我们可以对函数进行加 
乘运算.常数函数 e ( cr ) = l 在乘法中的作用就象数1 一样，即 e /=/. 引理 3.2 的类似结论 
[一[ — / Or )]=/ Or ) 成立吗？回答是肯定的，且结论的证明与对数的证明是完全一 样的： 
只要用 /(； r ) 代替 a ， 用 e 代替1即可. 

我们现在着重考虑普通加法和普通乘法所拥有的简单性质，并将它们提高到公理的地位. 
本质上，我们正在描述更多的一般对象，它们都是我们将要研究的. 

- 定义交换环是指带有两个叫做加法和乘法运算的集合，满足： 

( i ) 对所有 a , 6€尺有《1+6=6+“； 

( ii ) 对所有 a ， 6， cGJ ? 有 a + (6+ c ) = ( a + W+ci 
( iii > 存在 0€ R 使对所有 aeR 有 0+ a =< i ; 

( iv > 对任意 a 6 i ?, 存在《/€只使 £ «'+< 1 = 0 ; 

( v ) 对所有 a , 6€只有 

( vi > 对所有 a , 6， cd ? 有 a <6 c ) = ( a 6) c ; 

< vii )4 在 16 R . 叫做单位 元®, 满足对每个有 la=aj 
( viii > 对所有 a ， 6，有 

当然，公理 ( i ) 到 （ iv > 是说 R 在加法下是一个阿贝尔群.因为交换环 R 中加法和乘法是两 
个运算，所以存在函数 

a 1 R X R R 满足 o ( r ， r '> » r + 〆 6 i ? 

和 

^ « RXR — J ? 满足 〆 》■， 〆 > =W e /?， 

其中任意 r , r ' eR . 因为 a , 是单值函数，所以替换律是成 立的： 若 r = 〆 ， s ==*', 则 r + i = 
r + s ', rs - rY . 例如，引理 3.1 的证明以 〆 0, •«> ~芦(0 + 0, a ) 开始，引理 3.2 的证明以 
a (0, — a )= a ( — 1 + 1, — a ) 开始. 

例 3.4 ( i ) 读者可以设想 Z , Q , R 和 C 带上普通加法和乘法作成交换环（环的公理在数 
学的建立过程中已经被验证过）. 

( ii > 设 ZD ] 是所有形如的复数构成的集合，其中 a , b (= Z , i : = - l . 实际上，检验 
Z [ f ] 是交换环是一个烦人的练习（在引人子环的概念之后，这个练习可以大大地缩 简）. Z [ i ] 

称为离斯整 数环. 

( iii ) 考虑由形如 

x = a -\- bu > 

的所有实数构成的集合其中 a , &€ Q , « o = V , 2. 易见 R 在普通加法下是封闭的.但是，若 
R 在乘法下是封闭的，則 o /€ R ， 且存在有理数 a , fc 使得 

© 这个术语可齙是1897年希尔伯特 (D* Hilbert) 在写 Zahlring 时《巧想 H 的. ••环 （ring)” 在德*中的含义之一和在英 
语中的含义一样，玀是••集中”的意思，与在、14叫 0 {也 € ^ €8 (—》贼>”中的含义相同.（也有人认为，希尔伯特使 
用这个术语是因为对一群代数整败来说，每个元索的一个适当的幂可以 ••循 环®到”低次幂的一个线性坦合 . > 

© 有些作者不*求交换环含有 1. 对他们来说，所有 钃整数 构成的集合是一个交換环，但我们不这样认为.他们把我 
们的环看作含丨的交操环. 



两边乘以 <0 得： 


to 2 == a + bu». 


2= aut 4- b ( o 2 
=a<o4 - 6(a -h 6a>) 

=ao» + afe + 6 2 o> 

= a 6 + (a + 6 2 ) ai . 

若 a + V =0, 则^ = 一 6 2 , 最后一个式子给出 2= a 6, 因而2 = (—6 2 从=一6 3 .但这说明2的立 
方根是有理数，与习题 1. 54( ii > 矛盾. 因此， a +6 2 尹0， a >=(2— a 6)/( a +6 2 ). 由于 a ， 办都是 
有理数，所以 a * 是有理数，又与习题 1.54( H ) 矛盾.因此在乘法下不封闭，所以 i ? 不是交 
换环. ◄ 

— 注存在一 珐非交 換环的例子，即带有加法和乘法的集合，满足交換环定义中除公理 
外的其他 公理. [实际上，在非交換环的定义中用公理 lfl = a = al 代替了公理 
la = a , 且用两个分配律代替了分 fc 律，即右分律 a (6 + c >= a 6 + ac 和左分配律 
(6+ c > fl =6 a + ca .] 婀如，设 M 表示所有 2 X 2 矩阵构成的 集合. 例 2.48( i > 定义了矩 
阵的乘法，现在定义加法为 

「a 61 Va-^a b ^ b'l 

Lc d \ Lc # d r \ Lc + c 7 d -¥ d r j 

岛见 M 带上这个加法以及乘法运算满足非交換坏的所有公理，但 M 不是交 換环. 

_ 尽管有许多让人感兴趣的非交挟环的例子，但我们在本书中将只讨论交換环. 

命厘 3. S 引攻 3. 1和 3. 2以及推论 3. 3对每个交換环都成立. 

证明这三个结论都可以只利用交换环的定义来证明.为说明这一点，我们现在证明 
引理 3.1: 若是一个交換环，则 0， a »0. 

因为0=0+0,所以由分配律知 

0 • a = (0 + 0) • a = (0 • a ) + (0 • a ). 

两边加上一 （0* fl ) 得 

—(0 • a ) + CO • a ) =— CO • a ) + [(0 • a ) + (0 • a )"]. 

由一 （0 • a ) 的定义知等式左边为一 （0 • a ) + (0 • a ) = 0, 因此 

0 =- (0 • a ) + [(0 - a )+ (0- a )]. 

我们使用结合律来简化右边 

0=- (0 • a ) + [(0 • a ) + (0 • a )] 

= [一 （0 • + (0 • a )] + (0 • a ) 

= 0 + (0 • a) 

= 0 • a . ■ 

这样详细的证明并不多见，因为它可能使简单的问题复杂化.你应该把证明看成是对命题 
成立的原因的 解释. 但这个解释对于不同的对象是不 同的： 一个是给闸开始上高中的学生，一 
个是给你的同学，还有一个是给你的教授.根据经验，你的证明应该描述给和你水平相当的 
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人，其中包括你自己.让你的证明尽童清晰，不能太长，也不要太短.如果你的证明受到了质 
疑，那你必须准备对它进行进一步的解释.所以，你应该尝试通过对你最初的证明给出足够的 
细节来预见到存在的质疑. 

像样的公式能够成立，不是因为数 a 和]的本性，也不是因为加法和乘 
法运箅有什么特殊的定义，而仅仅是因为交换环定义中给出的关于加法和乘法的公理.例如， 
我们将在命题 3. 6中 看到： 在任意交换环中二项式定理成立.一旦我们知进了所有函数 R->R 

构成一个交换环[见例 3.10], 就可以得出二项式定理+ = 对所有函数 

/, giR—R 都成立的结论.因此，关于交换环的定理不仅可以应用于数还可以应用于其他领 
域，从而一下子证明了许多定理，而不是一个个地证明.这种抽象法使我们的工作效率更高 
些，相同的结果不必一次又一次地证明.抽象法还 有-个 优点.虽然我们用来加和乘的亊物可 
能非常复杂，但是它们的许多性质可能是由搡纵它们的法则得到的，而不是由它们的内部结构 
得到的.因此，正如我们在学习群时所看到的一样.抽象法使得我们能聚焦于一个问题的本质 
部分，而不必把与一个特殊问題无关的特征加以抽象. 

-* 定义若 R 是交換环，且 a , b^R , 則定义 威 法为 
a — b a + (一 b). 

根据推论 3. 3, 

a — b = a + (— 1)6. 

这里有一个极其繁琐的证明（我们再也不会这么繁琐了！>,分配律 oi_ C 6= C ( a —6) 对*法 
也成立. 

a(6 — c)= a[fe+ C— l)c] = ab + a [(— l>c] 

=ab +[a (— l)]c *= + [(— l)a]c 

=ab + (— l)(ac) = ab — ac. 

设 i? 是一个交换环， r€R. 自然地把 rr 记为一，把 rn •记为〆.类似的，很自然地把 
r 记为 2r, 把 r+f+» ■记为 3r. 下面给出正式的定义. 

- 定义 设 R 是 一个交 糗坏， n6N ,定义 0 a=0( 左边的0 是教 0，而右边的0 是 /? 
的零元素），并定义 （n+l)a = na+a， 定义（一 n)a—■— (na>. 

这样，若 n6N . 則 na = a+a+.“+a， 其中 n 是被 加数. 易知 （一 n)a= —(na) = 
n(-a). K 的元索 n'= l + + 是 K 的单位元）具有这样的 性质： W a 等于刚才定义 
的如.因此，一个自然数与环中元索的乘积 iw 可以#作是环中两个元索的乘积. 

命题 3.6( 二項式定理） 设 R 是一个交換环， a, beR ， «对所有 n>0 有 

(a+6),== §CK r - 

证明改写关于整数的二项式定理（命题 1.18) 的证明即可.特别地，对每个甚至 
a=0, 定义 = ■ 

交换环的定义不要求1#0. 


_ 


[2221 
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- 命题 3.7 若 R 是一个交換环且1=0, 則 K 仅含有一个 元素： R ={0}. 我们称 K 为零环. 

证明 若 reR ， 則由命题 3.5 知 r=lr=0r=0. ■ 

零环偶而出现，但是我们对它不感兴趣. 

-* 定义交换环 J? 称 为整环 ，若 1 关 0 且 乘法消去律成 立：当 ca=c6, C ^0 时 a=6. 

我们熟悉的交换环 Z, Q, R. C 都是整环，等下我们将给出几个不是整环的交换环的 
例子. 

- 命题 3.8 非零交換环 R 是整环当且仅当 R 的任意两个非零元素的乘积是非零的. 

证明假设 K 是整环，则乘法消去律成立.用反证法，假设存在非零元索〜6€只使 
ab=0. 由命題 3.5 得 0*6=0, 所以由消去律得 a=0 ( 因为 i#0>, 矛盾. 

反之，假设 i? 的任意两个非零元素的乘积是非 零的. 若 ca = d 且 c^O, 则 0 = c«_d= 
cU-b). 由于 c 关0,由假设非零元素的积不为零知 a —6 = 0. 因此 a = 6, 这正是我们要证 
明的. _ 

一般来说，环 K 的子环是一个子集，且是一个其加法和乘法运算与 i? 中的一样的环. 

-* 定义交換环 K 的一个子集 S 称为 R 的子环 ，若 
(i)16S« e 

( ii > 若 <2， S 9 則 a —6^ S » 

(iii> 若 a, 6€S 9 JN a66S. 

[2231 和子群是群一样，交换环的子环也是交换环. 

- 命 B 3.9 交換环 K 的子环 S 本身也是交換环. 

证明由假设知 ies. 因为对所有 rei? 有 lr=r , 特别地，对所有有 ls = s . 我们 
现在证明 s 在加法下是封闭的 | 若 s , s'es, 则 S + S 'es. 根据子环定义中的公理 （《) 知 
0 = 1 — 16S, 该公理还表明当 66S 时0—6=—6€&最后，若 a, 66S, 则由引理 3.3 知 
a — (— b) = a + (— 1)(— 6) = a + (— 1)(— l)b = a + b. 

因此， S 在加法和乘法下是封闭的. S 包含丨和0,且对任意有 _ i€S. S 还继承了交换 
环定义中的其他 公理. 例如，我们知道分配律 a (6+c>=a6+ ac 对所有 a, 6, cGJ? 都成立. 
特别地，该等式对所有 a, 6, 成立，因此分配律在 S 中亦成立. _ 

要证明集合 S 是一个交換环需要验2 10条，在加法和乘法下的封闭性以及其他8个公理. 
要证明一个交换环的子集 S 是子环只需要验证3条，这明显更简单些.例如，证明高斯整数环 
Z [i] = a + a,b € Z } 

是 C 的一个子环，比验证交換环定义中的所有公理都简单.当然我们首先要证明 C 是一个交 
换环. 

例 3. 10 若; i>3 是整数，则令^ = 是 n 次本原单位根，定义 

Z[?J = {z 6 c * * = a 。 +“4+02 ?■* + •••+ <!•-,fr 1 ， 所有 a f 6 Z >. 

当 n = 4 时， Z[f 4 ] 是高斯整数 Z[i]. 易验证 Z[tJ 是 C 的一个子环.为证明 Z[tJ 在乘法下封 
闭，要注意到： 若 m > n ， 则；71=识1+广，其中 0<r</i， 且 = 4 


0偶整数不能构成 Z 的子环，因为1不是供数.在介绍了理想 的裉念 之后，我们将会认识它们的特殊结构. 
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以下是交换环不为整环的例子. 

-» 例 3.11 (i) 设 f(R) 是所有函数 R—R 构成的集合，带有点态加法和点态乘法两种 运算： 

对函数/， g€^(R), 定义函数 /+g 和 /g 为 

/+ g ' a 1-» /(a) + g(a) 和 /g i a /(a)g(a) 

(注意 /g 不是它们的合 成〉. 

准确地说点态加法和点态乘法运算是微积分中出现的函数上的运算.例如，回忆导数的乘 
法 法则： 

<fgy = f g + fg’. 

/«+/〆中的 “+” 是点态加法运算， /g 是/和 g 点态乘法运算. 

我们断言，带着这些运算的 _F(R> 是一个交换环.公理的验证留给读者，我们只给出提 
示： f(R> 中的零元素是取值为 0 的常败函数: r [即.对所有有* ： («O=0], 而单位元是取 
值为 1 的常数函败 e [即，对所有 aeR 有 e(<j) = l]. 



我们现在证明 7(10 不是整环.定义/和尽为 


/( a ) : 


g(a ) : 


当 

当 a >0 


la 当 a < 0 
to 当 a >0* 

显然，/和 g 都不是零 （ BU , f ^ x , g ^ z ). 另一方面，对每个 < j 6 R 有 /g > a /( a ) g ( a > = 0, 

这是因为 /( a ) 或屮至少有一个因子是数0,由命理 2. 2知 / git 因此尸 ( R > 不是整环. 


(ii) 我们知道函数/: R 一 R 是可傲的当且仅当对所有 a eR, /(a) 存在.令 D(R) = < 所有 
可微函数 /|R—Rh 我们断言 D(R) 是/ XR> 的 子环. 因为 e' = z, 所以 eeD(R>. 设/， g€ 
D(R), 因为(/+«/=/+〆，所以 /+ g eP(R), 并且由导数的乘法法则知 （/«/ 存在.因 
而 U(R> 是 7(R) 的子环，并由命题 3.9 知 D(R) 构成环. 4 


- 命题 3. 12 (i) 设 m>2, 則模 m 整教类1_是交换环. 


(ii> 交換坏: L 是整环当且仅当是素教. 

证明 （i) 在定理 2. 103中，我们证明了在 1- 上定义的加法运算 [a+6] = [«] + [6] 满足交 


换环定义中的公理 (i) 到 （iv)(Dz] 是同余类 [ a ]={6€Z: 6= a (mod»n)}>. 在定理 2. 105中，我 
们证明了在1„上定义的乘法运算 [ a ][6] = [a6] 满足交换环定义中的公理 （v) 到 （vii>. 我们现在 
只需要证明分配律成立.由于分配律在 Z 中成立，所以有 


[a]([6] + [c]> =[a][6+c] 
= Ca(6 + c)] 
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=-\_d) + ac] 

= [a6] + [ac] 

=WW + [ a ] W . 

因此， l ■是交 换环.（注 意： 若;《=0则 I «= Z , 若 m = l 则 I 是零环 .> 

(幻若《不是素数，则 m = a 6, 其中 0< a , b < m . 因为 w 不能整除^, fc , 所以在1 ■•中 
[ a ] 和 [6] 都不等于 [0], 但是 r«»][rt = O ]=[0]. 因此， L 不是整环. 

反之，设 m 是 索数. 因为》»>2,所以[1]关[0].若0][6]=[0],则 d 芝 0( mod » O , 即 
m | ab . 由于 ot 是索数，由欧几里得引理知 m 丨 ti 或 m 丨 A ， 即 asO(mod m ) 或 6=0 (mod ， 

即 [ a ] = [0] 或[6] = [0].因此 I •是整环. ■ 

环 1« 不是整环，这是因为 [2]#[0], [3]#[0],但[2][3]=[6]=[0]. 

交换环 Z 的很多性质在更一般的情况下也成立.我们现在把 Z 中一些熟悉的概念推广到任 
意交换环上. 

- 定义设^和6是交換环 R t 的元索.若存在元素 c 6 R 使得 6=« i , 則称在 I {中 a 整除 fc 
(或称 a 是6的一个因子，或称6是 a 的一个倍数），记为 e a 丨 6. 

这里有一个极端的例子.若 0| a , 则存在某个使 a =()•/>. 而 - 6=0,我们必定有 
a -0. 因此，0 | «当且仅当 a _0. 

注意 ： a I 6是否成立不仅依赖于元索 a 和6而且也依赖于交换坏 K . 洌如，在 Q 中3整除 
_ 2,这是因为 2=3 X | 且 | eQ . 另一方面，在 Z 中3不能整除2,这 JiW 为不存在整数 C 使得 
3 c =2. 

读者可以很快地验证以下每个亊实.对任意我们有 a 1 * 1 , II a , -a I a , —1 | a 和 
a I 0. 

引 a 3.13 设 i ? 是交換环，并设 fl , 6, c 是 R 中的元素. 

( i ) 若 I 6 且 6 I c ， 9 ii a \ c . 

( ii > 若 I 6 且 《 U , 則 a 能整除 i ? 中形如必 + zc 的元素，其中 s , t ^ R . 

证明留给读者作 练习. ■ 

- 定义设尺是交換环， a , ben i ? 中形如 M + 必的元索称为£ 2 , 6的线性组合，其 ts , teR . 
因此，引理 3. 13是说 a ， 6€尺的任意公因数能整除 a , 6的任意线性组合. 

― 定义设尺是交換坏， u ^ R . 若在/?中《丨1，即存在尺使得《«； = 1,則 u 称为尺中 
的一个 单位. 其中 X ；称为“的逆元（逆元的唯一性见习题 3.3), 且通常记为 iT l . 设 a , r €： R , 
若存在单位 ueK 使得 a ^ iir ， 則 a 称为 r 的相 伴元. 

- 例 3.14 Z 中的单位仅有士 1, F « ez 的相伴元是士 n . 4 

我们对单位感兴趣，是因为总可以用它们去整除.若《是/?中的一个单位，则存在 t/€R 

使得设因为 

a = u(.va ) 


© 不要混淆了符号 a ! 6和 《/6. 第一个表示命®•^是6的一个因子 '而另 一个表示元索 c^J? 鳙足 
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是 a 在中的一个分解，所以“ I 因此，有充分理由定义商 a / nsvasiTk . (回忆一下， 
最后一个式子解释了为什么零不是及中的单位，即，为什么禁止用零去整除 .> 

正如整除性依赖于交换环 K 一样，元素是否是单位也依糗于 R (因为有 u 1 1在 K 中 

是否成立的问题).例如，数2在 Q 中是单位，这是因为 I 位于 Q 中且 2 X +==1, 但2在 Z 中 

不是单位，因为不存在整数 v 使 2 v = l . 

下面的定理推广了习題 1.50. 

命 B 3.1 S 设 R 是整环， a , 不为零 • « a | 6且6丨 a 当且仅当存在某个单位 

可使 6 = «« i . 

证明若£||6且6丨《»，则存在元索 u ， 使得6 = 1««， a ^ vb . 替换后得 d»=ew = wu 6. 
由于6=16且6^0,所以由整环 R 中的消去律得1 = ««<,所以 u 是单位. 

反之.假设其中 a 是 R 中的单位.显然 a 16. 因为存在可使 uw = l , 所以 
vb ~ vua—at 这样 b \ a . ■ 

存在一些交换环的例子，它们可说明命理 3. 15在交换环中不成立，所以在这个定理中假 
设 R 是整环是必要的. 

U 中的单位是什么？ 

命题 3.16 设 a 是一个整數，則 0] 是 L 中的单位当且仅当 a 和； n 互素.实际上，若 
sa + tm = 1 . 則 La ] - l = [ s ]. 

证明若 [ a ] 是 I - 中的单位，则存在■使得 !>][>] = [1].因此，扣=1(1110<1»1),所 
以存在整败 f 使得因而由习題 1.56 知^和《互索. 

.■反之，若 a 和 m 互索，則存 在整数 *，/使得 l = sa + Z »»， 因而 sa — l = —加， la^Kmod m ). 
这样 [ s ][ a ] = [ l ], O ] 是 〗• 中的单位. ■ 

推论 3.17 若 p 是素教，《1,中每个非零元 [ a ] 部是单位. 

证明若 [ a ]#[0], 则 a _0( mod />>, 因而 pU . 又因为/ •是 索数，所以《和？互索 • 

■ 

- 记号设 K 是一个交换环，把 R 中的所有单位构成的子集记为 
U ( R ) = 中的所有单位 }• 

易验证 IKJ ?) 是一个乘法群，我们称 I / O ?) 为 K 的单 位辭. 由推论 3.17 知 l /( I «) = {[ a ]e 
I - » ( a , = 我们巳经在定理 2. 109的 * 明中见过 U ( I .)]. 

交换环 U 的引人使同余方程解的问题变得更加自然了. Z 中的同余方程 a x = Mmod OT > 变 
为 I ■中的方程 [ a ]0] = [6]. 若 0] 是 I - 中的单位，即 ( a , m ) = l , 則它有逆元 [ aldsCs ], 于 
是我们可用它去整除，方程的解是 0] = [ a ] H [>] = l >][6] = [边] . 换句话说，如果普通线性 
方程 ax = p ^ R 中的解: r =« TM 得到了，则同余方程的解也就得到了. 

习题 


H 3. 1 笄 断对错并说明理由. 

( i > 子集 （ H*sir ■ r , 是 R 的一个 子环. 


( U ) —个整环的每个子环都是整环. 

( Hi ) 零环是 Z 的一个子环. 

( iv ) 存在无穷多个正整败 m 使得 U 是一个整环. 

( v > 若 S 是交換环 R 的一个子环，則 （/( S ) 是 L 7( R ) 的一个子群. 

(“>若5是交換环 R 的一个子环，则 U ( S )= l /( R > ns . 

( vii ) 若是一个无限交換环，是无限的. 

( viii ) 若 X 是一个无限集 ， W X 的所有有限子集构成的集合是布尔环 B ( X ) 的一个子环. 

3.2 证明交换环/?有唯一的1,即，若对所有 ！•€!?, 满足 = ff\ e = l . 

*3.3 设 i ? 是一个交换环. 

( i ) 证明加法消去律 成立. 

< ii > 证明每个有唯一的加法逆元：若 a +6=0 和 M 6- r . 

( iii > 若是单位，证明它的逆元是噏一的：苦必=丨和 《 r=l, mb=c . 

3.4 ( i > 证明 Z 中的减法不满足结合律. 

( U > 挙一个交換环/?的例子，其臧法满足结合律. 

3.5 傾设 S 是交換环 R 的一个子集，满足 

( i ) l€Si 

( ii ) 若 a , beS , 则 

( iii > 若 a , 665, Ma 66 S . 

(比较子环的定义， 我们现在是假设而不是 a _66 S .> 给出交换环 I ?的一个例子， R 包含一个这 
样的子集 S , 且 S 不 ft /? 的子环. 

3.6 求 I ,,中非零元索的乘法逆元. 

•3.7 H ( i > 设 X 是一个集合， i £ 明由 X 的子集构成的布尔孵[参见例 2.47( viii )] 帚上对称差给出的加法 
运算 tr + v » a ； — v > u ( v - t ；> 和乘法运算构成一个交換环.我们称 S ( X ) 为布尔环. 
( ii 〉 tt 明 5( X ) 恰含一个单位. 

( iii ) 设 y 是； C 的一个真子集，证明的单位元不等于 S ( X 〉 的单位元.由此知 6( y ) 不是 fl ( X > 的 
子环. 

( iv ) li 明每个 満足 U »- U . 

3.8 ( i ) 设 i ? 是一个整环，满足证明 a =0 或 a = l . 

Cii ) 证明，例 3.11( i > 中的交換环^ XR ) 含有元索/赛0, 1满足 /*»/. 

3.9 求出例 3.11 U ) 中交換环 7( R ) 的所有单位. 

*3. 10把 7( R > 的结构推广到集合 X 和任意交换环/? 上： 设 i ?> 是； C 到 K 的所有函数构成的集合，带上 
点加运算 /4 -g * x h -> 和点乘运算 fg * x /( x )^( x ), x 6 X . 

( i ) 证明只 X , IO 是一个交换环. 

( ii > 证明，若 X 至少有两个元索， mr(.X, / O 不是一个整环. 

( iii > 若 R 是一个交换环，涮记只 R , 扪为只们* 

= <所有函数及一 I ?}. 

证明 fOt 〉 只含有四个元索，并且对任意 /67 a *〉 有/+/=0. 

*3.11 H < i > 证明交换环 C 是一个整环. 

明 Z ， Q ， R 都是整环. 

( iii ) 证明离斯整数环是一个整环. 
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*3.12 证明交换环尺的任一族子环的交是 J? 的一个子环. 

H 3.13 证明， Z 的子环只有本身. 

H 3. 14设 a 和 m 是互索的整数.证明，若 ， |W s^s^mod m). 参见习 ® 1.56. 

3.15 H ii ) R ={ a + b^/2 * a, 6€Z} 是一个整环码？ 

H (ii)R= [^ la + b-JZI < a. *€Z } 是一个 B 环吗？ 

(iii> 利用 o-fd+v^H) 是 x* —: t+5 的根， 证明 R=U+*aifl, 6 eZ > 是一个整环. 

3.16 证明所有 C"'-S 数构成的集合是 TOO 的一个子环.（见习 B 1.42. > 

—3.2 域 

Q 和 Z 之间有一个明显的 不同： Q 中每个非零元索都是单位. 

- 定义若交換坏 F * 足1^0且每个非零元素 a 都是单位，即存在 adeF 使得 a d a = l ， 

»l F 称为娀 e 

Q , R 和 C 都是域. 

可以根据单位群的概念来重新叙述域的定义.交换环 R 是域当且仅当 U ( R >= R X ， 其中 
是由 K 的非零元索构成的集合.换句话说， R 是域当且仅当/^是一个乘法群. _ 

命題 3. 18每个城/•'都是整坏. 

证明假设 a 6 - < ic , 其中 a #0. 两边乘以 f 得 〆 1 必 =a kf , 所以 6= c . ■ 

当然，该命埋的逆命理不成立，因为 Z 是整环但不是域. 

-* 命题 3. 19 交換环 L 是城当且仅当 m 是素教. 

证明 若; 7!是索数.則由推论 3. 17知是域. 

反之，若 m 是合数，則由命睡 3.12 知 u 不是整环.又由命 @3.18 知1«不是域， 矛盾. ■ 

记号当/ ■是索 数时，我们通常把域1,记为 

F，. 

在本章的结尾处，我们将证明除 F , 之外还有其他的有限域（习埋 3. 19构造了一个含4个 
元索的域〉. 

当我还是研究生时，我的一位同学被聘请去给一个有数学天賦的10岁男孩做家庭教师. 

为说明这个孩子有很高的天陚，这位家庭教师讲述了他教 2 X 2 矩阵以及矩阵乘法的那个学期. 

当他用单位矩阵展示矩阵乘法时，孩子鼹睛一亮，立刻独自去一个角落.几分钟后，他告诉老 

师矩阵有逆元当且仅当关0! 

在另一个学期，孩子学习了域的定义.当有理数、实数和复数等一些熟悉的例子展示出来 
时，孩子感到非常满意.但是当给出一个只有2个元素的域时，他变得十分激动.在仔细检验 

© 英*术语••域(•尔 <£■ H . Moore) 在1893年写的一 B 关 T •分类有限域的文章中»先使用了*术语）在败学上 
的衍生用法同徳语术* KOrpcr 和法语术语 corps 在教学上的衍生用法与单词••辟 （gtmip)” 和 ••坏 （ring)” 的衍生用法 
是十分相似的：每个单词分拥表示一个 ••麵 域”，••一组”事物或 ••亊 物的全体”. 单词" 螫环 (domain)” 是英语闻语••整 
数领域 (imegml domain〉” 的縮写，而这个词 W 是来自德语 Imegretitsbereich, 指类似于整数的亊物的集合. 
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每个公理确实都成立后.他疯狂地探索起来.我讲这个故事是为了说明有限域是非常令人惊奇 
和出乎意料的. 

在第2章中，我们介绍了 R 中非奇异矩阵群 GL (2, R ). 之后，我们看到 R 被 Q 或 C 取代 
后还 是群. 现在我们看到 R 可以被任意域 * 取代： 对每个域 h GL (2, A ) 都是一个群.特别 
地，对每个素数/>， GL (2, F ,) 是一个有限群. 

习題 3. 11表明，整环的每个子环本身是一个 整环. 由于域都是整环，所以域的每个子环 
都是整环.这道习题的 逆命® 也成立，且更 有趣： 每个整环都是域的子环. 

给定域 F 中的四个元索 a , 6, c , d , 其中6尹0, d ¥=0, 并餒设两边乘以 W 
得 ad =6 c . 换句话说，若把 air 1 写作 a /6. 則我们刚好证明了 可推出 a rf = 加，即“叉 

_ 乘”是正确的.反之， 未 ad = bc , 且办和^/都不为零，则乘以 iT 1 ， 1 得 aiT 1 =<:</' 即“/6= 
c / d . 例 2. 17< iii ) 吿诉我们叉乘是 {( a , 上的一个等价关系，我们现在来推广 

该结论. 

引理 3.20 设 R 是一个整环， X ={( a , 6 )€RXR « 6^0}, 用又乘定义 X 上的一个关 
系， U , b )=(. c , d ) 电昱仪电 u d = bc , 則该关系是一个等价关系. 

证明自反性和对称性易验证.对于传递性，假设 ( a , b )= U , d ), ( c , = /). 由 

a < i = bc 得 adf = bcf , 由 cf = de 得 bcf = bdt ， 因此 adf = bd t . 由于 J ? 是整环，所以我们可以 
消去非零元 d 得 af = be ， 即 （ a , 6)=( e , /). ■ 

下面定理的证明是由整数整环 Z 来构造有理数域 Q 的标准方法的一个自然推广. 

- 定理 3.21 若 K 是整环，别存在包含 R 作为子环的一个城 F . 而且，可以使 F 滿 足：对 
每个 /6 F , 存在 a , 66«使/=以— 1 且 6^0. 

证明由引理 3.20 知，叉乘[即 （ a , 6 )=(c 当且仅当《«/ = 6<:]是 X = RXJ ? X 1 的一个 
等价关系 •（ a , «€ X 的等价类记为 [ a , 6], 定义 F 为所有这样的等价类构成的 集合. 给 f •带 
上下述加法和乘法运算（若我们悝设 [ a , 6] 是分数 a /6, 則这些都是普通公式）， 

[a ， 6] + [c»rf] = [a/ +4c ， W ]， 

[a.6][c.</] = [ac ， W]. 

注意，因为是一个整环，所以由6垆0和 d 关0可推出因此右边的符号是有意义的. 
现在 F 是域的证明只是一系列的验证了. 

加法 FXF — F 是定义良好的，若 [ a ，6]=[ a ', 6'], [ C , d ] = [ c , d ' J , 則 [ ad +6 c , W ]= 
[ ad '+ b ' y , b ' d '"]. 因为 af =< i '6， cd '= c'd » 所以 

iad + bc ) b ' d ' — adb ' d ' + bcb ' d ' = Cab ') dd ' + bb \ cd ') 

= a ' bdd ' + bb ' c'd = (. ad .' + b ' c')bd , 

即 ( a < f +6 c , bd )=(, a ' d '+ b ' c ', b ' d 、， 这正是我们所要的.类似的计算可证明乘法 FXF-F 
也是定义良好的. 

F 是交换环的证明也是按章行亊，留给读者去证明，但读者要 注意： 零元索是 [0, 1], 单 
[2321 位元是[1，1]， [ a ，6] 的负数是 [— a ，6]. 若我们把 “ eK 和 [ a , 1]€ F 看成是相间的，则易 
见所有这样的元索构成的族 R ' 是 F 的一个 子环： 
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[1,1] 6 KS 

[ a ， l ] 一 [ c » l ] = [ a ， l ] + [— r * l ] = [a — c ， l ] € ； 

[ a ， l ][ c ， l ] = [ ac , l ] 6 R f - 

为证明 F 是一个域，首先观察到若 [ a ，6] 关0,则关 0( 因为 F 的零元索是 [0, 1]= 
[0» 6]). [ a , 6] 的逆元是[6， fl ]， 这是因为 [ a ， 6][6， a ]=[ a 6, a 6] = [ l , 1]. 

最后，若6尹0,则 [1, 幻 =[6, I ]— 1 (正如我们刚才所看到的）.因此，若 [ a , 则 

La , A ]=[«, 1][1, 6] = [ a , 1]0, IT 1 . 证明可以结束了，因为 [ a , 1], 0, 1]€^. ■ 

定理 3. 21的叙述不够稍确.域 F 不能把作为其子环，因为根本不是 F 的子集.代替 
地，我们证明了 F 包含子环 l ]* a 6 R }. 它具有我们想得到的性质. /?' 非常类似于 
R ， 我们一旦介绍了同构的概念（见例 3.31), 就能够把尺'和/?等同起来. 

- 定义由定瑾 3.21 中的整坏 R 构造的城 F 称为尺的分式域，我们记它为 

Frac ( P 〉， 

并记元素 [ a , 6]€ Fmc ( R > 为 fl /6. 特别地 • K ' 的元素 O , 1] 记为 a / l , 或简单地记为 a . 

注意， Z 的分式域是 Q , 即 Frac ( Z > = Q . 在下一节中，我们将 看到： 若 ife 是域，则所有 
系数取自▲的多项式 /( x > 构成的集合作成一个整环，记为 AO ]. FmcUO ]) 的元索 / U >/ 
公(工)通常被称为有理函数. 

- 定义若城 K 的子环★也 是域. 称为城 fC 的子域. 

- 命題 3 .M ( i > 域 / C 的子集々是子域当且仅当々是子环且它在逆元下是封闭的，即，若 

是， a#0* a ' 1 €: k. 

( ii ) 若 { F , ， i € G 是域 / C 的子城族（可能无限个 >, 則 A = f | F , 是 K 的子域. 

证明 （ i ) 若域 K 的子集々是子域•则显然♦包含它的非零元索的逆元. 反之、若 k 龟子 
环且包含它的非零元素的逆元，则它是域，因而它是 K 的子域. 

( ii ) 利用 （ i ). 由习题 3. 12知子环的任意交集还是子环，所以 A 是 K 的子环.若 aeA 是非 
零元素，則“礪于每个 fV 乂因为 F , 是子域，所以^€6,所以 a — 1 € f ) F , =1这样走是 

K 的子域. ■ 

- 定义若 K 是城，則 / C 的所有子城的交集 A 称为 K 的索域. 

当然，每个域都有唯一的素域.在命题 3. 110中，我们将 看到： 每个素域在本质上都等于 
Q 或 F ,( p 为某个索败）. 

习顯 

H3. 17角断对错并说明理由. 

(i) 每个域都是一个整环. 

(ii> 存在一个有限域，其元素个数超过 10 100 . 

(山>若及是一个整环，則存在包含 R 的唯一域. 

(iv> 毎个交换环是一个域的子环 • 

(v) 子集 R-Q[«]={a+W« a, } 是 C 的一个子域. 

<vi)Q[i]-U+«« a, 6€<1>的索域是<3. 


國 
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(▽»)若尺=<3[^],則 Frac < R >= R . 

3.18 ( i > 设 R 是交换环，定义■运算为 

a • b — a -\- b — ob . 

证明， 圈运算 满足结合律，并且对所有《€尺有0* a = a . 

<iD 证明，交換环是一个域当且仅当集合 

R 0 ^ {re R l rjtl) 

在》运算下作成阿贝尔群. 

•3.19 (狄慝， R . A . Dean ) 定义 R 为所有如下 2 X 2 矩阵构成的集合 

H [: 丄卜 el 4 

( i > 证明， F , 是一个交換环，其运算是矩阵加法和矩砗乘法. 

证明， F , 是仅有四个元索的域. 

( iii > 证明， I 不是域. 

H 3.20 证明，元索个数有限的整坏》是域.利用命緬 3. 12,这个结论铯出命腰 3. 19充分性的一个新的证法. 
• H 3.21 求高斯整数环 Z [ i ] 的所有单位. 

3. 22证明 • F ^{ a + b >/ 2 t a , 66 Q } 是一个域. 

•3.23 ( i > 证明， F -{ a 4-«« a , 66 Q ) 是一个域. 

( ii ) 证明，毎个有分解式其中 拆 Z [ i ]. (看习 *3.5000. > 

•3.24 设 I ?是一个文疾环，定义 i ? 上的关系当且仅当#在单位 尺使得 

( i 〉 证明=是一个等价关系. 

( ii > 证明，若 “=6, W ( a >-(6), 其中 （ a>_{ra * r €/0. 反之，证明，若/?是一个整环 • W 由 U >， 
M 推出 a =6. 

3.25 若 I ?是一个整环，证明不存在 FnuKJO 的子域 / C 满足 

PC K £ Fnc ( A ). 

•3.26 设 A 是一个域， R 是子环 

K- in - 1 » n€ Z>C*. 

( i ) 若 F 是4的一个子域，证明 

( ii > 证明，★的子域 F 是 A 的索域当且仅当它是 A 的包含/?的最小子域，即不存在满足的子域 〆 . 
(»丨>若尺是*的一个子域，证明尺是*的索域. 

3. 27 ( D 证明 C 的每个子域都包含 Q . 

( ii ) 证明 R 的索域是 Q . 

( iii ) 证明 C 的索域是 Q . 

*3.28 11(1)对任意域/^，证明 S (2, F ) SAffCl , F ), 其中 E <2, F ) 表示随机群（其定义 在习鼷 2. 48 中）. 

( ii ) 若 F 是一个有限域，含有个元索，还明丨 S (2, F ) 丨 =9(9-1). 

( iii 〉 证明 2(2, P ,)^$|. 

- 3 . 3 多项式 

尽管读者十分熟悉多项式，但我们还要进一步仔细地介绍它们，以便读者不再对*^未知童” 
■ r 感到神秘. 
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非正式地，多项式是指形如知 + si ： r + j 2 : c l + …的一个“表达式”.关键之处在于我们 
应当注意多项式的系数知， si , 5 2 ，…， 知取自哪里. 

- 定义设 R 是一个交換环，則称函教 <7 •• N —/? 为尺上的一个形式幕 级数. 作为任意函 
数，一个形式幂级数 N—R 可以由其值确定，对每个 £€ N , 记《7(£> = 5,七尺，因此 

a — (so fSj tJi *'***5|» — ). 

称值 Si eR 为该形式 @ 幂级数的系数 

由命题 2. 2知， i ? 上的两个形式幂级数 (7 和 Z ■相等当且仅当它们的系数相匹配，即对所有 
00有 < y ( i )= r ( i >. 

- 定义交换环 R 上的一个形式摹级數 <r = ( s 0 , 力， …） 称为只上的一个多项式，若 
存在整教71>0,使得对所有1>11有5,=0,即 

a = (« o ， J | ，••••《•，0,0 • 

一个多项式只有有限个非零系数，然而一个形式幕级数可能有无穷个非零系数. 

- 定义零多项式0是指所有系数均为零的多項式（0, 0, 0, …）. 若 < T =( s 0 , 幻 ，…， s ,， 
0, 0, …） 是一个非零多項式，《存在自然數/ I 满足 s , 关0且对所有 *•>/! 有我们称〜为 
< r 的首项系数，称 n 为 的次数并记次數 ri 为 deg ( tf ). 

零多项式0没有次数，因为它没有非零系败.其他任意多项式都有次数. 

记号若 K 是交换环，则所有系数取自尺的多项式构成的集合记为 P [ x ]. 

给 W >] 带上下列运算.定义 

a + r =(知十 /。 ，Ji + ti ，".， s < +/"•••〉 

和 

or = (a 0 ,ai •… ， a *，.”）， 

4 

其中〜 = 2 s ^> = .•因此， 

«■>-* 4-0 

OX = (. Soto ， Sot ，+ Si to ，5 o 6 十 S |^| + 5 2 f 0 *•••). 

下列命题将告诉我们该乘法公式来自于哪里. 

命题 3. 23若 K 是交糗坏，且 r , tjeR , *>0, »0,則 

( s 0 4* Sir 4 - + hr + •••>■= a 0 十 air + •“十 a * r * + •••， 

其中对所有有 a *= 2 5 ' r i - 

注对用归纳法证明，但因为患路是很清楚的，所以我们只给出一个非正式的 
证明. 


© 我们通常把形式幕级数饮_(»0,幻， **••••• 々，…）记为匁+ 外 1+1^+ … ■ 2^ •- 使用形容词 ** 形式”是因为 

i -0 

这里不存在收敏的概念.实际上 • 即使 l ?«= R . 使得收敢的 攝念有 意义，所有收敏幂级败的集合也只 ftR 上所有 
形式冪级败集合的真子集. 

© 44 系数”的含义是 ••一 起作用_达一个攀一的终点”.这里，系数合起来_定一个形式幕级数. 

㊂ 术语 ** 次败”来自意为 ••台 阶”的一个拉 丁埤. 
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证明记 2 Sir，i = /( r ) ， = g ( r ) •則 

/(r)g(r) =(So + s»r-h s 2 r^ 4 - … ） g(r> = s 0 g(r) + Sirg(r) + s 2 r 2 g(r) + — 

=s 0 (， 0 + Ar+ •••) +5,rU 0 +hr+ •••) + s 2 r* (& 十 &r+ •••) + ••• 

= io«o + (si/ 0 +«o ， i>r+ (i*/ 0 + Siti + 5o/*)r* -j- 

(5 0 f 3 + ^ 十办 + 5 3 f 0 >〆 + •••• _ 

- 引理 3.24 设只是 一个交換环，并设 cr , r € K [ x ] 是非零多項式. 

( i ) tfr =0 或 deg (( rrXdeg (^) + deg ( r ). 

(ii) 若 K 是整环，則 （ n ■ 关 Oi 

deg (^ r ) = deg ( a ) + deg ( r ). 

证明 （ i ) 设 a = G 。， 々，…〉的次数为 m , !•=(/•，/», …〉 的次数为 if ， 并设 《•=(〜， 
fl ,, …). 只需证明对所有^>1»1+；1有〜=0.根据定义， 

“4 = 2 5 '^- 

若 i < m , 則 j =* 一:因为 ♦>»!+”>, 所以 0=0( 因为 r 的次败为” >. 若 Ow , 则 
_ s ( =0, 这是因为 < t 的次败为 m . 不管 W 种情 形都有每一项 V >=0, 所以 a »= ^ Sltl = 0 . 

( it ) 现设* == m + n . 由与 （ i ) 相同的计算可知，除了 *_<»(<» 和 t •的首项系数&积）可能例外之 
外，中的每一项都是0: 

Sot m+ll = = 5 „.|^| = 0 = 5舞 +| /_-| … 》 s m ^„t 0 . 

若 t < m ， 则 m — C >0， 因而 j = m — i + n > n ， 所以 t ,=0» 若 i > m ， 脚 i ,=0. 因而 

a mim — s m t m . 

由于尺是整环，所以由 •尹 0 和“尹 0可知心“尹0，因而 crr^O & deg ( t 7 r)=m + w = deg (< F ) + 
deg ( r ). ■ 

- 命题 3.2 S ( i ) 若/?是交換环，«尺 [ x ] 是包含尺作为子环的交換环. 

( ii ) 若 R 是整环， « R [ x ] 也是整环. 

证明 （ i ) 加法和乘法是 R [>] 上的两个 运算： 两个多项式 r 的和是一个多项式[实际上， 
( T + r =0 或 deg (< H ~ r >< max { deg (( T >, deg ( r )}], 而由引理 3. 24知，两个多项式的积也是一个 
多项式.我们照例 要骑证 交换环的所有公理，这项任务留给读者.注意，公理中的0是零多项 
式，1 是多项式(1，0，0» …〉， (S0 9 Sit — * Si 9 …） 的负元是（一 So ，一 Sit •••，一 Si ， •••). 
仅有的问题是证明乘法结合律，我们提示一下：若 p =( r 。， r ,， …， n , •••>，则多项式 〆 
的第<»个系数是 S r •(巧 》*),而(~卜的第/个系数是 D ( r iS ) ) t ,, 两者相等，这是因为 J ? 中 

H-/+4 •/ r+y+* ■•/ 

的乘法满足结合律. 

易检验 R ' = {< r , 0, 0, … :是 i ?|>] 的一个子环，我们把与 （ r , 0, 0,…） 
看作是相等的，从而把 R ' 与 i ? 看作是相等的. 

( H ) 若 R 是整环且<», I ■是非零多項式，则由引理 3.24 知 < rr 关0,因而 J ? l >] 是整环. 鼸 

- 定义 若 R 是交 換坏， « RO ] 称为 R 上 的多项式环. 
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如同断言整环是它的分式域的子环不完全正确一样（在定理 3. 21中），我们断言一个交换 
环尺是 的子环也是不完全正确的.我们已经证明了尺[ X 〕 真 的包含有一个子环，即 R '= 
<( r , 0, 0, •••) * reR ), 它十分相似于見我们一旦介绍了同构的概念，就可以把 V 和 K 等 
同起来（见例 3.31). 

— 定义定义未定元为元素 

x = (0 ， 1 ， 0,0, 

虽然* r 既不是“未知搋”也不是一个变量，但我们还是叫它未定元.未定元: r 是环中 
的特殊元索，即多项式（私，打， …）， 其中 s , = l , 其他所有 &=0. 我们坚持认为交换环 
有一个单位，这样才有未定元的概念.若所有偶数构成的集合 E 是交换环，则 £[>] 不包含 : r 
(但包含 2: r ). 注意，若 K 是零环，则 KO ] 也是零环. 

引理 3.26 ( i 〉 若 ， S | • •••，々• •••>，則 

xa = (0， s o ， si ，•••，巧 ••••） ， 

即用 j ： 去来可使每个系教向右移动一步. 

( ii > 若則？是第/!个系數为1而其他所有系数为0的多項式. 

( iii > 若 re /?, 則 

(r*0,0, — )(sg *Jn —*5, *•••) = Crso， ni ，•••〉• 

证明 ⑴记 J ： 5 * (/。，“ ，…， 6， •••)* 其中6*1，其他所有4 = 0，并设 

“ I ， …， fl *， …）. 因为 岛= 0， 所以若 则〜 =乏]中的非零项只有 

»+>■* 

Sk itx = 5 k - i . 这是因为 ^1=1* 对*关1 ， /i = 0. 因此，对 k^\y 的第走个系数 a * 是 U - I ， 

且 JV =(0, So 9 S | 9 •••» St 9 •••). 

( ii 〉 利用 （ i ), 用归纳法易得 • 

( iii ) 由乘法的定义易得. _ 

若我们把 ( r , 0, 0, …） 和 r 等同起来，則引理 3.26( iii ) 叙述为 

r($o 9 Si »•••) = irsotrsi ♦•••). 

我们现在可以用冋普通记号. 

命 H 3.27 若 tf =( s 0 ，&， … ，知，0，0，…），則 

a =私十 + 幻 X * + ••• + 

其中每个元素 s € R 被看作与多項式 ( S , 0, 0, …） 相等. 

证明 

<y= (私 •5"—,s (t ，0,0,"-> 

= (s 0 ，0,0, …〉 + (0*s, •()，•••）+ •.• + (0,0,— ,5.，()，•••> 

= 5 0 (I »0，(），•••）+ Si (0»1 »0, …〉 + … + 5纖（0,0，"， ，1 ，(）》•••> 

= S 0 + + … +s«x' _ 

从现在开始，我们将使用这个熟悉的（且标 准的〉 记号.根据习惯，我们将写 
fix) = 私十 5,1 + 52〆 + 

而不写夕=(5 0 ， 5 i ， …， 5費，0，0，―). 



这里有一些与多项式相关的标准词汇.若 /( xlsjo+ill + SjJ ^+ m + Vf 1 "， 其中&#0， 
则称 s » 为常数项，正如我们已经说过的，称 S •为首 项系数.若首项系数5, = 1,则称 /(d 为 
首一多项式. 除零多项式 0 ( 所有系数为 0 > 之外，其他多项式都有次数.常数多项式是指零多 
项式或次数为0的多 项式. 次数为1的多项式，即 a + fcc , 6#0,称为线性多项式，次数为2 
的多项式称为二次多项式 e ， 次数为3的多项式称为三次多项式，等等. 

推论 3. 28 多項式 /(•r)=J*+*iar+J t >r l + ... + s lr r ■和多场式 g(j：> = / 0 +t ll r+*:x: + … + 
t „> x " 相等.当且仅当对所有 i € N 有 5.. = *,-. 

证明我们只需用熟悉的记号重述多项式相等的定义即可. ■ 

我们现在可以把未定元 I 者作一个变》,这是 x 通常扮滇的 角色. 若 R 是交换环，对多 
项式/(1)=私+^+*,2+… + s > x * eR |>] 賦值，则可以定义一个多项式函数 / k : 若 

r 6 R , 定义广 （0=私+¥+知 〆 十… + [通常我们不会这么繁琐，而 是把广 （ r ) 写为 

/( r )]. 读者应当认识到多项式和多项式函数是不间的两个对象.例如，若 i ? 是一个有限环 
(例如 U ), 则 R 到自身的函数只有有限个，所以只有有限个多项式函数.另一方面，若 i ? 是 
非零环，则存在无穷多个多 项式. 例如，由推论 3. 28知，所有幂1, _ r , x *, …， X %…都是 
互不相同的. 

- 定义设 * 是城， 則把 4 Lr ] 的分式城 FracULr ]〉 记为 4( x >, 称之为*上的 函数域 .称 
Kx ) 的元素为 it 上的 有理®数. 

命麵 3.29 函數城 *(■>:> 的元素形如 /( oO / gCr 〉， 其中 / Cr ), 容( 1 )€*|>]且豕(； 1 ')# 0 . 

证明因为函数域是分式域，所以由定理 3.21 知中的毎个元素有形式 /( BWaO - 1 . 

■ 

命題 3. 30若/>是素教，則*教城 F , U ) 是一个无限域，其素城是 F ,. 

证明由命® 3. 25知， F ,|>] 是一个整环. 它的分式域 F ,(: r > 是以 F , [: t ] 为子环的一个域， 
再由命题 3.25 知 F ,[ x ] 以 F , 为 子环. 这样由习® 3.26 知 F , 是素域. _ 

尽管多项式和多项式函数是不同的（我们将在推论 3. 52中看到，当系数环 R 是无限域时， 
它们是相同的>,我们通常称 KO ] 为 R 上关于一个变置（或未定元）的所有多项式构成的环. 
若记 A = J ?(>], 则多项式环 A [; y ] 称为 R 上关于两个变置（或未定元 > x 和; y 的所有多项式构成 
的环，记为•!?[•*， y ]. 例如，二次多项式 aj *+6 xj »+ cy *+ dx + ey +/ 可记为 cy *+( fei :+*>3 i + 
( aJ+dx + f ), 是系数在 J ?[: c ] 中关于； y 的多 项式. 根据归纳法，我们可以构造交换环 
R [ x ,, X ,, X .],它是由系败在 R 中关于7«个变量（或未定元）的所有多项式构成的.对 n 

用归纳法可将命题 3. 25推广：若 K 是整环，則 K [ x ,, x :, …， 心]也是整环.而且，当 f ■是 
域时，我们可以把 FradFCar ,, j ：:, …，： c ,]> 描述成关于 n 个变置（或未 定元〉 的所有有理函数 
集，记为 FXxi ，為， …， X ,), 其兀索有形式 /(々，而， •”， x .)/ g ( x ,, Xu •••. x „) , 其中 
/» ^6F[j：i , 12， …， ：■]• 


© 之所以称为二次多项式，是因为特殊的二次式？给出了正方形的面积.类似地，之所以称为三次多项式，是因为 
X* 绝出了正方体的体积 • 之所以称为线性多項式， ft 因为 RO] 中线性多項式的 ffl 形是一条直线. 
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习题 

H 3.29 


H 3.30 

•3.31 


■3.32 


-H 3. 33 
3. 34 

•3.35 

H 3. 36 


判断对错并说明理由. 

( i >: r *-2 x +5 的序列记号是 （5, —2, 0，1，0,…). 

(幻若只是一个整环，则只0]是一个整环. 

是一个域. 

( iv ) 若 A 是一个域，则^ >] 的索域是蚁 

( v ) 若 R 是一个整环，且 /( Jr 〉， 都 非零 . M deg (/^)- dcg (/ H - deg ( g ). 

(vi) 若 R 是 一 个整环， B. /(x ). 震 W*r] 輕 非零，期 /(:r> + 《 (J>**0 或 deg(/+ 贫 ><max{deg (/> ， 
deg(g)}. 

( vii ) 若 4 是一个域 ， m 

证明，若尺是一个非零交換环，扇对>]不是域 • 

设 走是一 个域， A 表示灸上的矩砗（所以幂 A •有定义>.若 + 則 

定义 

/( A > _ f # / + c 1 A + ••• + c m A m . 

< i > 证明， *[ A ]-{/( A ) « / U )€4|>]} 在矩阵加法和矩晬乘法下作成一个交换环. 

<">若/(之> =夕( < 1 〉令( < 1 ：>€*[： 0 ，且 A 是 * 上的 ” Xn 矩降，证明 /( A >== p ( A > g ( A >. 

( iii 〉 始出 ” X ”矩阵 A 和 B 的例子，使得 « A ]*— 个螯环而 *[ H ] 不是整环 • 

H ⑴设尺 是一个整环.证明，是 /?(>] 中的单位当且仅当—个非零常数且是 K 中的 
单位. 


( ii > 证明， l 4[ x ] 中（[2>+[1]>*-[0 成立. 由此知， （ i ) 中的命8对不为整环的交换环不成立.[若 
对某个整败有0, 期称 *6 K 为幕零的.对任意交换环 K , 坷以证明多项式 /( x >_ 
a 0 +< Mx + …十 a ( t jr -€ RO]ft RU ] 中的单位当且仅当 a * ftR 中的单位且对所有 a , ft 幂 


芩的 •] 

证明，若 / U >»: i •，一 x 6 F ,0], W 其多 项式* 数 • F ,- F ， 恒为 0. 
H ( i ) 若/■是素数且 m , n € N . 证明(二 )-(〕inod p . 

( ii ) tt 明 )»(:) mod 夕对所有 r >0 成立. 


( Ui > 给出习题1.72的另一种 i £ 明： 若/>是索数且不8除《数则 


( T ) - 


设 o 6 C , Z [ a ] 是 C 的包含 a 的最小子环，即 Z [«]« riS , 其中 S 取遍 C 的包含 a 的所有子坏.证明 
Z [ a ] — </( a ) * /( x ) 6 Z [ x ]}. 


设 K 是交换 环. /( x )= |] a,V € 对>] 的次败 n > l , 定义它的导敝 / U > 6 对>]为 
f < x ) = ai 4 - 2 atx+ 3 a »: r * + ••• + no . x --1 1 

若 / Cr > 是常败多项式，則定义它的导数是零多项式.对于导败的这个定义，证明下列微积分法則是成 
立的： 

(/+«：)’■ f + g \ 

( r /y = rf \ re Ri 
(/《)’■ fe + fg * 


_ 


_ 
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(/_)’= ”/■-•/， „^ i . 

•3. 37假设在/?|>]中 Cr-fl) I /Or). 证明， R [>] 中| /(x> 当且仅当 (文一41> | 广 
3. 38 (i> 设 /(j：)=ax 2 ，+&r，+dF，[j：], 证明 /Cr〉=0. 

H (ii) 给出多项式 /(■!>€&(>] 的导数 /(x)=0 的充分必要条件，并加以证明. 

*3.39 若 i? 是一个交换环 • 則定义 /?[!>]] 为 R 上所有形式幂级数构成的集合. 

H ⑴证明 K[x ] 中定义的加法和乘法公式对也有意义，并证明 KUO]] 对这些运算作成一个交 
换环. 

(ii) 证明 RO] 是尺 [[x]] 的一个子环. 

(iii) 记形式 幕级败 a=(io， ， Ji ， •••• s »，•••、％ 

o = H +5ix4-s ： ar* + •••• 

证明，若 a=l+i+? + …， W 1/( 1-x)€/?[[>]]• 

•3. 40 若， 5丨 ，办 ，…， 《■，•••> 是:一个非零形式幕级败，定义 ord(tf> —m， 其中 m 是满足、#0的最小 
自然败.注意玥0尹0当且仅当 ordk) 存在. 

H(i > 证明 • 若 R 是一个螫环，则 K[|>]] 是一个整环 • 

(ii> 证明，若 ★是一 个域， 則非 零形式幂级败0€4[(>]]是攀位当且仅当 Or dU>-«0, 即它的常数项不 
为零. 

(iii> 证明， 若 <^€奸[>]]且 ordOr〉-*”， 則 

a * x"nt 

其中《是*[[>]]中的单位. 


—3.4 同态 

正如我们可以利用同态比较群一样，我们也可以利用同态比较交换环. 

- 定义设 A 和 R 是交糗环，《—个（环1同态 是相一 个函教/: A—R 满足 
( i )/( l )- l , 

( ii > 对所有 a , a 6 A , f (. a + a ) =/( a )+ fla)t 
( iii > 对所有 a , a ' eA , /( aa 7 ) =/( a )/( a , ). 

若一个同态同时也是双射，则称为同构.若存在一个同构/| A - R , 则交換环/\和《称 
[^431 为是同构的，记为 A 兰 R . 

- 例 3.31 ( i > 设 i ? 是一个整环，用 F = Frac ( J ?) 表示它的分式域•在定理 3.21 中我们说 

过， i ? 是 F 的一个子环，但这不是事实， R 甚至不是 F 的子集.但是我们确实找到了 F 的 
—个子环它与 i ? 极其相似，即 lT = {[ a , 1] • a 6 i ?> CF . 容易看出，由 /( a > = [ a , 1] 
给定的函数/> R - R ' 是一个同构.今后，若我们证明了这一点，则把整环 i ? 看作 Fn « c ( R > 
的子环. 

( H ) 当把元索和常数多项式 （ r , 0, 0, …） 看作是相同时[见引理 3.26( iii >], 我们暗 
示了交換环 K 是 R [ x ] 的一个子环.我们知道以=彳（》", 0, 0, •••> » 是 RDr ] 的一个子 
环，并且易见由 /< r ) = < r , 0, 0, … >给定的函数 /■ 是一个同构. 4 

例 3.32 ( i > 复共板 /• C — C ， z = a + i 6 i ~» i = a — i 6 是一个同构，这是因为了 =1， z + w = 
z + w , 由公式:知复共轭是一个同构，这是因为复共轭的反函数是 自身. 
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( ii ) 这里给出环同态不为同构的两个例子.若 K 是一个交换环，则（包含）同态 

尺 [>] 不是满射(它是单 射). 若 m >2, 則由 = 给定的映射 /: Z — L 不是单射（它是 
满 射〉. 

( iii ) 前面的例子可以被推广.若是一个交换环，其单位元记为1,则由： ?(》> = »• 1给 

定的函数 Z : Z — K 是一个环同态. 4 

定理 3. 33设 R 和 S 是交換环，炉 *!?-*■ S 是一个 同态. 若〜， …， i „ t S * 則存在味- 

个同态 

ip * RL^i * S 

满足对所有 I 且对所有 re 尺有多（幻二 〆 ”. 

证明对用归纳法证明.当 n = l 时，记 X ,为0：,记七为 s . 定义參《用>]— S 如下 * 
若/(1)= ，: C •，则 

q > 1 f 0 +^ 0 ： + …+ rvr 1 * 穸 ( r 0 ) + < pir x )j + — + < pir n ) s n = 爹 (/)• 

该公式表明參 ( 工>»=^且对所有 r ^ R 有佘 ( r )= 9 ( r ). 

现在只需证明參是一个 同态. 首先，爹 ( l ) = f ( l ) = l , 这是因为 f 是一个同态.其次，若 
多(1)=€1。+«110：+•••+<!■：!：■，则 

乒 (2 (r -+ a * )j：< ) 

=* + a,)s 4 

= y ] (< p (. n ) 4- y ( Q ,))5* 

= 歹 (/> + f ( g ). 

接着，令 /(: r ) g (* r >= ，其中 c * ■ Una ,. 则 

k *♦>-* 

9( 2 C * X *) 

= 2 〆 。)？ 

* 

= S ^( S 4 r ^)^* 

= 多(石 ))5*. 


另一方面 


旁 (/> 旁 ( g >= ( S ^ (r * )5， )( 29 (a > )ji ) 
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= 2( - 

我们用归纳法 证明# 的唯一性.先对^>0用归纳法证明基础 步骤： 若 S 是一个 
同态，满足沢 or > = s 且对所有 rei ? 有 Wr ) = 9(/0, 则 

0 ( r 0 + r x + … + r rf x rf > =史 ( r 。〉 + 炉 ( ri >5+ ••- + 9 ( rw ) 〆 . 

对于归纳步骤，我们需要找到一个同态參： i ?[ x ,, …， ； + ,]— S , 满足对所有 i < n+l 有 
爹 ( x ,) = A 且对所有 re 尺有多 ( r ) = 9 >( r >. 若我们定义八二/?!；々，…， x ,], 则归纳假设给出一 
个同态 0: A — S , 满足对所有 i < n 有 0( x ,)= a 且对所有有 0( r ) = 9)( r ). 基础步骤给出 
_ —个同态> AO , + ,]— S , 满足>(1, + ,>=*, + ,且对所有 aeA 有 j (« i >=0( a >. 最终结论源于以 
下事实： /?[ xi » J ：.+ i ]= A [ x . +I ], 对所有 i < ”有 j (: c ..)=0( j ：*)= j " ^( x . +i ) = 0( j ;, + ,) = 

心 +1 ,对所有 有 j ( r ) =#»•> = 〆 》•)• ■ 

- 定义若 R 是交換坏，則•值 a 是指函數匕< RO ]— I ?, e ,(/ C : c )> = /( a >, 即 

e *( 2 r * x， ) = 2 r * a， - 

-* 推论 3.34 若 i ? 是交换坏， a € R , 則醎值 映射〜 iRO ]— R 是一个同态. 

证明在定理 3. 33中，设 R = S 和 9> = 1 R , mf = e .. ■ 

环同态 /| A - J ? 的一些性质是根据它是加法群 A 和 R 之间的群同态得到的.例如， 
/(0)=0, /(- a ) = -/(«), /( na ) = "/( a ), 所有 n € Z . 对于不熟悉群的读者，我们证明这 
些 结论. 因为0+0-0,所以/<0)=/(0)+/(0),两边减去/(0)得/(0>=0.因为 一 a + a =0, 
所以 /(— a ) + /( a ) = /(0)=0, 两边减去 /( a ) 得 /( — a > = -/( a ). 对用归纳法证 明：对 
所有 ”>0和所有 a € R 有 /( na )=» i /( a >. 最后，若 n <0, 则用 一 a 代替 a 得到 结论. 同态保 
持乘法有一个类似结论. 

引理 3.35 若/| A — J ? 是一个坏同态，則对所有 aeA , 

( i ) 对所有 n >0 有 /< a ')=/( a )', 

( ii ) 若 a 是一个单位，《 /( a ) 也是一个单位， JL /(a 1 )=/(«)-', 

( iii ) 若 a 是一个单位，則对所有 n 彡1有 /( a -)=/( a >-*. 

证明 （ i ) 若 ”=0,脚 /( a °) = l = (/( a >> c ， 这是因为每个环同态都满足 r ° = l 和/(1) = 1, 
r 为环的任意元索.对正整数用归纳法可证明命題成立. 

< ii > 用/作用等式可证明 / U > 是一个单位，其逆元为 /0 TD . 

( iii > 回忆并利用 （ i ) 和 （ ii ) 可证得. _ 

推论 3.36 若 / iA — R 是一个环同态，則 

/(17( A )) Cl /( R ), 

其中 IJ ( A ) 是由 A 的单位构成的蛘.若/是一个同构， W 存在一个群同构 
[246] C 7( A ) 兰 I / O ?). 

证明第一个命题只是引埋 3. 35( H ) 的一个 重述： 若 a 是 A 的一个单位，则 /( a ) 是 R 的 
一个单位. 
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若/是一个同构，则根据习题 3.44( i ) 知它的反函数/^:尺― A 也是一个环同态.因而， 
若 r 是的一个单位，则 / *( r ) 是 A 的一个单位.现在容易检验史： 17( A)— a 4 
/ U ) 是一个(群）同构，这是因为它的反函数是必 * 17(只)— /^( r ). _ 

例 3.37 若 X 是非空集合，定义 X 上的位串为函数 F z , X 上的所有位串构成的集 
合记为 b ( X ). 若； C 是有限的，不妨设 ，…， x m ) 9 则位串是由0和1组成的长度为” 
的序列. 

在 MX ) 上定义二元 运算： 设#， y 6 MX ), 定义 

py * x b ^( x ) y ( x ) 

和 

fl+y » x h-^/9(x)4-r(x). 

6(；0 在这些运算下是一个交换环，这 是习題 3. 10中 R = F , 时的特殊情形. 

回忆布尔环 8( X >[ 见习题 3.7< i >], 其元索是 X 的子集，其乘法运算定义为交： AB=AH 
B , 其加法运算定义为对 称差： A + B =( A - B ) U ( B ~ A ). 我们现在证明 B ( X > 兰 6( JO . 


若 A 是集合 X 的子集，则定义它的特征函数为厶 | X ^ F ,, 


Xa ( x ) 



当 A 
当； r 珐 A . 


例如，： U 是常数函数 X 0 ( J ：)= O , 任意 _ r € X . Xx 是常败函数 Zx (； r )~ l , 任意 _ ceX . 


定义 B ( X )— WX ), v ( A )= Xa . 若 x € X , 則 当且仅当; )： a <： c > = 1. 因此，若 

Xa = Xb , 则 leA 当且仅当; reB ， 即々=凡于是9>是 单射. 实际上， 史 是一个双射，这是因 
为， 若 /■ X — F : 是一个位串，则^八），/,其中 /(: t > = l }. 

我们现在 证明？ ■是一个环 同构. B ( X ) 中的单位元是 X ,并且是取值为1的常 
数函数，它是6(；()中的单位元.设 A 和 B 是； f 的 子集. 若 rex , 则 


( XaXbHx ) = 1 当且仅当 1€八且丨66| 

即 XAZB = XAn 8. 因此穿 ( AB >=9(<4> 史 ( B ). 另外， 

0： A + Z a ) Cx ) = 1当且仅当 ： rC A 和 B 有且仅有一个成立， 

即 ; ^+Xa = ZMua >- MnB »= ZA + a [回忆习« 2.4: A + B =( AUB >_( Af 1 B )]. B 此 〆 A + B ) = 
< p (. A ~)+ ip <, B ). 这样 $ 是一个 同构. < 

- 定义若 /: A - R 是一个环同态，《它的核是 

ker / = {a 6 A * /( a ) = 0}. 

它 的象是 

im / = {r ^ R < 存在 a e A 可使 r = /( a )}. 

注意，若我们不考虑乘法，则环 A 和 R 都是加法阿贝尔群，并且这些定义与群论中的定 
义相一致. 

设灸是一个域， a €*. 和推论 3.34 —样，考虑賦值同态〜： /( a :) l ~»>/( a >. 现 
在*•总是满射，这是因为若则6=*«(/>,其中 /(: c ) = j : 一 <2+6. 这样 inMr .= ifc . 根据定 
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义， kere •由所有满足 g ( a >=0 的多项式 g ( x ) 构成，即由 it [>] 中所有具有根 a 的多项式 
构成. 

命题 3.38 设/| A — J ? 是一个环同态，其 ti ? 是非零环， 《 im / 是 i ? 的子环， ker / 是 
A 的真子集且鴻足下列 结论： 

( i ) 0€ ker /, 

( ii ) 若; r . ker /, #) jr + y € ker /» 

< iii > 若 ker /， a 6 A , JN ax 6 ker /. 

证明 若 r ， /6 im /， 則存在 a ， a'e A 使得 r =/( a ), r ’ =■{、</!'). 因此， r —/ = /( a ) — 
— — rr ' = f ( a ) f ia ) = f i.aa ) € im /. 由同态的定义知 /(1) = 1, 因此 

im / 是 K 的子环. 

因为/<0) = 0，所以 OGker /. 若 _ r ， yGkerf , 則 /( jr + y ) =/( x >+/( y ) =0+0 = 0，因 
此 若 o :€ ker /， a € A , 則 /( ax >=/( a >/(; r >=/( a >0=0， 因此 aj "€ ker /. 因为 

/(1) = 1关0,所以 l ^ ker /, 因此 ker / 是 A 的真子集. ■ 

群 R 态 G — H 的核不仅是子群还是正规子群：它在结合运算下关于群 G 的元素与它自身 
的元索是封 闭的. 类似地，若 /« A — R 是-个环同态，则 ker / 几乎 e 是一个 子环： 它在加法 
和乘法运算下是封 闭的. 另外 k «/ 在乘法运算下关于交换环 A 的元索与 ker / 的元索是封 
12481闭的. 

- 定义交換环 R 的子集/称为 R 中的理想是《/瀉足下列 条件： 

( i ) 06 /» 

( ii ) 若 a , 66/,則 a +6 €/i 
( iii > 若 ad reR , « ra 6/. 
a 想 / 垆 R 称为真 璁想. 

命题 3. 38 可以被垔述如下，若/> A — i ? 是 一个环 同态，其中 K 是非零环，则 im / 是 R 
的子环而 ker / 是 A 中的真理想. 

在任何非零交换环 K 中总存在两个 理想： 环 R 本身和仅由0构成的子集 {0}. 在命题 3. 43 
中我们将 看到： 若交换环只有这两个思想，則它是域. 

- 例 3. 39若6,, 6, ，…， 6 ■是 交换环 R 中的元索，则它们的所有线性组合构成的集合 

i = < r,*i + r,bi + •- + rj >. « 对所有 “ r ,. € i ?} 

是 /? 中的一个 理想. 此时我们记 f =(6,, 6：,…， &). 特别地，若 n = l , 則 
/= ( 6 ) = <»* « /?> 

是 i ? 中的一个理想，它是由6的所有倍数所构成的，称之为由6生成的主理想. 

注意， K 和 {0} 恒为主 理想， R =( l ), {0} = (0).在 Z 中，偶数构成主理想 (2). 4 

- 定理 3.40 Z 中的每个理想都是主理想. 

e 若 /， A - R 且 A , R 均是非 零环， _ k «/ 不是子环，这是因为它不包含丨，若1是 A 的单位元， 》 n #0, /( D - 
1利. 
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证明这仅仅是推论 1.37 的重新叙述. ■ 

两个元素能否生成相同的主理想？ 

命題 3.41 若 R 是交換环且存在单位《€只使得 a = 則 （< i ) = (6>. 反之，若是整环 
且 ( a ) = (6>, 則存在单位使得 a = 

证明假设存在单位使得 a = u 6. 若 o :€( a )， 则存在 r € R 使得： c=m = rwA €(6), 因 
此对于反包含，若: ye (6)， 则存在 s €/? 使得 : y = s 6= siT ^ eU )， 因此 
这样 ( a > = (6>. 

反之， «( a )*(6), 则 = 因此存在使得“ = r 6, 也就是说 ， b \ a . 类似 

的，由 6€(6) = ( a ) 可推出 a | 因为 R 是整环，所以由命题 3. 15知存在单位使得 
a = ub. ■ 

例 3.42 若交换环 R 中的 理想 /含有1,则7=只，这是因为此时 I 含有 f = rl , Vr € R . 
事 实上，一个理想/含有单位《当且仅当 / = K . 充分性是显 然的： 若/=只，则/含有单位 1. 
反之，若存在单位则/含有 u 、=1,于是/含有 r = fl ， Vr € R . ◄ 

- 命题 3.43 非零交換环是城当且仅当中的攻想只有 {0} 和本身. 

证明假设 K 是域.若/祥 {0}, 则/含有某个非零元，而域中的每个非零元都是单位. 
因此，由例 3. 42知 J = R . 

反之，假设 K 是交换环.其理想只有尺和 ( oh 若且 a 关0,则主理想 （ a ) 关0,从而 
所以 = 因此存在 r € i ? 使 l = ra , 即 a 在 K 中有逆元，所以 K 是一个域 • 

■ 

命题 3. 44 环同态 /* /?是单射当且仅当 ker /={0}. 

证明假设/是单射，若 a 关0则 / Gi ) 关/(0> = 0,这样 a € ker /, 因此 ker /={0>. 反 
之，假设 ker /={0}， 令 /( a > W ), 则 0 = /( d ) — /( a '> = /U — a '〉 ，因此 a — a ' eker /= 
{0}, 这样即/是单射.（读者可以验证当 A 或/?是零环时该命埋也成立 .） ■ 

推论 3.4 S 若/: R 是一个坏同态，其中 R 是非零坏， * 是城，則/是一个单射. 

证明根据上面命题 • 只须证明 ker /=<0}. 但由命题 3.38 知， ker / 是 A 中的真理想， 
而命越 3. 43表明 A 只有两个理想 A 和彳0>.因为关 0( K 是非零 环〉， 所以 ker / 尹幻因 
此 ker /=<( M ， 这样/是单 射. ■ 

习題 

H 3.41 翔断对错并说明理由. 

( i ) 若/?和 S 都是交换环，是一个 f 同态，則/也是 R 的加法群到 S 的加法群的一个网态. 

( ii ) 若/?和 S 都足交换环，/是/?的加 法屏到 S 的加法鮮的一个同态，且満足/(1>-=1，则/是一个环 
同态. 

( iii ) 若 R 和 S 是同构的交 换环.則任意 环同态/ « R — S 是一个网构. 

(卜>若/« 是一个环同态，其中 S 是非零环 ， W ker / 是 R 中的一个真理想. 

( v ) 若/和*/籂是交换环 K 中的理想 ，期 ffU 和 l \ JJ 也是尺中的理想. 

( vi ) 若 9 : K - S 是一个环同态，/是 R 的中一个理想 • 兩 〆 />是 S 中的一个理想. 

R — S 是一个环同态， J 是 S 中的一个理想，则逆象9 _ \乃是尺中的一个理想. 
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( viii > 若 J ? 和 S 都是交换环，則投射 （ r , r 是环同态 RXS -兄 

( ix ) 若々是一个域，/:灸― R 是一个满环同态，則 R 是一个域. 

( x > 若/(« 1 ：>=€*，則/是 7( R ) 中的单位. 

3.42 设 A 是一个交換环.证明 A 的子集 J 是一个理想当且仅当 0€ J ， 由《，可推出 u — vGJ , 由 “6 
J * 可推出 a «€ J . (为了使 •/是 一个理想，由 m ， J 应推出 u + v € J ，而不是“一 

3.43 ( i > 证明只含4个元索的域 F (见习题 3. 19) 是与 L 不同构的交换环. 

H ( ii ) 证明任意两个只含有4个元索的域是同构的. 

*3.44 ( i > 设 ？)： A — I ?是一个同构 • 0:/?- A 是它的反函败.证明少是一个同构. 

( ii > 证明两个同态（或两个同构）的合成也是一个同态(或一个同构）. 

( iii ) 证明 A 兰 J ? 定义了任一族交换环上的一个等价关系. 

3. 45设 R 是一个交换环， /■(/?> 是所有函数构成的交換环（看习題 3. 10>. 

< i > 证明， J ? 与的由所有常数 函败构 成的子环同构 • 

< ii ) 若/(戈>*« 0 +屮工+…设: I ?，/*( r ) = a «+ air + •••+«■，•[因此，广是与 

/ U ) 相联系的多項式函数].证明由穸 •/(■«:> 卜> /•定义的函数是一个环同杰. 

( iii > 证明，若1?«匕，其中/»是一个索败， m ^- xektr T . (我们将在定理 3. 50中证明 • 当 Rft —个 

无限域时，是单射 .> 

3.46 设 I ?是一个交换环•证明函数 7 :对>]— 

7 1 a 0 + aix + a*x* + ••• + a m x m h-> a 0 1 
是一个网态.用多项式的根描述 ker 子 

•3.47 设 WK — S 是一个 网态， 其中 R 和 S 部是交换环，且若中的一个理想，证明 
是 R 中的包含 J 的一个理想. 

H 3. 48若 R 是一个交换环且 <■€/?, 证明函败史： R [ x ； Kl ?[>], /( 1 >卜> /( i + c > ft - 个 同构. 详细地说， 
-2 ,<(x + c)< - 

3. 49 若 R 是 •个域，证明 R ^ FracO ?). *鵷地说， ff 明例 3. 31中的同态/ « R — Fr « c (/?〉 ， r 卜 >[ r , 1] 是 
一个网构. 

•3.50 设/?是一个整环， F 是包含子环 R 的一个域. 

( i 〉 证明 «, v € K , v 尹0>是 F 的包含子环 R 的一个 子域. 

( ii > 证明 Frac (/?>^£, 其中£是⑴中定义的 F 的子域.（参见习鼉 3. 23.) 

*3.51 H ( i )^ A , i ? 都是整环，穸 * A—R 是一个环同构，则 [ a , f (6>] 是环同构 Frac ( A ) — 

Frac < i ?). 

明，若域♦含有与 Z 同构的子环，則4 一定含有与 Q 同构的子域. 

3.52 设 R 是一个整环，其分式域 F ^ FracOO . 

⑴证明 Frac ( l ?[ x ])^ F ( j ：). 

( ii > 证明 Frac ( R [: Ti • jt : ， …， • r *])= F ( j * i ， * r ， •…， x „). 

3. 53 ( i > 若 R ， S 都是交换环，证明它们的直积 RXS 也是一个交换环，其中 RXS 中的加法和乘法定义为 

(r，》> + (〆，/> = (r+〆，s + s ’）， （ r ， f>(〆，/〉■ (rr / *« , ). 

( ii ) 证明 KX 彳 0} 是 KXS 的一个理想. 

( iii ) 证明， 若 1? 和 S 都不是零环，則 RXS 不是一个整环. 

11(丨)若尺， S 都是交换环，证明 


•3.54 
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U(R XS ) = U ( R ) X U ( S ), 

其中 U ( R ) 是 R 的单位构成的群. 

H ( ii > 证明，若 m 和 n 是互素的整败，則作为环 

( iii > 利用 ( ii ) 给出推论 2. 131的另一个 明： 若 ( m , n ) = l , W ^( mn )=^( m )^( n ) ,其中多是欧拉於一 
函数. 

3. 55 ( i > 设 F 是形如 A = 的所有 2 X 2 实矩阵构成的集合，证明 F 对矩阵加法和矩阵乘法作成一 

个域. 

H < ii > 证明 F 与 C 同构. 

-3.5 从数到多项式 


我们将会看到，当々是域时，第1章中关于 z 的所有定理实际上在 AO] 中都有关于多项式 
的类似结论，而且还会看到那些证明可以改写成这里的证明. 

系数在域中的多项式的除法算式是说，长除法是可能的. 




，: 1 W - 


I +••• 

定义若/(0：)= 51| 0：" + *"+5丨工+ 50是 n 次多項式，則它的菌项是 
LT(/) = 


田忆/( X )的首項系教是 

设走是域，令… + S|:+So 和落(0：)=^^" +… *H|：r+t« 是 ▲[>] 中的多项式， 
满足 deg(/)<deg(W , 即因为*是域，所以 s；： 1 ^*, fl 


LT(g) 

LT</) 


s ； l t m x m m 6 ▲[>]• 


因此 LT(/> I LT(g>. 更一般地，设々是任意交换环，若〜是々中的一个单位，则在 AO] 中 


有 LT(/) | LT(g). 

- 定理 3.46( 除法算式）假设 K 是一个交挨环，且 /Cr), g ( x )6 i ?[ x ], /Or) 的首項系數 
是尺 中的单位. 


(i) 存在多項式 9( x >， 满足 


g (: r ) = q (. x ) f (. x ') + r ( x ) , 

其中 r <: c )=0 或 deg ( r )< deg (/). 

(ii) 若 i ? 是一个整环，则 （ i > 中的多礞式 qU ) 和 r (: c > 是唯一的. 

注若 R 是一个城，則假设 / Or ) 的首項系數是一个单位如同假设 /( x >#0. 

证明 （i) 我们先证明 9(d, rOr)€RO] 的存在性.若/ U, 则存在某个9使得 g = 9 /， 
定义余项 f=0, 定理得证.若 //g, 则当 g 在 t|>] 中变化时.考虑所有形如 g-«z/ 的多项式 
(一定不为零).由最小数原理知存在一个次数最小的多项 Sr=g_ 9 /. 由于 g=g/+r, 所以 
只须证明 deg(r)<deg(/). 记 /( jt )= v «：-+...+ j ,: c + S 。 和… + t,x+t 0 . 由题设 
知 s , 是一个 单位， 因此假设 deg(r»deg(/), 則定义 fc (: r) 为 
h (. x ) - r(x) - /(x) ; 
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即占 =r-[I/T(r)/I/T(/)]/, 注意 /i = 0 或 deg(/0<d e g(r ). 若 h = 0 , 则 r=[LT(r)/LT(/>]/ 


且 


. , ,, LT(r> / LT(r>1, 

!q/+r = gf + u —- f =^ + m 75 jf . 


此与 //g 矛盾 . 若 & 关 0 ， 则 deg(/i)<deg(r ) 且 


g — Qf s =r = h + 


LT(r) 

LT(f) 


因此 g 一 [ 9 +LT(r*)/LT(/>]/=/i ， 此又与 r 是这种形式的多项式中次数最小的多项式相矛盾 . 


因此， deg ( r )< deg (/). 

( ii > 为证明 Vx >* rCr ) 的唯一性，假设 g = g 7+ 〆 ， 其中 deg (/)< deg (/) •则 
iq — q ')/ = 〆 一 r . 

若 〆 关 r ， 则每一边都有 次数. 但 degGg - A /^ degQ — Y )+ deg (/) 彡 deg (/>, 而 deg (/ — r >< 
max { deg ( 〆 ）， deg ( r )}< deg (/)* 矛盾.因而 / = r ， (^―^)/ =0. 因为 i ? 是整环，所以 
对>]也是 整环. 于是 9 一/= 0 , q = q \ ■ 

我们给出的关于多项式的除法算式的证明是一个间接的证明，但这个证明可以被重算使得 
它是一个真正的算式，这与关于整败的除法算式一样.下面是实施它的一个伪码 • 


Inputi g, f 
Output s qt r 
q *™0» r »=ir 

WHILE r 关 0 AND LT(/) | LT(r) DO 

q •■ 免 +[LT(r>/LT(/)]:H «<，>- 知乃 

r >-r-[LT(fl)/LT(/)]/ 

END WHILE 

- 定义若 / U ), gCc ) •是 < M >] 中的多項式，其中 * 是城，《除法算式中的多項式 《(•!：> 和 
r ( x ) 称为用 / U ) 味 〆 x ) 后的商式和余式. 

下面的定理在 Z [_ r ] 中利用除法算式用首一多项式去除.回忆前面定义的分囫多项式. 

定理 3.47 对每个正整教 n , 分圏多項式 ftU ) 却是一个带整系数的首一多項式 • 

证明对用归纳法 证明. 基础步骤是成立的， 因为私 （_«：)=之一1.对于归纳步，我 
们假设必 U ) 是一个带整系数的首一多 项式. 根据等式 x * — 1 “ （ 见命题1.30>，我 

d 

们有 

[2541 x * — 1 = ^.( jr )/( i ), 

其中 /(•!) 是所有氣（ 1 >的乘积，其中 d 是 n 的真因子（即 c / 丨”且 d < n >. 根据归纳假设， 
/ O ：) 是一个带整系数的首一多 项式. 因为 / O ：) 是首一的，所以由 ZO ] 中关于首一多项式的除 
法算式知(/-1)//(00€21>],因此也 (■rKW —1>/7 U > 的所有系数都是 整数. ■ 

我们现在把注意力转到多项式的根上来 • 

- 定义若, /( x > e *[ x ]， 其中去是城 .《/(： r ) 在 * 中的根是指元索满足/(«)=0. 

注多項式/( 0 ：>= 0 ：*—2的系数在 Q 中，尽管但我们通常说^是 / Cr ) 的一 
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个根. 我们将在定理 3.118 中 看到： 对每个多項式其中*是任意域， 
都存在一个更大的城 E ， 它包含灸作为子城且含有 /( i > 的所有的根. 4 

引理 3.48 设 / Cr > e 4|>], 其中*是域，并设 ae *. «存在 9 u > e ^>] 满足 
/( x ) = 9 < x)(x — a ) +/( a ). 

证明利用除法算式得 

fix') — qC.x'H.x — a) + r, 

因为 x _ a 的次数为1，所以余式 r •是一个 常数. 根据推论 3.34, 陚值 a 是一个环同态 
«•</)= e.(.q)e.ix — a ) + e .< r ). 

因此， /( a )=«( a )( a - a )+ r , r -/( a ). ■ 

根与因子之间存在某种联系. 

命题 3.49 若 /( x >€40]， 其中 * 是城，《 ae * 是/(工>在*中的一个根当且仅当在 
*[ 1 ]中 x—a 能整味 ■/(•!>. 

证明若 a 是 / U ) 在4中的一个根，则 /( a >=0, 于是由引理 3.48 知 / Cr >= 9 U )(； t — a >. 
反之，若 /( x >= 9 (; c )<: r — a >， 则陚值 < 2 ( 即应用 得 /( a )= g ( a )( fl — a )=0. ■ 

定理 3.50 若*是城，的次数为 n , /( J ：) 在 * 中至多有 n 个根 • 

证明对 用归纳法证明.若 ”=0,则 /(: c ) 是一个非零常数，这样 / Or ) 在 * 中根的 

个数 为零. 现设 ”>0,若 /( z > 在 * 内没有根，則证毕，因为 0< n . 否则，我们可假设存在 
使得 a 是 /< x > 的一 个根. 因而，由命埋 3. 49知 

fix) = q(x)ix — a) , 

且的次数为 n — 1. 若存在一个根 66* 满足則 
0 = fib) = qWf.b — a). 

因为 6— a #0， 而*是域（因而是整 环〉， 所以 g («=0， 所以6是的一个根.现在 deg ( g > = 
n— 1，由归纳假设知 9<a：) 在6中至多有；!一1个根.因此， /(*) 在 /fc 中至多有 n 个根. ■ 
例 3. S 1 定理 3. 50对任意交换环不成立.多项式 X * — [ liletO ] 在 I •中有4个不同的 
根，即 [1], [3]， [5], [7]. 4 

回忆一下，毎个多项式 / U )= V + Cll - 1 xP | + …可磽定一个多项式函数/»: 
k~*k, 对所有走满足 / b U > = W + c ,- l a *- | +...+ C 。. 然而，在习睡 3. 33中，我们看到 
F ,[ x ] 中的非零多项式（例如可以确定常数函数 0. 当4是无限域时，这一病态会 
消失. 

推论 3. S 2 设4是一个无限域， / U ) 与 g ( jr ) 是 40] 中的多項式.若/( I )与 g (: r > 肩定同 
一个多項式函数，即对所有有 / b ( a )= g b (<0, « /( x ) = g ( x ). 

证明假设 /( a ：)# g ( ar ), 则多项式 /(*) 一 gCc ) 不为零，所以它有某个次败，不妨设为 
«. 因为对所有有 / b ( a > = g b ( a >， 所以 t 的每个元索都是 / U )— g (； r ) 的根.是 是无限 
的，而由定理 3. 50知 这个; I 次多项式至多有个根，矛盾. ■ 

实际上，上述证明给出了更多的东西. 
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推论 3. S 3 设灸是任意一个（可能有限）域， /( i )， g ( x )€ ife [ x ], 且 /i = max { deg (/). 
deg ( g )}. 若存在 》+1 个元素 可使 / U )= gU )， « / U )=^( x ). 

证明若 / U )# gCr ), 則 Mj ：>-=/(: r ) — gU ) 浐0,且 

deg ( A ) ^ max { deg (/> » deg ( g )} = n. 

根据题设，存在 《 + 1 个元素可使 A ( fl )=/ U )- g ( fl )=0, 此与定理 3.50 矛盾. 因此 
12561办 ( x )=0，/( x )= gCx ). ■ 

记号若 fl 】， a 2 ， …， •是一个序列，剡 q •…， 5,， …， A 表示原序列去掉 a ， 后得到 
的子序列. 

推论 3.54 (拉格朗日插值法 } 设▲是一个城，《<>， …， 《* •是 是中不同 元素. 給定走中任 
意序列•••,%, W 存在唯一一个次数 < ”的多項式 / Cr > e ^>] 满足 / U )=3^ 其中 《•= 
0， …， n . 实际上， 

£i x ( x — I 4 «)***(x — — «,) 

/ <^> = 2 jy . -- 

<- ° (ll, — Uo) amm (Ui — lli )•••(«, — u„). 

证明公式中出现的多项式 /( JT > 的次数至多为〜并且对所有 < 有 /( M ,)==： y ,. 利用 
推论 3. 53可 证明唯 一性. ■ 


注利用习 *1.15, 拉格朗曰插值法可以被« 化， 若/=«^.•尽 •，則 / • 其 

中忒/ 5 ■釣… g/ 909 gm- 若 gi (* r )= ar —“ "則 d,f « (x — Mi ) ― ( jc ^ u ^ ••• < x — m ,). 


因此 


/(x ).. 




^ 定理 3. S 5 若 6 是一个城， G 是乘法解的一个有限子群，—个循 环鮮. 特别 
的，若*本身是有限的（例如 A = F ,), 則 V 是一个循环蜉 • 

证明设是 iG | 的一个 因子. 若 G 有两个阶为的子群 S 和丁 ，则 | SUT | > d •对 
每个 a 6 SUr 有 a rf = l , 因此它 是^一 1的根. ^一1 在 A 中有太多的根，这与定理 3.50 矛 


盾. 这样，由命题 2.75 知 G 是一个循 环群. ■ 

虽然乘法群 F ; 是循环群，但没有明确的公式可以给出它的生成元.换句话说，设[ 〆 /»)] 
是 F ? 的生成元，但没有有效的算法用以计算 s ( p ). 

AO ] 中最大公因子的定义本质上与整数最大公因子的定义一致，其中*是一个域.不久我 
们将在一般整环中定义最大公因子的概念. 

- 定义若 it 是域，且 /(*), g ( z ) e * i >], 则公因子是相多項式足 C u ) | 
/( 0 ：>和 c ( x ) | g ( x ). 

若 JXx)， 至少有一个非零，則它们的最大公困子[缠写为 gcd , 记为（/， g)] 定X为 
12571它们的次数最大的那个首一公 因子. 若 / U )=0= gCc )， 则它们的最大公因子定义为 0. 

- 命題 3. S 6 设6是域，則每对 / Oc ), 容0:>€是|>]郜有最大公因子. 

证明当 / U ) 和 g ( or > 都等于0时，结论显然 成立. 我们假设 /( d 关 0. 若 ACc > 是 / U ) 
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的一个因子，则 deg ( fc )< deg (/), 这样 deg (/) 是 /( i ) 和 g ( T ) 的公因子的次数的上界.设 
d ( x ) 是次数最大的公因子，因为 A 是域，所以我们可以假设 dOr ) 是首一的[若 出: r )= a < tJ r » + 
a „ -丨 x - — … + a 。， 则 CdU 〉 是一个首一公因子，其次数为 m = deg ( d )]. 因此 d ( x ) 是最大 
公因子. ■ 

这里有一个类似于定理 1. 35的结论，我们将利用它去证明最大公因子的唯一性. 

- 定理 3. S 7 若4是城，且 / Cr ), g ( i )6* W ， W 它们的最大公因子是 /( x ) 和 
的一个残性组合 • 

注根据线性组合的概念，我们现 在是相 */+洧，其中 t =*(; r ) 都是 A |>] 中 
的多項式. 4 

证明我们可假设/与《至少有一个不为零(否则最大公因子是 0). 考虑由所有线性组合 
构成的集合 f : 

/ = {*( x )/( x )+«( x ) g ( ar ) » s ( x ), t ( x ) 6 *[ x ]}. 

现在 y, gen 取 j= 1, t = 0, 或 *=1, J = 0). 于是， $ W ={ n 6 Ni ” = deg ( A >, 其中 
h ( x )€ D . 则 N 非空.由最小数原理， JV 含有一个最小整数，不妨设为 n , 且存在某个次败 
为 k 的多项式若需要我们可以用代替 d (: r >, 其中 a , 是 d (: c ) 的首项系数， 
这样我们可以假设 dU ) 是首 一的. 我们断言<«：!：>是 /( d , g (: r > 的最大公因子 • 

由于</泛/，所以是/与 k 的一个线性 组合： 

d = sf + tg . 

It 我们通过验证除 / 和 if 来证明 d ft —个公因子.由除法算式得 /=9 d + r ， 其中 r =0 或 
deg ( r >< deg ( d ). 若 r 尹0，则 

r = f—qd = f — g(.sf + tg ) = (1 — qs ) f — qtg 6 /• 

此与在 / 与 g 的所有线性组合中 d 的次数是最小的矛®.因而 r =»0, d |/. 类似的讨论可证 
明 c / 丨 g . 

最后，若 c 是/与 g 的一个公因子，则 c 整除但是 c 丨 d 表明 deg ( c )< 
deg ( rf ). 因此 d 是/与《的最大公 因子. ■ 

-» 推论 3. 58设* 是城， /( x ), ^( x )6* W . 

公因子 </(■!) 是最大公因于#且仅塞 d ( x > 能被每个公 B 子整除. 

( ii > 任何兩个多項式 /( x ) 和 g (; r ) 都有嗲一的最大公因子. 

证明必要性已经被证明了（见定理 3. 57的证明的最后一 段）： 若 </( x ) 是最大公因子，则 
/和《的每个公因子 r 都是 d = s /+ fg 的因子. 

反之，设 d 是/与 g 的一个最大公因子，设是能被任意公因子(:整除的公因子，则 
d '. 另一方面，因为 d 能被每个公因子整除（根据刚讨论过的必要性），所以 WU . 根据 
命题 3. 15( 因为 40] 是整环>,存在单位使得 d '(: c > = u ( x ) d ( x ). 由习题 3.32 知 
是一个非雩常数，称之为 《. 这样， d '(. x ) = ud (. x ). 若/和 d 的首项系数分别是 s ' 和 s ， 
则 S ' = « S . 但 d (: r > 和 〆 ( x > 都是首一的，于是“=1， d (. x ')= d \ x ). 最后的讨论也证明了最大 
公因子的唯一性. ■ 
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如果我们注意一下推论 1. 36和推论 3. 58,就可以在任意整环中定义最大公因子的概念. 

-* 定义设是一个整环， a , 若 <2=0=6, W 定义它们的最大公因子为0.若 a , 6 

至少有一个非零，則定义它们的最大公困子为 dei ?, 要求厶是公因子且对每个公因子有 
c \ d . a , 6的最大公因子记为 （ a , W . 

习题 3. 81给出一个整环的例子，它含有一对没有最大公因子的元索. 

刚给出的最大公因子的定义与 Z 中（在第1 章中） 最大公因子的定义不完全相同，因为目前 
的定义不要求最大公因子是非负的.例如，在新的定义中4和6的最大公因子是2和一 2. 类似 
地.在 M >] 中，新的最大公因子的定义也不同于早先给出的定义.因为目前的定义不要求最 
大公因子是首一的.为了使最大公因子唯一，所以 Z 中的最大公因子定义为非负的，中的 
最大公因子定义为首一的.然而，在更一般的整环中，最大公因子是不唯一的.若 和/都 
是整环 R 中元索 a , 6的最大公因子，則存在单位 使得= 因为彼此整 除）. 在 Z 中， 

最大公因子对正负号是唯一的（因为单位仅为±1>,我们选择正的最大公因子作为我们的喜爱. 
在 AO ] 中 U 是域），两个最大公因子仅相隔一个非零常数倍（因为单位仅为非零常 数）， 我们选 
择首一 多项式作为我们的 審爱. 但是，在一般的整环中，没有让人喜爱的选择，所以我们不能 
从最大公因子中挑出一个.根据命 tt 3. 41, a , 6的两个最大公因子 d 和 rf ' 生成的主理想是相 
12591 间的： 这样，虽然 a , 6的最大公因子不唯一，但是它们决定相同的主理想. 

定理 3. 40是说 Z 中的每个理想都是主理想.下面有一个类似的结论且有相同的证法. 

- 定理 3. S 9 若々是域， 》 u [>] 中的脊个 a 想/都是主 a 想. 而且，若則存在唯 
一的首一多項式生成 f . 

证明若〖=彳0}，则取 d =0. 若丨中有非零多项式， 則琅小 数原理允许我们选取一个次 
数最小的多项式若必要则用 a — 代替 d ( x ), 其中《是以1>的首项系数，因此 

我们可以假设是首一的. 

我们断苒7中每个/是</的一个倍数.由除法算式知存在多项式9和 r 使得 / = <?«/ + »•, 其 
中 r -0 或 deg < r )< deg ( rf ). 根据理想定义中的 （ iii >, 由得以巨/,又由理想定义中的 
( ii ) 得 r =/ 一若 r ^ O , 则 r 有次数且 d e g ( r >< d eK (< f ), 此与 d 在 f 中的所有多项式中 
次数是最小的矛盾.因此 ， r = 0, /是 d 的倍数. 

最后.是唯一的，若 / Or ) 是另一个首一多项式满足 U > = (^)， 则由命理 3.41 知 
d = d ', 因此是唯 一的. _ 

由定理 3. 57的证明可知：在4|>]中， /(■»:> 和落(2>的最大公因子(至少有一个不是零多项 
式）等同于由 /(•»：) 和 g ( x ) 的所有线性组合构成的理想 f =(/( x ), 的首一生成元.回忆 

例 3.39 中介绍的记号 ：若 b ” …， b . eR , 則它们的所有线性组合构成的理想记为 （6,, …， 
*.). 定理 3. 57的证明把 t [>] 中/0:>与 g ( x )( 当它们至少有一个不为零多项式时〉的最大公因 
子与由 / Or ) 与的所有线性组合构成的理想/ = C /( x ), g ( o ：)) 的首一生成元看成是相 N 
的.这解释了为什么用 (/, <?) 来记最大公因子.注意，甚至当 / Cr ) 与 & U ) 都是零多项式时， 
这个记号也是有意 义的： 最大公因子是0,它是理想 (0, 0> = <0}的生成元. 

- 定义交换坏 J ? 称为主理想整环（简记为 PID ), 若 R 是整环且它的每个理想都是主理想. 
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- 例 3. 60 ( i ) 根据定理 3.40, 整数环 Z 是一个主理想整环. 

(»>根据命题3.43,每个域是主理想整环. 

( iii > 若 A 是一个域，則根据定理 3. 59,多项式环 A |>] 是主理想整环. 

( iv > 若*是一个域，则根据习埋 3. 72,形式幂级数环 《[[>]] 是主理想整环. 

( v > 除 Z 和 4[>] U 是域) 之外，还有其他的环有除法算式，高斯整数环 Z [ i ] 就是一个例子 • 

这®环都称为欧几里得环.它们也是主理想整环（见命題 3. 78). 4 [2601 

任意交换环中的理想不一定是主理想. 

- 例 3.61 ( i ) SR = ZO ], 即 Z 上所有多项式构成的交换环•易见常数项为偶数的多项式 
构成的集合丨是 zo ] 中的理想.我们现在证明/不是主理想. 

假设存在 d (; c > ezl >] 使得丨 = W (; r >). 因为常数 2 ef , 所以存在 /(: r >6 Z |>] 使得2 = 
dix ) f ( x ). 由于积的次数是因子的次数之和，所以 0^ deg (2> = deg ( rf > + deg (/). 因为次数 
是非负的，所以 deg (</)=0, 即 dCr ) 是一个非零常数.因为这里的常数都是整数，所以 d ( x > 

只能为±1, ±2. 因为 d ( jr ) ei , 而±1不是偶数，所以只能为 ±2. 由于:所以存 
在 ff Cr )6 ZO ] 使得 _ r = d (: r > g ( x > = ±2 g (: r ). 但右边的每个系数都是偶数，而左边: r 的系数 
是1, 矛盾. 因此，这样的必; r ) 不存在，即理想 f 不是主理想. 

( ii ) 由习埋 3.75 知 iM >, 不是主理想整环，其中* 是域. 更具体地讲，可以证明理想 

( x ，_ y ) 不是主理想. 4 

- 例 3.62 若 f 和•/都是交换环 R 中的理想，我们现在证明 ffl ■/也是 R 中的理想.由于 

oe /. oej . 所以 oe / ru . 若“， 6 e / n _/, 则 a - bej , 所以。一 6€ Jfu . 若 
^ flJ . r 6 R , 则 me /， raej , 因而 raeifU . 因此 I 门 J 是 理想. 稍作改变，类似的讨论 
也可以证明 R 中的任一族理想（可能无限个）的交也是 K 中的理想. 4 

- 定义设 /( J ). «( x )€*[ x ], 其中*是城，則公倍数是指一个多項式 《•(■*•>€★[>], 可 
使 /<*) | m ( j :> 和 g ( x ) | mix ). 

给定 ALr ] 中的非零多项式 /( x ), gU ), 定义它们的最小公倍数（简记为 lcm 〉 为 次败* 小 
的那个首一公 倍败. 若或 g U >=0, 則定义它们的最小公倍数为 0./(: t > 和 Wz ) 的# 

小公倍数通常记为 

[/( x ), g ( x )]. 

命题 3.63 假设 * 是城， /(: c >, g ( x > e * Dr ] 不为零 • 

Ci )[/( j ). g ( a :>] 是 （/( jr )> fKg ( o ：)) 的首一生成元. [2611 

( ii > 设 m ( jr ) 是 / Xi ) 和 的當一公倍教 ， M m ( x ) = [/( x ), y (*>] 6且仅当 m (_ r > 整除 

/( x ) 和 g (: r ) 的每个公倍數 • 

( iii ) 每对多項式 /( j ：> 和 g ( jr > 有唯一的最小公倍数. 

证明 （ i ) 因为 / U ) 关0, g ( x ) 关0, 所以0关 /«■€(/) H ( g >, 所以 （/) nu >5* o .由 
定理3.59, (/) n ( g ) = ( m ), 其中 m 是 ( PfUg ) 中次数最小的首一多 项式. 因 w €(/), 所 
以存在某个 g ( or ) e *[>] 使得 m = 9 /， 所以 / 丨》 1. 类似地 ， g | m , 所以 m 是 / 和 g 的一个公 
倍数. 若 M 是另一个公倍数， MM 6(/), M 6( g ), 因而 M €(/> n ( g > = ( m ), 所以》» | M . 
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因此 d 明 ( m )< deg ( M )， m =[/， g ]. 

( ii ) 我们刚才证明了 [/, g ] 整除/和 g 的每个公倍数.反之，假设 V 是能整除毎个公倍数 
的首一公 倍败. 因为 [/, 是-个公倍败，所以 m ' 丨 [/, g ], 而由 （ i 〉 知[/， g ] I 由命 
题 3. 15知存在单位使得 m '( d = uCr ) mU ). 由习题 3.32, hU > 是非零常数•由 
于 m ( j ：) 和都是首一的，于是 m (: t >= m '( j ：). 

( iii > 若/和，都是 / Or ) 和 g (: r > 的最小公倍数，则由 （ ii ) 知它们彼此能够整除对方.因为/ 
和/都是首一的，根据命题 3. 15可得唯一性. ■ 

这里有一个索数概念的推广. 

-» 定义交換环 i ? 中的元索称为是不可约的，若/>不是0也不是单位，且对 J ? 中的任意 
因子分解/ >= a 6 要求 a 或6是单位 • 

Z 中的不可约元素是士/>,其中/•是素数.下面的命理描 述了纟 Dr ] 中的不可约多项式，其 
中灸是域. 

- 命題丄64设 A 是城， 則一个 非常數多項式在 *[ x ] 中是不可约的当且仅当在 
灰 O ] 中没有如下的因子 分解： p ( x )=/( x )*( x ), 其中 deg (/>, deg ( g )< deg (/>). 

证明若 pU ) 是不可约的，则它一定是非常 数的. 假设在 *0] 中/ >(; c > = /( x > tf (: c >, 其 
中两个因子的次数都小干 deg (/>>, 则 de g (/) 和 deg ( g ) 都不等于 0. 因此两个因子都不是 A [ x ] 
中的单位.这是一个矛盾. 

反之，若/ > U > 不能分解为两个更低次数的多项式的乘积， 則它 的因子仅形如《或<^(;«:), 
其中 a 是非零常数.因为 / fe 是域，所以非零常数是单位，因此 p (_ r > 是不可约的. ■ 

若 R 不是域，則不可约多项式的特性不适用于多项式环 KO ]. 在 Q [ z ] 中，多项式 
_ 是不可约的，这是因为域上的线性多项式都是不可约的，这里2是 

Q [ x ] 中的单位.然而，在 Z |>] 中， /< x ) 不是不可约的，这是因为2和 x +1 都不是 ZO ] 中 
的单位. 

线性多项式 /< x >€ it [： r ] 总是不可约的，其中《是域[若 /= gA , IDJ l = deg (/) = degC ff ) + 
dega ), 因此 g 和 A 中必有一个的次数为0而另一个的次败为 l = d eg (/>]. 存在域上的多项 
式环，只有线性多项式是不可约多项式.例如，由代败基本定理知 CDc ] 是这样的环. 

像在交换环 R 中整除性的定义依赖于 J ? 一样，多项式 〆 x >64[>] 的不可约性也依赖于交 
换环 iO ] 甚至依赖于域例如，/ >(： t )= x l _2 在 QO ] 中是不可约的，但它在 R |>] 中可以因 
子分解为(: r +#) (:«—#>. 

- 命题 3.6 S 设*是城， / U ) e *[>] 是二次成三次多 項式. JN /(1>在*0]中是不可约的当 
且仅当 /( x ) 在*中没有根. 

证明假设 /(： c ) 在4中有一个根 a , 则由命题 3.49 知 /(W 有一个真正的因子分解，因此 
它不是不可约的，矛盾. 

反之，假设 / Or ) 不是不可约的，即在《|>]中存在一个因子分解 /( x 〉= g (: c ) AU ) 满足 
deg (^)< deg (/), deg ( A )< deg (/). 根据引理 3. 18知 deg (/)= deg ( g > + deg ( A ). 因为 deg (/> = 
2或3,所以 deg ( g >， deg ( A > 中必有一个为1，这样由命题 3. 49知 /( x ) 在 t 中有一个根，矛盾. 
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对次数很大的多项式来说，上述命题不成立.例如， 

I 4 + 2x l +1 = (x 2 十 1> 1 
显然在 R [>] 中可分解，但没有实根. 

— 命题 3.66 设是 是域，則每个非常數多項式 /( x )€々0] 都有一个因子分解 

fix ') = ap '( x ) … p »• 

其中是胙零常數，九 Cr > 是首一不可约多項式. 

证明我们对 deg (/)> l 用第二归纳法证明该命题.若 deg (/) = l , 则 /( or>=<Kr + c = 

(: r+fl V ).因为每个线性多项式都是不可约的，所以 ■ r + adc 是不可约的，因此 /( x ) 是不 
可约多项式的乘积.现在假设 deg (/» l . 若 /( a :) 是不可约的且首项系数是 l 则写 /( i ) = 
aUH / Or )〉， 因为 a m / U ) 是首一的，所以 ff 毕.若/ ( d 不是不可约的，则 / U ) = 
gCx ) h ( x ), 其中 deg ( g >< deg (/>, deg (/ i )< deg (/). 根据归纳假设，存在因子分解 g ( ar ) = 
M (： r )"_ /»■(：!：> 和/ ^ 0 ：)= 叫 ,（ 0 ：) …办 （ or ), 其中这些 A , 仏是首一多 项式. 于是 / U )* 

(6 c ) 夕 1(*2：) …九•(：!：〉奶（1>…办(1)，符合要求. ■ 12631 

设务是域，易见若 P (: t ), 都是不可约的，则 〆 d 1 当且仅当存在一个单 

位《使得 = 另外，若 p ( x 〉 和 9(* r ) 都是首一的 • 则由/ >( JT ) 丨 9(0：) 可推出/ >(: c > = 

q ( x ). 这里有一个类似于命题 1.34 的结论. 

引理 3.67 设々是域， p ( x ), f ( x )€ kZxl 9 令 £/(: r > = ( 户， /). 若/ »( x ) 是首一不可约多 
項式，則 

d ( x ) = ( ： 当 〆 ，⑴ 

\ p ( x ) t p ( x ) I fix ). 

证明 P ( x ) 的首一因子只有 1 和 〆 X ). 若/ 丨 / Cr 〉， 则 = 因为 P (: r ) 是 

首一的.若 p (: r >//(: c )， 则仅有的首一公因子是1，所以 = ■ 

- 定理 3.68 ( 欧几里得引理 | 设★是城，/( X )， gCr ) e *[>]. 若 〆 是々[>]中不可约多 



— 定义设灸是城，称两个多項式 /( or ), 互棄， 若它们的最大公因子为 1. 

推论 3.69 设々是域， /( x >, gU ) 9 A ( x )€ iM >], 并设/»(1>和/(1)互素.若 Mx >| 
/(工)容(工），則 h ( x ) | g ( x ). 

证明根据题设，存在某个使得 / g =/ uy . 因为存在多项式“ /使得 1 = V + 
thy 所以 g = s / g + e / ig = s / i < j + f / ig =/ Ksg + W )， 这样 / l | g . ■ 

定义设 it 是城，有理函数 / U )/ 容 ( x ) eKx ) 称为既约形式，若 / Cr ) 和尽 ( x ) 互素. _ 

命题 3. 70设灸是城，則每个非零的 /( j :>/ 尽 ( jr )€ K : r ) 可以写成既约形式. 
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证明若 d=(/，g)， 则在灸|>]中， f = df , g = dg '. 另外/和，互索，这是因为若 A 
是 /' 和〆的非常数公因子，则 /u / 会是/和 g 的次数比 d 更大的公因子. 軌 f/g = df / 
dg =// g ', 后者是既约 形式. _ 

这里也出现了曾在 Z 中出现过的关于计算最大公因子的抱怨，但这里有相同的解决 
方法. 

— 定理 3.71 ( 欧几里得算法）若4是域. /( x ), «(: r ) eik [>] ，則 存在一个计算 gcd (/( x )， 
g ( x >) 的算法以及求一对多項式 〆 ： t >, *(: r ) 使得</, g >= i/+*g 的算法 • 

证明只要重复 Z 中欧几里得算法的证明 即可： 反复应用除法算式. 


國 


g — 9 o/+n 
/ = 9i r i + r t 

r \ = + r , 

rt = qir , + r . 


deg ( r ,) < deg (/) 
deg ( rj ) < deg ( r ,) 
deg ( r 3 > < deg ( r 2 ) 
deg ( r ,) < deg ( r 3 ) 


像定理 1.44 的证明一样， ft 后一个非零余式是公 W 子且能被每个公因子整除.因为余式 
可能不首 一（ 即使/和 g 都首一，余式 r = g _ 9 / 也可能不首一），所以我们必须通过用它的首 
项系数的逆元乘以它来使得它是首一的. _ 

例 3. 72在 QO ] 中用欧几里得算法求 gcd ( j： s + l , / + 1>. 

jt* + 1= x*(j: ，+ 1) + (-x» + 1> 
x 1 + 1- <- x )( - r * +1) + (* + 1) 

- x 1 + 1= (- x + lHx + l ). 

这样 工+1 是 gcd . 4 

例 3.73 在 QO ] 中求 

fix ) = i * - 4^ - ar +1 和 gix ) = x * +4 x ! + x -6. 

的 gcd . 注息 /( j :), *( x ) eZ [ ar ], 且 Z 不是域.在求解的过程中，有理数可能加人，因为 Q 
是包含 Z 的最小域.看以下 等式： 

g= 1 •/+(5jt 1 +2x-7> 

f= ( T x ~^) (5 - ri +2 j _7)+ (8 x _ S ) 

5x*+2x-7= (|| 5 x + 爰 )(||x_|). 

由此得到最大公因子是 I —1 [是将 g _ r -|| 化为首一 的]. 读者应该可以求出 s < x ), Ki ) 使得 
: c 一 1表示为一个线性组合（和在算术中一样，从底行开始算起). 

作为一个计算工具，我们可以在任何一步把分母清除.例如.我们可以把上述第二个方程 
替换为 

(5x — 7X5J： 1 十 2«r — 7> 十 （ 24j • — 24) ; 

毕竟，我们最终要用一个单位相乘来得到首一的最大公因子. < 
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例 3. 74 在 F 5 Dc ] 中求 

/(x) = x 3 — — x + 1 和 g(.x) = x 1 + 4x* + x — 6 
的 gcd. 欧几里得算法可以适当地简化 . 

*= 1 •/+(2 x + 3) 

/= <3 x *+2 X 2 x + 3). 

最大公因子是 1—1 (是将 2 x +3 化为首一的）. A 

以下是例 3. 73中多项式 / Cr ) 和 gCr > 的因子 分解： 

/(.X) = 3* -J* -X+\ = <J ： -1)*(X+1) 

和 

g(.x) = x * +4_ r * +x —6 = (x — l)(x + 2 )(x + 3). 

如果一开始我们就知道了这些因子分解，那么就可以看到是最大公因子.这说明了箅术 
基本定理的一个类似结论提供 了另一 种计算 ft 大公因子的方法.这样一个类似结论确实存在 
(见命题 3.86). 伹是，在可操作性上，分解多项式是一项很复杂的工作，且欧几里得算法是 
计算最大公因子的最好方法. 

以下是从欧儿里得算法中得到的一个出人意料的结果. 

- 推论 3.75 设 A 是城 K 的一个子城，則是 K [: r ] 的一个子环.若 /( j ), 

* Cx ], 則它们在 * 0 ] 中的最大公因子与它们在 KO ] 中的最大公因子相等. 

证明由 K [ X ] 中的除法算式得 

gCx) = Q ( x )/( x ) + R ( jt ), 

其中 Q <_ r ), R ( i )6 KW ， 并且 K (: r >=0 或 deg ( R >< dcg (/>. 由于 / Or ), g (: r ) e *0], 所 
以由 *[>] 中的除法算式得 


g (. x ) = < f ( x )/( x ) + r ( x ). 

其中 qU )， Kx )€*[ jc ]. 并且 r (; t )=0 或 d e g < r >< deg (/>. 因为 所以等式 

g ( o :)= 9 ( x >/< x > + rU ) 在 K [ x ] 中也成立，由 K [>] 中除法算式的商式和余式的唯一性知 
Q (_ r > = 9 (_ r ) eCr ] 和 RCr ) = r (: c ) e *0]. 因此， K |>] 中欧几里得算法中的等式与小环 *0] 
中欧几里得算法中的等式是相同的.所以在两个多项式环中获得相同的最大公因子. _ 

尽管在 CO ] 中 W 子更多，但无论是在 RO ] 中还是在 CO ] 中，和 〆 一1 的 
最大公因子都是 P + 1. 

当 ft 是域时，我们已经看到，对 Z 证明的定理，对 AO ] 也有许多类似的结论.根本的原因 


是两个环都是 PID . 


_ 


欧几里得环 

除 Z 和 AO ] (々是域)外，还有其他的环有除法算式.特别地，我们给出这样的一个环的 
例子，它的除法算式中的商式和余式是不唯一的.我们首先推广 Z 和 A |>] 共有的一个性质. 
定义交換环 R 称为 欧几里得环， 若 R 是 整坏，且存在一个函数 
3 : P — N 

(其中 R x 表示的所有非零元素构成的集 合）， 称为次数函数，満足 
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< i ) 对所有/， g eR x , 1 3 </)< a ifg ~> ； 

( ii ) 对所有 /, g € R 3. f € R x , 存在使得 
e = if + r, 

[2671 其中 r =0 或 a ( r )<3(/). 

例 3.76 < i ) 任意域 K 都是欧几里得环且次数函数 3 等于 0: 若《€尺， /€ R X , 则令 9 = 
/ '. r =0. 反之，若 R 是整环且零函数 a : R x —N 是一 个次数函数，則 R 是域. 若 f € R x , 
则存在使得 l = g /+ r . 假设 r 关0,則 a ( r >< 3 (/) =0, 矛盾. 因此 r =0 且1= 9 /, 
这样/是一个单位.因此 K 是域. 

( ii ) 整环 Z 是欧几里得环且次数函数是3(„0= | m 丨 . 在 Z 中，我们有 
d (. mn ) = \ mn | = | m ||»| = 9 ( m ) 3 ( n ). 

<出>当*是域时，整环^ >] 是欧几里得环且次败函数是非零多项式通常的次数.在 t [ x ] 
中，我们有 

3 ifg )= deg (/ y ) 

= deg (/) + deg ( g ) 

= 3 (/) + 3 (. g ) 

^ 3 (/>• 

—个特殊的次数函数的某些性质不一定对所有次数函数都成立.例如，在 （ ii ) 中， Z 中的次数 
函数是乘 法的， 3( mn )=3( m )3( n ), 而4(>]中的次数函败不是乘法的.若次数函数3是乘 
法的， B ( l , 若 

9(/ g ) = 3(/) 3( g ), 

则3称为欧几里得范数. < 

例 3. 77高斯 e 整数环 Z [ f ] 构成一个欧几里得环，它的次数闲数 
3 (a + 6 i ) = a * + 6* 

是 一个欧 几里得范数. 

为证明次数函数3是乘法的，我们首先应该 注意： 若 a = a +6 i , 则 
3 («) = oa • 

其中吞 =a —6 i 是 a 的复 共轭. 于是对所有 o , / J € Z [ i ] 有3 ( 冲>= 3 ( a >3 ( 炉，这是因为 
3 (a/9) = apafi = afiap = aafip = 3 (o) 3 (j9). 

[2681 事实上，根据推论 1.23, 它甚至对所有 a , peQLG ={ x+yi « x , : y € Q } 都 成立. 

我们现在证明3满足次数函数的第一条性质.若沒=(+忒€2[£]且_0,则 

1 < a (^), 

这是因为 3( 炉 = c »+/ 是正 整数. 于是，若<», ^ ezCi ] 且#0,則 
a ( a )< a ( a ) 3(/?)= 9 ( o /9). 

下面证明 3 也满足第二条性质.给定 0 , 且_0,把 a //9 看作是 C 的一个元素•有 

理化分母，得 a / 沒 = o 哀/冲(炉，所以 


© 之所以叫做离斯整败是因为离斯一*利用 Z [ i ] 和它的欧几里得《数3去研究四次*余. 
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a/fi — x + yi ， 

其中 x ， y 6 Q . 记 :r = m + K ，y = n - bv 9 其中 m ， Z 分别是最接近 o : 和 y 的 整数. 这样 
丨《丨 ， I v I f 若: c 或： y 形如 m + 士， 其中 m 为整数，则有一个最接近于整数的 选取： 

x = wi +~| ■或 ar = (m + l ) — 若 a : 或 y 形如 m — j ，則选取类似 . J 于是 

a = + » i ) + pi u + wi ). 

注意 〆 《+ vi)€Z [ f ], 这是因为它等于 a —Mm + ni ). 最后，我们有 3 (/?(“ + v i ))= 
3(^)3(u+m), 所以若 3(« + vO<1, 则 3 是一个次数函数.它确实是，因为由不等式 
I “ I ■和 U | <+得《:<+和 因而3 ( u + wi ) = « l + w *< j + j =+ <1. 因此 

a (/9( u + w ))0(^), 所以 Z [«] 是一个 欧几里得环，其次数函数是欧几里得范数 • 

高斯整数环 Z [ i ] 是欧几里得环，但在 Z [ f ] 中商式和余式可能不唯一 e . 例如，设 <r = 3 + 

5 i , p =2, 则<»//9=吾 + |^.选 取是： 


=1 和 M = 

1 

T 

或 

7 W = 2 和 tt =- 

1 

T 

= 2 和 V = 

1 

Y 

或 

n = 3和 v =— 

1 

y 


这样， Z [ f 」 中用2除 3+5 i 后得到4个商式，并且每个余式 〈例如 1 + i ) 的次败为2<4= a (2>: 
3 + 5 i = 2 (l + 2 i ) + Cl + i ) 

= 2( l +3 i ) + ( l - i ) 

= 2(2 + 2 i ) + (-l + i ) 

= 2(2 + 3 i ) + ( - 1 -»). 4 

命题 3. 78 每个欧几里得环 /? 都是一个 HD . 特别地，高斯整數坏 Z [ i ] 是一个 PID . 

证明改写命 H 3.59 的证明即可，若 J 是 R 中的非零理想.刻 7= W ), 其中是 I 中次 
数最小的那个元索. ■ 

命题 3. 78的逆命题不 成立： 有一些 P 1 D 不是欧儿里得环.请看下面一个例子. 

例3.7»在代数数理论中，我们证明了环 

Z [ a ] == {a + & * a *6 C Z } 

是一个 PID , 其中 0 =+(1+7^)[ 0 是 : c +5 的根. Z [ o ] 是二次数域 Q («) 中的代数整 
数环].1949年，畎慈金 CT .& Moukin ) 证明了 Z [ 0 ] 不是欧几里得环.为了证明这个，他找到 
了欧几里得环的下述性质，但没有提到它的次数函数. ◄ 


@注意 Z 中的下列 等式： 

3=1 - 2 + 1. 

3=2 • 2-1. 

现在丨一1丨 ■ 丨1丨 < 丨2丨，所以在 Z 中商式和余式是不嚕一的！在定现 1.32 中，我们要求余败是非负的从而 
保证唯一性成立. 


[2691 
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定义 整环尺 中的元素《称为通用側因子，若 II 不是单位，且对每个：来说，要么 
U | J： 要么存在一个单位使得 M 丨 （JT + 2：). 

命題 3.80 若尺是欧几里得环但不是城， WR 有一个通用側 因子. 

证明定义 

s = {a ( v ) * v 关 o 且 v 不是单位>， 

其中3是 K 上的次数函数.因为 K 不是域，所以存在某个不是单位，所以 S 是自然数 
集的一个非空子集.根据最小数原理，存在一个非单位元素使得 a u ) 是 s 的最小元. 
我们断言《就是通用侧因子.則存在元 * g 和 r 使得 x = 讲十 r , 其中 r = 0 或 
a ( r ) 0 ( u ). 若 r = 0 , 则《丨 1 ;若 r # 0 , 则 r 一定是单位，否则它的存在与3 («) 是 S 中的 
最小数矛盾.所以证明了《是通用侧因子. _ 

默慈金随后证明了环 Z [ a ]= U+*oi a , 没有通用侧因子，其中 

_ 并由此得出这个主理想整环 Z [«] 不是欧几里得环（见习题3.70〉. 

下面的结论对任意 PID 都成立，我们将把该结论运用于 Z [<]上. 

命 *3. 81 设 R 是一个 P 1 D . 

( i > 每对 a , peR 都有最大公因子5,并且5是 0 和/?的一个钱性 组合： 存在 ff , r 6 R 满足 
^ m + r /9. 

( ii ) 若不可约元索整除<*戸，則 jtU 或 

证明 （ i ) 我们可假设 a 和卢至少有一个不为零（否则，最大公因子是0,结论显然是成立 
的〉. 考虑所有线性组合构成的集合7 | 

I = {oa + rfi 1 OtT 6 jR). 

现在 o , /?€/(取<»=1， r =0 或 <r = 0, r -1). 易检验 / 是 K 中的一个理想，因为 R 是一个 
PID , 所以存在 使得/ = («. 我们断言 S 是 a 和#的最大公因子. 

由于 1=( 幻， 所以存在某个 P € R 使得 a = 〆 ， 即3是 a 的一个因子.类似地， 8是 p 的 
—个因子.所以$是<»和/?的一个公因子. 

由于及61,所以它是《和芦的线性 组合： 存在 <7, r € R 使得 
d = ao + rff. 

最后，若 y 是 a 和沒的任一公因子，则 d ^ ya '，#= y〆 ， 因为占 =<xa + r /?= y (( j {/ + r〆 ）， 所以 y 
整除 5. 由此得5是 最大公 因子. 

( ii ) 若; rla ， 则 证毕. gyrU ， 则由习题 3.77 知 1 是 ^和《的 最大公因子.因此存在 
a ， 只使得 l =< wr +« r , 所以 

P = + rap * 

由于 JT I #，所以 JT 丨/?， 证毕. _ 

若 n 是奇数，则《=1 100<14或；1三3 1110<14.特别地，奇素数可以分为 两类. 例如，5, 
13，17同余于 1 mod 4，而3，7，11 同余于3 mod 4. 

我们可以用数论的方法证明下面的引理，但我们将用学过的代数知识来证明它. 

引理 3.82 若户是 素數且 p = l mod 4，則存在整數 m 满足 
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m l 三一 1 mod p . 

证明根据定理 3. 55,乘法群 F / 是一个循环群.又根据命题 2. 75,对丨 F / 丨=户一1的 
每个因子 d 来说， F / 都有唯一一个阶为 d 的子群.因为/ >— l =0 m O d 4, 所以 F / 含有一个 _ 

阶为4的子群 S . 由命题 2. 73知循环群的子群还是循环群，所以存在整数 m 满足 S = <[ m ]>. 

由于 O ] 的阶为4,所以 [ m *] 的阶为2,即 = (因为[― 1] 是 F / 中阶为2的唯一元 
素）. 因此， m z = — 1 mod p . ■ 

定理 3.83 (费马二平方定理 ） e —个奇素數/>是两个平方教的和， 
p = a * -4- 6* • 

其中 a , 6 为 整教， 当且仅当 p=l mod 4. 

证明对任意整数有 mod 4,其中 r = 0, 1, 2, 3,所以但是， 
mod 4时， 

0 2 = Ofl l = 1,2* = 4 s 0,3* =9=1， 

所以 a 2 云0或1 mod 4. 于是，对任意整数 a , 6有 V 十纪袭 3 mod 4. 因此，若户 = a l +6 2 , 其 
中 a , /»为整数，则 />^3 mod 4. 由于户是奇数，所以/»三1 mod 4或/>三3 mocU . 我们刚才 
排除了最后一种可能性，所以 戶1 mod 4. 

反之，假设 psl mo d 4. 由引理可知，存在整数 m 使得 

p | ( m 2 + 1). 

在 ZD ] 中，存在一个因子分解 m * + l = ( m + i)(m — i ), 所以在 Z [ i ] 中 
P | im 4- i)(iw — i ). 

若 Z [ i ] 中夕 | m + i ， 则存在整数 《<• v 使得历十—夕(14+^;>.取复共板，我们有 = — iv )， 

所以/因此，/> | <m + i > ( m - 这与3 (/»> = 〆 > a (2 i > = 4 矛盾.由此我们 

断言 P 不是不可约元索，这是因为它不满足命题 3. 81. 因为 Z [ i ‘] 是一个 PID , 所以存在一个因 
子分解 

P = apf 

其中 a=a + i6, /?=c+W 都不是 单位. 这样 a( a >=d+6 2 关 1, a(^) = c*+^ 2 #l 
范数得 Z 中的一个 等式： 

p l = 9 (p) 

= d ( afl ) 

= 9 ( a ) d ( fi ) 

=( fl : +€/*>• 

由于 《 2 +护 关1，关1，所以由算术基本定理得/»=/+6 2 (且户=^ 2 +，）. 

习題 

H 3.56 判断对错并说出理由. 

( i > 若 flU ), Mx ) eF s [>] 且 则存在 rCr 〉. rf (： r >6 F s O ] 满足 a (； r > =6 U ) c ( j > + d (: r >• 其中 

</( jr ) = 0 或 deg (</)< ldeg ( ft ). 


因此，取 


HzH 


© 费马第 一个昧 述了该定理，但是欧拉第一个发表了此定理的*明.离 斯通明 f 仅存在一对 fl , 6满足/ »=^+ P . 
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( H ) 若容 U )， / < x )€ Z [ x ] fi /( x )^0, _存在 rCr >€ Z (>] 鳙足 〆 x >»/( x )«( x >+ r < x ) ，其中 
r *( x )—0 或 deg ( r )< deg (/). 

(沿〉2^+4工+2和 4 x *+12： r +8 在 QO ] 中的最大公因子是 2 x +2. 

( iv ) 若/?是一个整环，則 R [；： r ： l 中每个单位的次数是 0. 

( v > 若々是一个域， pCr >€ ife [>] 是一个非常数多項式 fi 在*中没有根，則 /> U ) 在 40] 中不可约. 

( vi ) 对每个二次多项式 〆 ：《：)€(：|>]， 存在 66 C 和 g ( ir ) 6 CO ], 满足（1+1) |000 =^(：1^(尤> + 
ajc-\~b. 

( vii ) 若* = F , Cr ), 其中/»是一个索数，且 /(: r >, 度满足对所有▲有 /( a )= g ( a >， 則 
/( x )-^( x ). 

( viii ) 若々是一个域，期*0]是一个 PID . 

( ix > Z * —个欧几里得环. 

( x > 存在整败 m 満足 m*s — 1 mod 89. 

*3.57 在习题 3.10 中我们看到，给定一个交換环 R , 蝌1 ? (10>-{所有函败在点态运算下作成一个交 
换环. 

⑴若 J ? 是一个交換环， ff 明 f :对>]_只1?>. /( x )»->/*>. 是一个 W *. 

H ( ii ) 若 A 是一个有限域，证明 y 是一个单射. 

II 3. 58求妒一 a : —2和 x * — 7 x +« 在 F *[ x ] 中的最大公 H 子，并将它表示成它们的线性组合. 

•3.59 设*是一个域， /( x >€ ik [>] 不为零， a " fl * ，…， fl •是 / Cr > 在▲中的-些不相同的根.证明，存在 
g ( x )€ *[* r ] 使得 /( x ) ™< x — tf |)( x — a *)••• Cx — a ,) g -( x ). 

H 3.60 若 /? 是一个整环， /( x > eRO ] 的次败是 n , tf 明 /( x > 在 i ? 中至多有”个根. 

3.61 设 I ?是任意交 操环. 若 /( x >€ l ?[ x ] 且<«€/?是 /(■«：> 的一个根，即/(«>一0, «明 R [ x ] 中存在分解式 
/( x )=»( x - a )^ Cx ). 

3. 62证明欧几里得引理的逆命题.设 A 是一个域，且次数>1的多項式.若只賽 /(_ r ) 整除两 
个多项式的积 tt — 定整除其中一个因子 • _/(： r > 是不时约的. 

H 3.63 设 /( x 〉， g ( x )€ R [ x ], 其中 R 是一个 整环. 若 /( x > 的首项系数是 R 中的一个单位，則除法算式给出 
/( x > 除 gU ) 后的商式 9 (: r > 和余式 r ( x >. fiE 明 •?&) 和 r ( x > 由 g (* r > 和 /(:«:> 唯一聽定. 

•H3.64 设 A 是一个域，/(X),度 (i>€A[>] 互索. 若 ACr>€«>], 证明由 fix) \ AU> 和牙 U> | A (: r> 可推出 
f(x)gU) I h(x). 

3. 65 ( i > 证明下述伪码补充了求 ★(>] 中 / Cr > 和客(: r ) 的最大公因子的欧几里得算法，其中 * 是一 个域. 

Input ： g , f 
Output I d 
d *=gi * •«* / 

WHILE i^O DO 

rem »*= remainder id % s ') 
d *=i 
s *=rem 
END WHILE 
a *= leading coefficient of d 
d 
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(ii) 求 （/, g> ， 其中 /(x)=x* + l, ^(x)=^+x-hiei,[x]. 

• H 3.66 若 6 是一个域且 1 + 1^0, 证明 yr 1 ? ■砝以 •!■), 其中 iKx ) 是有理函数构成的域. 

• H 3.67 设 /( d^Cr — fl ,〉Cr 一处〉 •••(:《: —〜〉€用>],其中尺是一个交涣 环. 址明 / U ) 没有靈根（即所有吣不 
相间>当且仅当 gcd (/， /) = 1,其中/是/的 导数. 

3.68 设3是欧几里得环 K 的次数函数.若 m , ”6 N 且«明，也是/?的次数函败，其中3'(工>» 
|»|3(1：)十》1对所有1€只成立.由此知欧几里得环可能没有次数为0或1的元素 • 

3. 69 设尺是 欧几里得环，其次数函败是 

( i > 证明3 (1)0 ( a ) 对所有非零的 a ^ R 成立. 

H ( ii ) 证明非零 u € i ? 是单位当且仅当 a («)- a (1). 

-3.70 

( i ) 证明 N » R K -»N t N < m + na)■■ m * — » mi + 5n* 是乘法的 * Niuv)^N(u)N(v). 

( ii > 证明 J ? 中的单位只有士 1. 

( iii > 证明不存在满阏态 R 一 h A R - l *. 

( iv 〉 偃设尺有次败函败3 t R X -* N . 选取 “6及一{0, 1, —1丨使得3 ( u ) 是最小的. 证明， 对所有 
R , 存在 d €{ 0 , 1 , — 1} 使得 r — deU ). 

( V > 利用环 /?/(•!> 去证明不是欧几里得环. 

# H 3. 71设/?是一个欧几电得环，其次数函数是 c ?， 并觎设 66 RR 不 ft 零元也不是单位.证明对每个《>0有 

dU / XdO /* 1 ). 

H 3.72 若 A 是一个域， 证明形 式幂级敫环奸 [X]] 是 PID . 

3. 73设4是一个域， 并设礼 x] 中的多項式 a,(:r), a.Cx), a*(x> 被给定 • 

H ( i > 证明这些多项式的最大公 W 子 Ad 有形式 ( i ) 叫 Or 〉， 其中 /, U >€ A [ x ], l <«< n . 

明，若 rCr > 是这酱多项式的首一公因子， Wc (_ r ) 是 dCr 〉 的因子. 

H 3. 74用 [/( x >, 表示 / U >, g ( x >€40] 的最小 公倍敖 • 其中*是一 个域. 证明，若 /(: r > g (: r ) 是首一 

的，则 

[/•«](/，《)_/《• 

•3.75 若▲是-个域，证明40, 中的理想( X ，^>不是一个主 理想. 

3. 76对毎个 m>l, 证明I •中的 每个理 想都是 一个主 理想. （若 m 是合数， WL •不是 I>ID, 因为它不是 
整环 •> 

•H3.77 设 R 是 PID 且 ir€/? 是不可约 元章. 若碎只且，//?,证明 it 和芦 互索. 

3. 78 H(i> 证明， jc , ye *[ x , y ] 互索，但1不是它们的线性组合，即不存在 sU , y >, Kx , y )6( k [ x , 使 
得 1=> xj < x ， y )-\- ytix , >). 

( ii > 证明 Z[x] 中 2 和工 互索， mi 不 ft 它们的线性组合，即不存在 s(x>, f(x)€Z!>] 使得1 = 
2s(x)+x<(x). 

H 3.79 因为: c 一 所以一个学生斷言 * r 一 1不是不可约的，请说明他的错误. 

3. 80 ( i ) 把5和13都分解成 Z [>] 中两个非单位元索的积，并把65分解成 Z [ x ] 中四个非单位元索的积. 

( H ) 用两种不同方法把65分解成两个共轭因子的积利用这些，用两种不同的表达式把65表示成 Z 
中两个平方败的和. 

• H 3.81 证明存在整环它有一对元索没有最大公因子(参看一般整环中最大公因子的定义). 


H 74] 
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-3.6 唯一分解 


以下是一个类似于算术基本定理的多项式 定理. 该定理表明不可约多项式是任意多项式的 
“建筑块”，就像索数是任意整数的建筑块 一样. 为了表述简便，让我们约定“积”可以只有一个 
因子.因此，当我们说多项式 /( x ) 是不可约多项式的积时，我们允许积只有一个因子的可能， 
即 /( a :〉 本身是不可约的. 

- 定理 3.84( 唯一分解}若*是域.則每个次数>1的多項式 /(： r > eA [ x ] 都是一个非零常 
數和一些首一不可约多項式的 來积. 而且，若 

/( jt ) = upi ( x ) •” p m ( ar ) 和 fix ) = * 9i ( x > … 

其中 a , 6是非零常教，所有/>.和9,■都是首一不可约多項式 ， W a = b , m = 且这要<? 可以 

重给下标使得对所有 i 有 = 

证明在命题 3.66 中我们巳经证明了多项式 /( x ) e 4[ x ] 可以分解为不可约多项式的乘 
积，因此我们现在只需证明唯一性. 

因为首一多项式的乘积是首一的，所以等式 … 给出了 /( d 的首项系 
_ 数这样， /( d 的两个因子分解就给出了 a = 6, 这是因为它们都等于 /( aO 的首项系数.现 
在证明唯一性只需证明 

夕 I (■*>... p m (. x ) = fli ( x )*** fl .( x ). 

对 Tnax { m , 用归纳法证明.显然基础步骤是成立的，这是因为现在给定的等式是 

p , U )^ qi U ). 对于归纳步，给定的等式表明 P - U ) 根据定理 3.68( 关于多 

项式的欧几里得引 理）， 存在某个《使得户 _( x > 丨9<(工>.但是免(工)是首一不可约多项式，除1 
和自身外没有其他的首一因子，所以中 （:《:) = #»_(■«:)• 重新给出下标 • 我们可以假设 g ,( x > = 
消去这个因子，我们有 •■- i (: c )=9 l ( i )"- 办- 〆 ：).根据归纳®设， w —1 — 
»_1 (因而 m = n > ，在重给下标后，对所有:有 <?, = /»,. ■ 

例 3.85 在 !《[>] 中，读者可以验证 

X * - 1 = ( x - IKj + 1) = ( jt -3 )(x + 3). 

每个线性因子都是不可约的（当然， I •不是域〉. 因此，唯一因子分解定理在 UO ] 中不成立. 

4 

注整环 R 称为嘈一因子分解整环（《记为 UFD >, 若每个非零非单位元素 
呰不可约元素的乘积，且这样的因子分解在本质上是嗜 一的. 例 3.10 中的整坏 
Z [ f ,] 在这一点上是非常有趣的，其中且 p 是奇素教.满足 

a*+6* =c* 

的正整数 a , 6, C 称为毕达哥拉斯三元教组，例如3, 4, 5和5, 12, 13,它们已被 
认识了至少四千年了，并且在大约两千年翥丢番图 （ Diophantus ) 把它们分了类 C 见刁 
* 1.67). 大约在1637年，费马在丢番图著的一本书的抄写本的頁边空白处记下了 
如今称为费马大定理的结论：对所有整教 n >3, 不存在正整數 a , 6, t •使得 


a"+6* = c*. 
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费马 声称： 他对这个结论有一个非常精彩的证明，但因空白太少而不能把它记录下 
来. 他确实在其他地方证明了 n =4 时结论成立，后来其他人证明了 n 取一些较小數 
时结论也成立.然而这个一般结论挑战了數学家们几百年. 

称正整數 ； i >2 为费马整數，若不存在正整教 a ， 办， c •使得若 n 是一 
个费马整数，则它的倍數 M 也是费马整教.否則，存在正整數 r , <使一+5"*== 

〆 ，这就得到矛盾 〆 +^= c ", 其中 d = 〆 ， A = s *. c = t \ 例如，形如从的任意整數 
都是费马整数.因为每个正整教都是素数的乘积，所以若每个奇素教是费马整數，則 
费马大定理成立. 

像在习题 3.85 中一样，对某个奇素教 p ， 一个解 V + 沪= 〆 蛤出了一个因子 

分解 

c p = ( a-f + + …十 

其中19世纪40年代，库默尔 （ E » Kuirnner > 在整环 Z [ G ] 中考虑了这个 
因子分解（见例 3.10 中的福述〉.他证明了，若唯一因子分解在 Z [^] 中成立，則不 
存在正整教 ci ， 6, c (任何 一个舞 不能被 p 整除）使得但是，库歎尔认识 
到，即使唯一 H 子分解对某个素教 p 在 Z [ C ,] 中璃实成立，它也不能在所有 Z [{：,] 中 
都成立.为椎广他的 ii 明，他发明了称之为“理想教”的东西，并征明了理想数可唯一 
因子分解为“素理想教”的乘积.这些理想教激发了戴德金 （ R . Dcdekind ) 去定义任意 
交換环中的理想（我们关于理想的定义就是戴德金给出的），他还证明了特殊环 Z [匕] 

中的理想与4默尔的理想数相对应.这在年来这喳研究已经有了巨大的发展.1995 
年，成尔斯 （ A . Wiles ) 征明了费马大定理. 

设々是一个域， /( x )€ A [>] 的索因子分解为 

fir ) — ap \ ( x ) # » … p _(«!：>’• ， 

其中对所有1有~>1，且户 〆 !：〉 ，…， 是中互异的首一不可约多项式.特 
别地，若 /( x >* A [>] 中一些线性因子的乘积，即，若 /(: r ) 的所有根都在 it 中，則 
/( x ) = a(x - r , )•■ (x - r t )*« ― (x - r ,)*• , 

其中对所有_ (有 我们称 r , 为根 r , 的 重数. 因为域上的线性多项式总是不可约的，所以 
唯一因子分解表明根的重败是定义良好的. 

这里有两个公式用来求 40] 中两个多项式的最大公因子和最小公倍数.当考虑两个多项 
式时，我们允许在它们的索因子分解中指数 f ,=0, 从而允许首一不可约多项式以相同的集合 
出现. 

-** 命题 3. 86设♦是一个城.令 g ( x ) = ap ? … p 〉 且 /»( j ：) = 6 /…其中 
a . b € k , p , •是互异的 •《 ■ —不可约多項式，且对所有 i 有 *.•, /.>0.定义 
m f = min < e i ./ 1 } 和 JVf ; = max { e f ./••}• 

<*»fc) = 

证明改写命题 1.55 的证明即可. 


則 


和 


[g.fc] = pX • 
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下面的结果与命题 1.47 类似： 对6>2,每个正整数有一个以6为底数的展开式. 

引理 3.87 设々是域， 6(: r > e ^>] 的次教为 deg (6» l , 則每个非零的 /( x ) €是0]有展 

开式 

/( x ) = 4(: r )6(: r )_ + …^ diix^bixV + •- + d Q Cx ) « 

其中对每个 j 有4(工）=0或 deg (沁） <deg(6). 

证明根据除法算式，存在容 U ), 使得 

/( x ) = g ( x )6( j ：) 

其中 </。（;0 = 0或 deg (</ o )< deg (6>. 现在 deg (/) = deg ( g 6) ，因为 deg (6)> l ， 所以 deg ( g )< 
deg (/). 根据归纳假设，存在 <(: r > eCr ] 满足沁 U > = 0 或 deg (<>< deg (6>, 并且 
g(x) = d m b m ~ x ― +dtb + d\. 

因此， 

/ = gb-^do 

=+ ••• + dib + </i )6 + do 

= 34 *" + …+ 46 2 ^d t b + d 0 - ■ 

像对整败一样，可以证明“数宇”忒 ( x ) 是唯一的（见命题 1. 47〉. 

定义设 * 是城，多 項式奶 （ X ), •• •，办 称为两两互索，若对所有 I •关 j •有 
(屮，9/> = 1. 

容易看出， 若奶 （ x ), …， tU ) 两两互索，则对所有 i 有 1(0：) 和 …如 （ X ) 
互索. 

引理 3.88 设 A 是一个域， /( x )/ g ( x )€^( x ), 并设 〆 ••知 Cc >, 其中奶 Cr ), …， 
和 ( or )€ A ：[: r ] 两两 互素. 則存在[: c ] 使得 

_ 焦 Hr 器 

证明对用归纳法 证明. 基础步骤 m == l 显然 成立. 由于奶和奶… 〜互索 ，所以存 
在多项式 s 和 f 使得1=叫 1 +句广"9_.因此， 

( sq x + tqt , 9 , Qm ) 
g g 

= 用 i/ 丨 吨 t … q_f 

g g 

= I wq 観 f 
qiqt … <1 観 q 、 qi … q 麟 

=」£_.+ 辽. 

«2 •••?- Ql 

因为 9:( x ) ，…， 如 U ) 两两互索，所以由 归纳® 设得证. _ 

我们现在证明微积分中用部分分式积分有理函数的方法中的代数部分. 

定理 3.89( 部分分式）设 * 是城， 首一 多項式的不可约因子分解为 
g (. x ~) = Pi ( j :)*'•••/>„ Cx)*«. 
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漂)， 


若 / U >/ 容(1>€灸(1)，则 

^=^UjM +d ^ + - +d t , 

其中 Mx)eA [>]， 且 d v (x)=0 或 degC^XdegCp,). 

证明显然， piur ^ 九 （ w *， …， />»(： c ) 〜两两互素.由引理 3.88 可知，存在 〜( x)e 
紅 X ]使得 

a,(x) 


m- 


s PiW ‘. 

对每个 f, 由除法算式得到多项式 Q.(jr) 和 R.(*> 使得 a,(jr>=a(J：) 趴 （JT>〜+i?<U)， 其中 
l?,(a:〉=0 或 deg(jRiXdeg(^(x)^ ). 因而 


Qi ( x ) 


: Q. (x) - 


RiU ) 


PM 9 ' — 和、一 1 Pi { x yr 

由引理 3. 87, 

R(x) = <x) p t U) m + ^..—i U)pi ix) ml +•••+</» (x), 

其中对所有 j ， 心 <0：>*=0 或 deg(A)<deg (扒） . 而且由于 deg(l^)<deg(/^ > ， 所以 
因此， 


a f ( x ) 

PiU )^ 


= Q . Cr > + 


+ … + 厶 （J) 


咖二 +...+， 


' pAxy - 4 

消去后，每个被加数‘（X )/•或为多项式或为形如 A(J>/ 九 U> •的有理函数，其 
中若我们称 AO：) 为所有这些不为有理函数的多项式的和，則这就是我们要证明的展 
开式. ■ 

我们已经知道， RO] 中的不可约多项式只有线性多项式和二次多项式，所以 Rl>] 中部分 
分式分解中的所有分子或为常数或为线性多项式.应用定理 3. 89可以证明 R (*) 中的所有有理 
函数可以在闭 S 中积分. 

这里有一个部分分式的整数 模型. 若 a/6 是正有理数，其中6的索因子分解是 6 = p 丨 1 … 
/•：：, 则 

卜+ 3 十…+封， 

其中 A€Z 且对所有八 0<c^<p,. 

习题 


H 3. 82判断对错并说明理由. 

⑴ Z [ x ] 的每个元索是 Z 中一个常败和 ZLr ] 中首一不可约多项式的积. 

< ii ) Z [ x ] 的每个元索是 Z 中一个常数和 QO ] 中首一不可约多项式的积. 

( iii ) 若 A 是一个域， /( x >€*[ x ] IK 可以写成<|声1(£>*"夕《(2>也可以写成 6 qi ( x )*“ 其中 a ， 6是 

务中的常数， PiU ). 都是首一不可约多項式， ^( x ), 备 Cr ) 都是首一非常数多项 


_ 
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式， mqAx ), 系（工)都是不可约的. 

< iv > 若々是一个域， / Cr >€*0] 既可以写成 a /»,( x > …/»•(: r ) 也可以写成 ％ Cx >, 其中 a , 6是 
灸中的常数， p ,( x ) •…， /»■(:«•) 部是首一不可约多项式 ， 9 ,Cr >,•••，办 （ x > 都是首一非常数多項 
|280] 式，則 ». 

( v > 若々是 K 的一个子域， /( x ) GO ；) 有分解式/(；«：>=#“••/»:•，其中 a 是一个常败， A (* r > 在 Cr ] 
中都是首一不可约的，则 /(: r >= a /^ •••/>：■ 也是 /( x ) 在 K |>] 中分解为一个常数与一些首一不可约 
多项式乘积的表达式. 

( vi > 若 /( or ) 是域 / C 上的多项式， /(•«:) 在 fC [ x ] 中分解为一个常数与一些首一不约多项式的乘积 
/ U >=“ 〆 若 /( x > 和多项式 /»•(«!■> 的所有系败都在某个子域* GK 中，则… />；；■ 
也是 /( a ：〉 在 40] 中分解为一个常败与一些首一不可约多項式乘积的表达式. 

3- 83在礼1]中，其中*为域， 设其■沖 ••• 公，其中所有/>•是互异的首一不吋约多项式， 
且对所有 i , A , /.>0. 证明 /• 当且仅当对所有 i 韦“ 

•3.84 H ( i ) 若 /(_ r >€ RO ： U 证明 /( i ) 在 C 中没有重根当且仅当 (/, /)-1. 

( H ) 证明，若 〆 是一个不可约多项式， WpU > 没有重根. 

•3.85 设 

H < i)a 明 

X ■一 1， < x - l )( x - p ( x ~ C *) — ( x - ^ 1 ), 

且«»是奇数.則 

■r* + l ■ (x+ l)Cx+ p(x+ {: *>—<x+ f^>- 

H ( ii > 对败 a , 6,证明 

a • — 蚊 • (a — AXfl-fAKa — … U-f A 〉， 

且若 n 是奇败 ，则 

a*+^ - (tf+ 6>(a + { ： 6>(fl + f*6>."(« + f_-*6>. 

-3.7 不可约性 

尽管有一些方法可以帮助我们判断一个整数是否是素败，但解决一舣问題却是很困难的， 
例如分解大的 整数. 虽然判断一个多项式是否不可约也是很困难的，但我们现在提供一些有用 
的方法，它们是经常起作用的. 

我们知道，若 r 是 / Cc ) 在域★中的一个根，则在^ >] 中存在一个分解 /(： c > = 
U — r > g (« r )， 这样 /( x ) 不是不可 约的. 在推论 3. 65中，我们看到这个事实决定了 A (>] 中二次 
和三次多项式的 问题： 这些多项式在 ife [ x ] 中不可约当且仅当它们在 々中没有根. 另一方面， 
_ 可能存在这样的多项式，它没有根但不是不可约的，例如 (P + lPeRO ]. 

- 定理 3.90 设 y ( x )= fl <) + a 丨 j ：+...+ a ( r r _ eZ [>][ Q [>]. 則/(1)的每个有理根有形式 
r — b/cf 其中 6| ao ，c | a m . 

证明我们可以假设 r =6/ c 是既约形式，即 （6, c ) = l . 把 r 代入 /(： r ) 得 

0 = /(6/c) = do + 叫办 /<:+ … +fl w 6"/c", 

乘以 c * ■得 

0 = •一 1 + … 
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因而， aoC *=«- a , c ^' - a /- 1 )， 即 ， b | a , c *. 因为 6 与 c 互素，所以6与 c " 互素，由 

推论 1.40 以及欧几里得引理知6丨 a 。. 类似地， a «6*= c ( — 屯-,^ 1 —…一 c \ aj} m , 
c I a .. ■ 

定义复教 <>称为代数螫数，若 o 是首一多項式 / U >€ Z [ x ] 的一个根. 

我们注意到，在代数整数的定义中，要求 /(： E > eZl >] 是首一的是很关键的.每个代数数 
P ， 即每个复数沒是某个多项式 gCr )€ Q |>] 的根.必定是某个多项式 MWeZO ] 的根，只要 
把 g ( x > 的系数的分母淸除即可. 

推论 3.91 若代数整教 a 是有 a 軚，《必有 0 ez . 准磯地说，若 /(• r )6 Z [ z ] QQl ：: r ] 是 
首一多項式，《 / Or ) 的每个有理根是一个能整除常教項的整教. 

证明若 /(• r >= a 0 + a l _ r + …■是首一的，则〜=1,可以马上运用定理 3. 90得证. 

■ 

例如，考虑 /<; r >=; r 3 +4 P -2_ r —丨 eQ [ x ]. 根据推论 3.65, 这个三次多项式是不可约 
的当且仅当它没有有理根.因为 /( d 是首一的，所以有理根只能是士1,因为它们是一 1在 Z 
中仅有的因子. 但是/(1)=2, /(-1) = 4,所以1和 一1 都不是根.因此 /(_ r > 在 Q 中没有根， 
因而 /( x ) 在 QO ] 中是不可约的. 

推论 3. 91给 出了习 題 1.70 的一个新的解法.若 in 是整败但不是完全平方数， Wj 多项式 
x * — m 没有整数根，因而 v ^ T 是无 理败. 亊实上.读者现在可推广到 n 次 方根： 若； n 不是一个 
整数的 n 次幕，则&是无理数，因为 x -_ m 的任意有理根都必须是整数. 

我们将寻找儿个条件，这些条件能推出多项式 /(： r > eZ |>] 在 Z |>] 中不能分解为更小次 
数的多项式的乘积.因为 Z 不是域，所以这不能说明 /(_ r > 在 Z [ x ] 中是不可约的.例如， 
/< x > = 2： r +2 在 Z |>] 中不能这样分解，但它不是不可 约的. 然而，高斯证 明了： 若 /( x >€ 
ZO ] 在 ZO ] 中不能分解为更小次数的多项式的乘积，則 /< x > 在 QO ] 中是不可约的.我们先 
证明几个引理，然后证明这个结果. 

- 定义多項式/(:^一办+叱^十 似 x * + …称为本明的，若它的系教的最大公 
因子是 1. 

当然，每个首一多项式都是本原的.容易看出，若 d 是 /( ar > 的系败的最大公因子，則 
是 Z O ] 中的本原多项式. 

-* 引理 3.92( 离斯引理> 若 /( JT ), g ( x ) ez [ x ] 都是本原的， 則它们 的乘积 /(*> 充 0：>也 
是本原的. 

证明设 /( x >=2 a〆 ，= 2 6 〆 ，若 /(■ rkOc 〉 不是本原的， 
则存在索数户整除每个由于 /(: r > 是本原的，所以它至少有一个系数不能被/>整除，设^, 
是第一个这样的系数.类似地，设6,是 g (: r ) 的第一个不能被/ ■整除 的系数.由多项式乘法的 
定义得 

afii — Ch, — (.aab^j + …〜 m +<i H iU ... +0 七 -6。>. 

右边每一项都被 P 整除，所以/>整除 a 表.但是#•既不整除 a , 也不整除这就与 Z 中的欧几 
里得引理矛盾. _ 
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最后一个引理有一个更漂亮的证法.若多项式 ACr >€ Z |>] 不是本原的，则存在素数/>可 
整除它的每一个系数（若所有系数的最大公因子是 d > l , 则取/>为的素因 子〉. 既然这样， 
AU ) 的所有系数在 F , 中都为0.若 p « Z — F , 是自然映射《2— [«!], 则由定理 3.33 知，函数 
< p ' | Z [ x ]— F , Dc ] 是一个环同态.假设本原多项式的乘积 /( dgQ :) 不是本原的，则在 F ,|>] 
中 0=^(/ g ) = 〆 （/) 〆 （ g ). 另一方面，（/>和 ？>•(«) 都不为0,因为它们都是本原的. 
这就与 F ,|>] 是整环的寧实矛盾. 

- 引理 3. M 每个非零的 /( deQO ] 都有唯一的因子分解 

fix、 = (x), 

_ 其中 c (/> eQ 是正數，尸 （ x > ez [>] 是本原的. 

证明存在整数+和6.使得 

/<x) = (<»。/&)> + <ai/6i>* + …+ (at/A,)〆 €: Q[x]. 

定 XB^hb'.-b.， 使得 g ( x )= B /< x )6 Z [ x ]. 现在定义 D =± d , 其中 d 是的所有系数 
的最大公因子，选取符号使得有理数 D / B 为正. 现在 ( B / D>/(d = ( l / D >| {(: rWZO ], 且是 
一个本原多项式.若我们定义 C (/> = D / B 和尸 （■ r ) = ( B / D >/(_ r >, 则/(■!>- 〆 />， （: r > 是要 
证的因子分解. 

假设 /(: r )= e / i ( a :> 是另一个这样的因子分解，则*是正有理数， A (: r ) 6 Z [ x ] 是本面的. 
现在 <:(/>/* ( J ：) = /(*> = < rA (_ r ), 所以 /， （: t ) = [>/ c (/)] A < j :>. 记 《/<:(/> 为既约形式， 
e/c(.f) = u/v, 其中“和 t ; 是互索的正整数.等式 V = 在 ZO ] 中成立，则 V 是 
« A ( x > 的每个系数的公因子.因为 （《, w ) = l , 所以由 Z 中欧几里得引理知 v 是/ i ( x ) 的系数的 
(正)公 因子. 由于是本原的，于是 t <= l . 类似的讨论可证明 u = l . 由于 */ c </) = «*/!»== 
1,所以 《= c (/>, 因而 ACr >=/'( x ). ■ 

- 定义幻 * 3.93 中的有理教<■(/〉称为 / Cr > 的容度. 

推论 3. 94 若 /(*) eZ [ x ], « c (/)€ Z . 

证明若 •/是 /⑴的系数的最大公因子， M ( l / rf )/( a :> eZO ] 是本原的.因为 < C ( lA <>/(: r )] 
是/<2)的一个因子分解， 是一个正有理数 d (甚至是一个正整数）和一个本原多项式的乘积， 
所以由引理3.93中的唯一性知4/>= < ^2. ■ 

推论 3.9 S 若 /(: c > eQl >] 可分解为 / Cr )= g ( j ： M (: c >, 則 

cC /) = c(g)c(h) 和 {* (*) = g" ix)h* (*). 

证明我们有 

/( x )= gix^hix) 

c (/) 尸 ( x )= [ c (客> 〆 (:>][cUW ( x )] 

= c(.g)c(.h)g^ (,x)hf ( or ). 

由引理 3. 92 知 〆 （WV Or ) 是本原的，又因为 c ( g ) c (/ i ) 是正有理数，所以由引理 3.93 中因子 
酬 分解的唯一性知 cif)=c(g)c(h) 9 f 0 ( x )=^ # ( x )/ i # ( x ). ■ 

- 定理 3.96( 高斯 1 设 / Cr ) eZO ]. 若在 QO ] 中 

fix) = G ( x ) H ( x ), 
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則在 ZDr ] 中存在因子分觯 

= gix ') h ( x '), 

其中 deg(g)=deg(G>, deg(A)=deg(H). 因此，若 /(x) 不能在 Z U] 中分解为更低次的多項 
式的乘积，到 / Cr > SQ [ i ] 中是不可约的. 

证明根据推论 3. 95,在 QO] 中存在因子分解 

fix ) = c(G)c(H)G' U ) H * ( x ), 

其中 7 Or), （x>€ZO] 是本原多项式.但是，由推论 3.95 知 c(G>c(H)=c(/>, 又由 

推论3.94(应用它是因为/<4：>62[>]>知 £ '(/>€2.因此， /(■zOsgCrMU〉 是 ZO] 中的因子 
分解，其中〆 Jr>=c(/)G** Cc)， h (. x ) = H * (x). ■ 

注高斯利用这些思想证明了定理 7.21: 系教在城 A 中的所有 n 元多項式构成的环 
k \_ X\t •••. 工,]是一个,一因子分 解整坏 • 

-» 定理 3.97 设 /( dfa 。 +«# + «:/+•.•+〆 € Z [ x ] 是首一的，并设/>是素教.若 
/• (•xXaoJ + OiJar + D ^ ilx *+ ••• + ■!• 在 F , [: r ] 中是不可约的， W /(■!) 在 Q [ J ] 中是不可 
约的. 

证明根据定理 3. 33,自然映射9 1 Z—F, 定义一个同态〆： ZO]-F,Dt] 为 
<p' (*o +6|X + 6iJ* + •••) = [&>] + [6iDx + [&»]■!* + •••. 

若 g(:r)6Z[>], 则记它的象〆 （g(J：>)eF,0] 为 g •(: c). 假设 /(x> 在 ZO] 中可分解，不妨 
设为 /(o:)=g ： <j ： >A(;r >， 其中 deg(g)<deg(/>, deg(A><deg(/> [当然， deg(/) = deg(g) + 
deg(A)]. 因为〆是环同态，所以 /• ( 之） - ， （ :r>A* (■!>, 所以 deg(_T ) = deg(g- ) + 
deg(A- ). 由于 /(:r) 是首一的，所以 /• (■!•) 也是 t- 的，所以 deg (广 > = deg(/). 因此， 

〆 &)和的次数都小于 deg (广 >，这与广 U> 的不可约性矛盾.因此， /U> 在 Z|>] 中 
是不可约的，由高斯定理知 /(d 在 Q O] 中是不可约的. ■ _ 

定理 3. 97的逆命《不成立，另外它也不是一直奏效的.不难求出一个多项式 /(Jr)eZ|>] 
eQO] 是不可约的，但对某个索败；•有厂 u)eF,o] 是可分解的.根据习题 3. 100, x*+l 
在 QO] 中是不可约的，但它在 F,[>] 中可分解，其中/>是任意素数. 

定理 3. 97是说，若我们可以找到一个索数 p 使得 /•(*) 在 F,(>] 中是不可约的，则 /(z) 

在 Q[x] 中是不可约的.宜到现在，有限域1%还是令人奇怪的.因为在!％[>]中任意固定次数 
的多项式只有有限多个，所以 F, 的有限性是一个很大的优势.原則上，我们可以通过观察 n 
次多项式的所有可能的因子分解来判断它在 F,[>] 中是否是不可约的. 

为方便起见.我们现在写 F, 的元索时不再用中括号. 

例 3. 98我们确定 Fix] 中次数较小的不可约多项式. 

和以往一样，线性多项式; r 和1 + 1都是不可约的. 

二次多项式有四个： x*+x, x* + l, x*+x+l (一般地，在 F,[x] 中 n 次首一多项式 
有〆个，这是因为 n 个系数 a a , …， a,- ，中 的毎一个都有 p 种选 法〉. 因为前面三个都在 F 2 
中有根，所以仅有一个不可约的二次多项式. 

三次多项式有八个，其中有四个是可约的，这是因为它们的常数项都是 0. 剩下的多项 
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式是 

+ + I , x * 4- J ^ + ltJr * + i *+ J + l . 

由于 1 是第一和第四个的根，所以只有中间两个是不可约的三次多项式. 

四次多项式有16个，其中八个是可约的，这是因为它们的常数项都是 0. 常数项不为0的 
那八个中，非芩系数为偶数个的多项式有一个根为 1. 现在只剩下四个多项式 /(_ r >, 且它们中 
的每一个在 F 2 中都没有根，即它们都没有线性因子.若 则^ _ r ) 和 AU ) 都 
—定是不可约的二次多项式.但是只有一个不可约的二次多项式 ？+： c + l ， 所以 （ x ^+ x+lP = 
/+/+1 是可约的，而其他三个都是不可约的.下列表格概括了这些观察结果. 

F 2 中低次数的不可约多项式 

2 次 I jt*+x+1. 

3次： x 3 + x + l . j’+x: + 1. 

12661 4次： j : 4 + jr J + l , j 4 + j :+1, j ^+ x '+ x * + J +1. 4 

例 3.99 以下是 F ,[>] 中首一不可约的二次和三次多项式的一个列表.读者可以通过计算 
所有这些多项式来验证这个列表是对的.常数项不为零的首一的二次多项式有6个，常数项不 
为零的首一的- I 次多项式有18个.然后检验这些多项式中哪些是以1 或一 1为根的（用 _1 代 
替2会更方便 些). 

F 3 中酋一 的不可约二次和三次多项式 

2次： J ：* + 1, x *+ x —1. j 1 — x —1. 

3次> i 5 - x + l , x ^+ x ^ x + l , + 

x^x'+x+l, 

x*+^+x-l, 4 

例 3.100 ( i > 我们证明 5 P +2 _r + 3 在 QO ] 中是不可约多 项式. 根据推 
论 3.91,/<_ r ) 的有理根只 SI 能是1， -1, 3, —3, 读者可以检验它们都不是根.由于 /( z ) 是 
四次多项式，所以我们还不能断言 / U ) 是不可约的，因为它可能是（不可 约的〉 二次多项式的 
乘积. 

让我们试一下定理 3. 97中的准则.因为广（*>=^+分+ 1在 F ,0] 中不可约，所以根据 
例 3. 98, /(•!：) 在 Q [X] 中不可约.[不必检验 /(J：) 没有有理根 ， _T (X) 的不可约性足够得出 
/ Cr ) 的不可约性 .] 

在例 3. 98中，我们看到（取广（1>=工*+^ + 
夕 + x + l 在 F , Lr ] 中不可约，所以 4> s (: r ) 在 QLr ] 中不可约. 4 

因为任意线性多项式在 QO ] 中不可约，所以备 U >=: r +1 在 QO ] 中不可约. 4>,(^)= 
?+1+1在 QO ] 中不可约，因为它没有有理根.我们剛才看到屯 （ jc > 在 QO ] 中不可约.让 
我们引人另一个不可约 准則来证明： 对所有索数 /•, 少， Cr > 在 QO ] 中是不可约的. 

引理 3. 101设 g (_ r > eZ |>]. 若存在 c € Z 使得 g (: r + r > aZO ] 中不可约，则 ff ( x ) 在 
QO ] 中不可约. 

证明根据定理3.33，函数 Z |>]— Z [>], / Cr >—/( x + c ) 是一个同构.假设总 U > = 
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s (. x ) tix ), Hll g ( x + c ) = 9 (^< x ))=^( j |)—^>( 5 )^( 0 ♦ 此与发 ( J ： + c ) 在 Z [: r ] 中不可约矛盾.因 
此， gCr ) 在 Z [>] 中不可约，因而根据高斯定理，在 Q [: r ] 中不可约. ■ 

-♦ 定理 3. 102 ( 艾森斯坦因准則}设 / Cr )= tf () + a , a : 十… + flll /6 ZO ]. 若存在素教 p •对 
所有 i<w 有/> 丨 a , ， is . p I a m * p z / a 0 ^ 則 /( J ) 在 Q Dr ] 中不 可约. 

证明假设 

fix) — (6o +6 |工 + … +6 瓣 +£：■ JT+ … +C*J ：*) ， 

其中 m </ t ， k <， i . 根据定理 3.96, 我们可以假设这两个因子都在 ZO ] 中.现在/»|叫=&<: 0 , 
所以由 Z 中欧几里得引理知 p | 6 。或/> lev 由于 〆 / fl 。， 所以 c 。 中只有一个可以被/>整 
除，不妨设户 | c 0 , pi 60 . 根据题设，首项系数 1 = 6〆 *不能被 p 整除，所以/>不整除 r 4 (或 
b m ). 设 6 是第一个不能被 p 整除的系数（所以 p 整除 …， c r .,). 假设 r <; i , 则/>丨~, 
所以 6 0 r r = 〜一 （ A , r , ,+••• + &〜） 也被/> 整除. />丨而 / i 不能整除这两个因子，这与欧几 
里得引理矛盾.于是 r = n , 因而 n 彡所以灸=； 1 ， 此与* </ i 矛盾. H 此/(工>在 
QO ] 中不 可约. _ 

注辛格 （ R . Singer ) 給出了艾森斯坦因 （ Eisenstein 〉 准則的一个精彩的证明. 

设穸•： ZO ]— F ,[>] 是环同态，< (/ CzO ) 用/ •(：!：> 表示. 若 / Cr ) 在 QO ] 中不 
是不可约的 • 則由高斯定理知存在多項式 ACr ) eZ [ x：I 使得/(工）=容（0：从（1>， 
其申贫 （ x 〉= 6 0 +6|« r + …+ 十… + Q ： r *， m ， 々〉()•因此，在 

F , Dr ] 中有等式广 ( x )= 5 - ( x ) A -( x ). 

由于所以 /•(■ r >^0. 实际上，存在某个单位使得 /• = 

这是因为除首項系教之外其他所有系教都为 0. 根据定理 3.84, F ,[ x ： l 内的嗱一因子 
分解，我们必有 〆 （ or > = ur _ ， h m (x) = wx k , 其中 v ， u ; 是 F p 的单位，这是因为 z " 
的首一因子是 j ： 的幕.于是 g * ( or ) 和 f ( X 〉的常教項都是0,即 F , 中0。]=0=*0。]， 

等价地， p\ b 0 9 p | Co . 但是 a Q =b 0 c 0 , 所以 〆 U 0 , 矛盾. 因此 /(: r > 在 QO ] 中不 
可约. 

回颐一下 〆 一 1= 其中 n > l , 也 （_ r ) 是 rf 次分圆多项式（在命埋 3. 47中，我们 

rf|n 

已经证明了对所有有乳 Cr )€ Zl >：|). 特别地，若》=/>是索数，则 
<Pp(x) = (x p — l)/(x— 1) = x p ~ l +x^ 2 + ••• +X + 1_ 

- 推论 3. 103( 离斯）对每个索數/», />次分圓多項式少 〆 * r ) 在 Q [ x ] 中不可约. 

注对任意不必是素數），分圓多項式 ft (1>在 Q [ X ]中不可约（见緹格诺 
( Tignol > 編写的《代數方租的伽罗瓦理论》 （ Galois ’ Theory of Algebraic Equations ) 中 
的定理 12, 31). 

证明由于 A ( j :> = ( — 1>/( jt —1)， 所以 

^(x + l )= [( x +1)^ — l]/x 

=?-■ + (f+ … + 夕 . 

由于/>是素数.由命題 1.39 知，可以应用艾森斯坦因准则，我们得出 4>,( x + l > 在 Ql >] 中不 
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可约的结论.根据引理 3. 101,少 , Or ) 在 QO 〕 中不可约. _ 

我们没有说当/!不是索数时/^+0：__ 2 + «"+0：+1是不可约的.例如，当 n = 4 时， x 3 + 
x 2 + x+l = Cr + l > U * 十 1>. 

习题 

H 3.86 判断对错并说明理由. 

是一个代数整数. 

是 1+5 x +6 j * 的一个有理根 • 

( iii > 若/(文>«3/+<^+*1*+«+7,其中 a , c^Z . W /( f ) 在 Q 中的根（如果有 的话〉 在 j ±1， 
士7, 士+ , 士"|^中. 

(卜>若/< < 1 > = 3 < 1*+ < ^+6^+<: < 1：十7,其中 a , 6, c ^ Q . JH /( x > 在 Q 中的根 （如果 有的话>在| 士 1, 

士 7 , 士如 士|}中. 

( v )6? 十 10: r +15#— 个本埘多項式. 

( vOZO ] 中的每个本®多项式是不可约的. 

( vii ) ZO ] 中每个不可约多项式 是本® 多项式. 

( v m>zo] 中毎个首一多项式是本》多項式. 

Ux >3: r+j 的容度 ftj . 

( x >3 x 十" I ■的容度是 

( xi ) 若 QO ] 中 /( x > ■度 Cr > A ( j ：>, 且 /( x > 的所有系败在 Z 中 ， W *( x > 和 A ( x ) 的所有系数也在 Z 中. 

( xii ) 对每个整数 c , 多項式 U + c )*- U + cr >- l 在 QO ] 中不可约. 

( xiii ) 对 所有# 数 n , 多項式 / + SP + 5 n 在 QO ] 中不可约. 

( xiv ) 对每个整败 n , 多项式: r 7 +9 x * + (9«+6> 在 QO ] 中不可约. 

•H 3. 87 _定下述多项式是否在 Q [ x ] 中不可约. 

< i )/< x )=3^-7 x -5. 

< ii )/( x ) = 350 X 4 — 25 x * + 34 x + l . 

< iii )/( x ) = 2 ar , - x -6. 

( iv ) /( x )-8 x , -6 z - l . 

( v ) /( x ) +6 x * +5*+25. 

( vi ) /( x ) = j ： $ -4 j +2. 

( vii ) /( x )= x 4 + x * + x + l . 

( viiO / UJs ^ — lOa ^ + l . 

( ix )/( x )= x < -210 x -616. 

( X〉 /(j >=350： r 3 + x *+4*+1. 

3.88 若 p 是一个索数，证明 F ,[>] 中恰有+(夕一/»>个首一不可约三次多项式. 
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H 3.89 证明 F 2 [>] 中恰有6个不可约五次多项式. 

3.90 H ( i )* a 关士 1是一个非平方整数，证明对每个 n > l , j • — a 在 QO ] 中不可约.由此得到，对每个次 
数 Q [>] 中有不坷约多项式. 

(幻若 a 关士 1是一个非平方 整败， 证明&是无理数 • 

H 3. 91设4是一个域， /< x > i = o «+ fl 1 j ：+ …的次数为 n . 若 / Xi ) 是不可约的 ， W <!•+ o »- ix 十…+ 
OojT 也是不坷约的. 

-3.8 商环与有限域 

代数基本定理是说，每个非常数多项式 / Cr )€ C |>] 的所有根都在 C 中（具体地讲， fix) 
是 C |>] 中一些线性多项式的积）.我们现在回到理想和同态上来，目的是证明任意域 A 上的多 
项式满足一个“部分”类似于代数基本定理的 命题： 给定多项式 /(： t ) e 4|>], 則存在 某个域 K , 
它包含 A 且含有 /(: r ) 的所有根.我们称之为部分类似，是因为即使 K 含有多项式 /( z > 的所有 
根，它也可能不含有 t |>] 中其他多项式的所有根.构造 K 的主要思想涉及商环的概念，是构 
造 I - 的一个直接推广. 

给定 Z 和整数771，定义 Z 上的同余关 系为： 

a = b mod m 当且仅当 m | (a — b). 

该定义可以写 为： a =6« nodm 当且仅 当“一 其中 （ m > 表示 Z 中由 m 生成的主理想•该 
同余是 Z 上的一个等价关系，其等价类 [ a ] 叫做同余类，集合 I ■•是 所有同余类构成的族 • 

我们现在进行一个新的 构造. 给定交换环 R 和理想丨，定义 R 上的一个叫做同余 mod I 的 
关系. " 

a s 6 mod I 当 R 仅当 a -6 G /• 

- 引理 3.104 若 R 是交换坏， J 是 R 中的《想，則同余 mod f 是 K 上的一个等价 关系. 

证明 （ i> 自 反性： 若 m a-a=0e/. 因此 asamodf. 

(ii> 对 称性： ^a=b mod /, 则 ^_66/. 因为一 1€R ， 所以 6— a=(_lMa —Z , 这 
样 b 三 a mod I. 

( iii > 传递性 I 若 mod l , fr=c mod / < 则 a — 1 , b _ /. 因此 a _ c= (a _ b) + 
(6 — c)G It a^c mod I. ■ 

- 定义若 R 是交换环 ， I 是 K 中的理想，則称的等价类 [ a ]={6 eKi & s amo dn 为 
a mod / 的同余类.所有同余类构成的集合记为 R/h 

R/I= {[ a ] « a e R ). 

我们记得 I - 上的加法和乘法是由下列两个公式定 义的： 

[ a ] 十 [6] = [a + 6] 和 [ a ][6] — [ a 6]. 

这些函数 LXL - U 是否定义良好是不显然的，我们不得不证明它们是定义良好的（见 
命題 2. 103和命题 2.105). 这些公式也给出了只 / J 上的加法和乘法运算. 

引理 3.10S 函數 

a* CR/I) X (R/J) — R/I, ([a] ， [6])—[a + 6 ]， 


和 
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ft 1 (.R/l) X (.R //) -» R/ 1 > ([<j] ， [6]> l ~»[a6] 

是 R / f 上定义良好的两个运算. 

证明让我们证 明^和 /i 是定义良好的.回忆引理 2.19: 若=是集合 X 上的一个等价关 
系，则 !>] = [«'] 当且仅当在这里，0] = 0']当且仅当 a - a ' ei . 加法是否定义良好？ 
即，若 = [6] = [6’]，则 [ a +6]=[ a ’+6'] 是否成立？即，若 a — a ’€ J ， b — M 

( a +« —( a '+ V > G / 是否成立？答案是肯定的，因为 （ a +6) — （ a '+6'> = ( a — a '> + (6—6 ')e 
I . 因此 [ a +6] = [«' + “]. 乘法是否定义良好？即，若 [ a ] = [ V ], |>] = 0], 則[“6]= 
[ aV ] 是否成立？现在 a — a ' eZ , b - b '^ I , 所以 

ab — a'b' — (ab — ab') + i.ab' — a'b') = a(b — 6’）+(a — a')b' ^ 7. 

因此 [ a 6] = [ a ' V ]. _ 

R / l 带上引理 3. 105 中的两个运箅是一个交换环的证明与 I _ 是交换环的证明是完全相同 
_ 的. 从本质上讲， R // 中的环公理成立是因为它们继承了 R 中的环公理. 

■« 定理 3.106 若^是交換环 R 中的《想，則 R/J 帚 上引攻 3.105 中定义的加法和来法运算 
是一个交 換冧. 

证明我们验证交换环定义中的每个公理. 

( i ) 因为在 R 中有 a + A -6+ ii , 所以 

[ a ] + [6] = [a + 6] = [6 + a ] = [6] + [ a ]. 

( ii > 因为 [ a ]+([6]+[ c ])=[ a ]+[6+ c ] = [ a +(6+ c )]，（[ a ] + [6]) + [ c ] = [ a +6] + [ c ] = 
C ( a +6)+ c ], 又因为 a + ( fc + c > ■(“ +6 >+ t , 所以 [ a ] + ( l >]+0]> = ([ a ]+0]> + [ C ]. 

( iii > 定义 0=[0], 其中，括号中的 0 是 R 中的零 元索. 因为在 R 中有 0 + a = a , 所以0 + 
[a] = [0+a] = [a]. 

( iv ) 定义 [ a ]’ = [— a ], 现在 [— a ]+[ a ] = [ — a +< j ] = [0]=0. 

( v > 因为在 R 中有 a 6=6 a ， 所以 [ a ]0] = [ a 6] = [6 a ] = [ fc ][ a ]. 

( vi > 因为 [ a ]< MO ]> = [«](>]■ [ a <6 c >], C [ a ][6])[ c ] = [« i ][ c ]-[( a 6) c ], 又因为 
( afc ) c = a (6 c ), 所以 [ a ]( W [ c ]> = ([ a ][6]>[ c ]. 

( vii > 定义 1 = [1], 其中，括号中的 1 是 i ? 中的单位元.因为在 R 中有 la = a ， 所以 
l [ a ] —[ la ]—[ a ], 

( viii > 我们利用 R 中的分 配律， [ a ]< M +[ c ]) = [ a ][6+ f ] = [ a (6+ c )], [ a]W + [ a ][ e ] = 
[ a 6]+[ ac ] = [«+ a 6]=[« i (6+ c )]. ■ 

- 定义交換坏 R/J 称为 R mod i 的 商环. 

I - 中，同余类 6= a + h , 可以被描述为陏集 [ a ]= a +( w >, 并且该描 

述可以推广到商环的元素上来. 

- 定义设 R 是一个交換环， I 是一个 a 想，则 r 的形如 

a + J= {6 6 R | 6 = a + f,f 6 1) 

的子集称为格集. 

我们现在证明陪集与同余类是相同的. 
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^ 引理 3. 107设尺是一个交換坏，7是一个理想，《在尺/7中同余类 O ] 就是珐集 a +L 

证明若 6€ U ]， 则 A — 因此 6= ci+(6 — a >6 fl + I ， 这样 + 对于反包含， 

若 c6a + J ， 则存在 J 使得十；，因此 c=a mod I , c6 [ a ], a + / Q [ a ]. 这样 

[a]=a+/. _ 

陪集记号 〃 + / 是使用非常普遍的记号，这样 

R //* {< i-M « a 6 R )- 

注若我们忽略交換环及中的乘法运算， 則及是 一个加法阿贝尔群，并且 R 中的每 
个理想是一个子_.因为阿》尔群的子群是正規子群，所以商群尺//是可以定义的. 

我们声称该商群与商坏 R / J 的加法群是一致的.每个群的元素相冏（它们是 I 的陪 
集），并且在每个群中陪集的加法也相同.特别地， Z 中的主理想 （ m ) 记为 mZ ,并且 
我们已经把商坏 Z / mZ 记为 L * 了 • 

- 定义设尺是一个交換环，/是一个《想，則由 ir ( fl > = “+ f 定义的 ； r * R ， R // 称为自然 

映射. 

让我们证明 ; r :尺//是一个同态.首先界 (1 ) = 1 + J 是尺" 中的单位元.由尺//中加 
法的定义知 

nr(a) + n(.b) — (a + I) + (6 + I) = a + 6+ I = jr(a + 办 ）. 

由乘法的定义知 

7 r ( a ) jr ( d ) «= (a + 1)(6 + /) = aA + / = ir ( aA ). 

我们现在证明命題 3. 38的逆命題. 

— 命麵 3.108 交換环 R 中的每个硬想 J 是某个同态的核.具体来讲，自然映射 ; r */?—/?/J 
是一个满同态，且它的核是 r 

证明的元索是陏集 a + /. 因为 fl + J = jr ( a >, 所以自然映射是满的.因为若则 
ir ( a ) = a - M =0- M , 所以 feker tt . 对于反包含，若 iiekerjr ， 则 + 这样 

I . 因此 kerjr = J . ■ 

命题 2. ]01 用一种非常简单的方式描述了 U = Z /( m ) 中的同余类 [ a ]. 这些同余类是用 m 
去除后所有可能的余数的 陪集； 

1_ = <[0] ， [1] ， [2 ] •…， [讲 一 1]}. 

一般情况下，只"的元索的描述不会如此简单.另一方面，不久我们将看到（见定 
理3.114)对4[>]/(/(*2*)>的元素的描述，其中*是域， /< x )€* Cx ]. 

注因为读者十分熟悉科，所以定理 3. 106 的证明可以被縮短一些.若我们忽略交換环 
尺中 的乘法运算，则理想 J 是加法群/?的子群.因为尺是阿贝尔群，所以子群 J 必定是 
正规的，因此商群是可以定义的.这样，交換坏定义中的公瑾 （ i )«( iv > 成立.我们 
现在定义乘法，证明它是定义良好的，再脸证公理 （ v ) 到 （ vii ) 成立.命题 3. 108 的证明 
也可以被缩短 一些. 自然映射 ； r : R — R / J 是 K 的加法群到 R / J 的加法群的一个群同 
态，我们只需验证 JT (1)==1 + J 以及 JT 保持乘法运算 即可. 
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- 定理 3.109 ( 第一同构定理）若妒：只― S 是一个交換环同态，則 kerp 是只中的一个理 
想， imp 是 S 的一个子坏，且存在一个同构 

旁： i^/ker^> 一 im 沪 ， a -f- ker 史 i— > < p (, d ), 

证明设 I=ker 9 . 在命题 3. 38中我们已看到： J 是尺中的理想， impSS 的一个 子环. 
旁是定义良好的. 

若 a+f=6+J， 则 J = ker 炉，因此 9(a —6)=0. 但 9(a — 6) =史(<1>一〆 6). 因此 

爹 (a + 7) = 9(<0 = 炉(6)=孕(6+7). 

旁是一个同态. 

首先，爹 (1 + I)=y(l> = l. 

其次， 

乡 ((a + J〉 + (6+ 7))= ^(.a + 6 + /> 

= <pia + b ) 

= < p { a ) + < pib ) 

=旁 (a +/) + 多 (6+J). 

接着， 

9«a + /)(6-f f)>- ipiab + /) 

= < piab ) 

= < pia )< p (. b ) 

** ^(a + /) /). 

f 是满射.若 a：€ini 9， 则存在使得 》 r=9(fl)， 于是 J：=^(a + f>. 

舍是 单射. 若 a + J 6 ker 爹，则乡 (a + J >«0. 但 ♦(« + J > = 因此， f ( a )= t 0, a € 

_ ker 9 = J , a + 7= J =0 + f . 这样， ker ^={0+7>, 舍是 单射. _ 

注因为读者十分熟悉群，所以第 _ 同构定埋的怔明可以 被缩艟 一*. 若我们忽略乘 
法运算，則由定理 2. 116的证明可知由夺(广+/>=9>(^給出的凾數辛 • 只/7一 im 9 是加 
法群之间的一个群 同构. 因为 〆 1 + 1> = 9(1>==1,所以我们只需证明旁保持乘法运算 
即可 • 

第一同构定理 是说： 若史：是一个同态，则在商环尺 /ker 9 与子环 im 9 之间没有显著 
的差别，这是因为它们是同构的环.第一基本定理还 说明： 一旦我们知道了同态的核和象，就 
可以从同态中建立一个同构.因此，给定一个同态，我们应当首先推述它的核和象.（与群类 
似，环也有第二和第三同构定理，但它们比群的那些定理的作用要小.与群类似，环也有对应 
定理.我们现在不需要它，但我们会在命題 7.1 中加以证明 .） 

回忆一下，域 々的 素域是 A 的所有子域的交. 

— 命题 3.110 若*是城，則它的素城同构于 Q 或I%，其中 p 为某个素數. 

证明考虑同态 h ：C(ii> = n*l, 其中1是是中的单 位元. 由于 Z 中的每个理想都 
是主理想，所以存在整数使得 k e rX=(m ). 若 m = 0, 则：》：是单射，所以 imX 是 A 的 
个子环，且同构于 Z. 由习题3.51知(3=?1^<:(2)兰？1^<:(1111；0.因为 Q 是含 Z 的最小域，所 
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以由习题 3. 26知 ft 的素域同构于 Q . 若 m 关0,则由第一同构定理得 h = Z /( m ) 兰 imZd 
由于 A 是域，所以 imX 是整环，又由命题 3. 12知；71是索数. 若记 m 为 p， 则1, 2 • 

1, …， （ p -1) • 1} 是々的子域且同构于 F ,. 这样，由习题 3.26 知 imX 三 F , 是々的素域. ■ 

上述最后一个结果是将不同类型的域分类的第一步. 

-♦ 定义若域 A 的素城同构于 Q , 則称▲有 特征0; 若城*的素城同构于 F,，p 为素數，則 
称 A 有特征 p . 

域 Q ， R , C , C ( x ) 的特征都为0,后面三个域的任意子域的特征也为 0. 每个有限域以 
某个素数/>为特征，例如， F , 上所有有理函数构成的函数域 F ,(* r ) 的特征为索数 /». 

回忆一下，若只是交换环， «6 N , 则 ; tr » r + … + r , 这里有 n 个被加数.若1是 
尺中的单位元，則 nr =( itl > r . 这样，若 nl =0, 则对所有有 nr =0. 现在，在 F , 中，我 
们有/ >[1>[ P ] = [0], 于是对所有 [ r ]€ F ，有/>|>] = [0].更一般的，若 ♦ 是以 p >0 为特征 _ 
的任意域，则对所有有 /> a =0. 特别地，当/» = 2时，我们有 0 = 2 a = a + a , 于是对所有 
k 韦 — 

例 3.111 考虑賦值同态 R [:]， C , /(•!>—►/(«■), 其中 i l = - l , 即 f 

k 

2«**'*.第一同构定理告诉我们怎样求 imp 和 ker ?.. 

首先，史是满 射： 若 a +6 i € C , PSa+W = 9 >( a +6 x ) eim f >. 

其次， 

ker<p = {fix) 6 R [ x ] * /( i ) = 0}* 

即所有以 i 为根的多项式的 集合. 当然 ， ^ + iekerg>, 我们断言 k er?) =<P + l >. 因为 R |>] 

是一个 P 1 D , 所以理想 ker ^ 是由次数最小的首一多项式生成的.假设 x * + l 不能生成 kery , 

则在 RO ] 中存在 P + 1 的线性因子，即 P + 1 有实数根.矛盾.由第一同构定理得 RO ]/ 

( z * + l ) SC . 

因此，商环的构造从实败中建立了复数，即，即使我们不知道复败域，我们也可以用 
Rl >]/( x * + l ) 定义它.用这种方法构造 C 的一个优点是不必检验所有的域公理， R [ x ]/( x l + 

1>自动是一个交换环，我们只需证明每个非零元索是单位. < 

- 命 H 3.112 若*是域，/=( 〆 ■«:>),其中是非常数多項式，《下列命题 等价： 
( iM [ x ]" 是城 • 

( ii )*[ x]/I 是整环. 

(出)/><00在*|>]中不可约. 

证明 （ i >=»( ii ). 每个域都是整环. 

( ii )=> Ciii ). 假设 /> Cr ) 不是不可约的，剡在 t [ x ] 中存在一个分解 〆 x > = ir (; r ) Wx > 满足 
deg (^)< deg (^), deg ( AXdeg ( p ). 假设 g (> r >€ f =( 多）， 則 〆 i ) I g ( x ) 且 d 明(户 >< dcg ( g )， 矛 
盾. 这样，在 *!>]// 中 g ( ar >+ J 关 0+ f . 类似地，在*0]/1中 A (: c >+^0. 然而，乘积 
Cg ( x ) + / Kfc < x ) +/) = / >( i ) + / = 0 + 1 
在商环中是零元，这与是整环矛盾.因此，是不可约多项式. 
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< i ). 设 /> (■^是不可 约的. 因为 />(•!> 不是单位，所以理想 J =( p ( o :)) 不包含1， 
即，在中1+1关 o . 若 /( d + pifeO ]// 不为零，则即 /( x > 不是 pu ) 的倍 
数，换句话说， /»//. 由引理 3.67, />与/互素，所以存在多项式 i 和 r 使得 s / + t />= l .因 
此 s /- l €〖. 所以 1 + J = s /+ J =( s +/ M /+ J ). 因此， 40]// 的每个非零元都有逆元.所 UI 
*!>]// 是域. ■ 

比较该定理与命埋 3.19, 则命题 3. 19可叙 述为： 1_是域， 乙是 整环与 ni 是素 数三者 
等价. 

命题 3.113 ( i > 若々是城，是不可约多項式，《*|>]/( />(•!)) 是一个城，且 

包含 iK 的同构物）和夕 (•!） 的一个根 Z . 

( ii ) 若 g ( x ) 色 t [; c]， ： e 也是容 （■!) 的一个根 .W pix ) | g ( jr ). 

证明 （ i ) 记 （ p (: t )> 为丨.根据定理 3. 112,商环*|>]"是域，这是因为 〆 ■!■>是不可约 
的.由 〆 “>=«+/定义9* 1 *—*[>]/，，因为？>是自然映射 *[>]— *1>]"对*的限制，所以？>是 
一个同态.由推论 3. 45知炉是一个单射(因为4是 域）， 于是？>是走到子域 
40]" 的一个同构. 

记住: c 是 40] 的一个特殊元素.我们断言是的一个根.具体来 
讲，令 

p(j) = a。 + a，■* + …+ “》•!■ e *[■!]， 

其中对所有 I 有 a , 我们不是把子域 r 和它的同构物々等同起来，而是定义 

〆 <*>€*• [*] 如下: 

/>• (.x) = («« + /) + (fli + I)x + - + (a. + I)x' € *'[x], 

我们证明 z 是 /»、 x ) 的一 个根： 

p ' (*)= ( a «'+ I ) + (ai + /)* + ••• + ( a « + /) r " 

=(a. + /) + (ai +/)(x+/) + ••• +(a. + I)(.x+I) m 
=(ao + /) + (aio; + 7> + … + (a»_r’ + 

= a 0 +fl|J：+ ••• + a»x* + I 
= p(x) + 1 = 1, 

因为 pCr ) ef =( 〆 ■«:)>. 但是 J = 0+/ 是的零元，所以 z 是 p ‘（ x ) 的一个根. 

( ii ) 因为2是 g ( x > 的一个根，所以 g ( x > ekenr , 其中* < *[>]-**|>]八 〆 :是自然映 
[2971 射，因此 〆 i > 丨 gU ). ■ 

类似于推论 1.59 中把 I ，描述为 {[0], [1 ], …， [m — 1]}, 下面这个定理也给出了 * Dr ]/ 
(/ Or )) 的一个更紧凑的描述.虽然这个定理对任意多项式 / Cr ) 都成立(不必不可 约）， 但 /( x ) 
不可约是最重要的情形. 

- 定理 3.114 设是是城， /(*)€< k [. x ] 是次非零多項式，令 I =(/( j ：)). 則 * Dc ]/ 
(/(*)) 中每个元素有如下的唯一表达式; 

fto+har+m+W 1 ， 

其中 z = j + f 是 / Cr ) 的一个根，且所有6, €4. 
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证明 M >]/ I 的每个元素有/ »(: r ) + Z 的形式，其中 A (: r )€▲!>]. 根据除法算式，存在多 
项式 g ( jr >， r ( j ：> e ^[ i ] 使得 A (： r )= 兑(: r >/( x >+ r (: c ) 且 r ( j ：) = 0 或 deg ( r )< Cn = deg (/). 由于 
h - r = qfei , 所以 Md + JsKd + J . 和命题 3. 113的证明一样，我们可以重写 r ( x ) + I 为 
r (*)= Ai +6|*+—+6 ll - i «"" 1 9 所有 bAk . 

为证明唯一性，假设 

rCz ) = bo +&z + … +6 W —,«•* = Co+qsr + m + c .- iW 1 , 

其中所有 c , e A . 定义 g (: r ) e ikO ] 为 ir ( x ) = 2 认一 Ci w . 因为 z 是 tr (_ r ) 的一个根，所以 

i-O 

由命埋 3. 113( ii ) 知 /< j :) I g U ). 若 g (: r > 不是零多项式，则 deg ( g)>n = deg (/> ,这与 
deg ( g ><» i 矛盾. 因此 WjOsO , 并且对所以:有 6,= c ,. ■ 

把这个定理应用于例 3 . 111，其中/(：1：>=1 1 + 1€11|>], " = 2,且陪集 x +/ [其中/ = 
(P + 1)] 记为 i , 我们看到每个复数有形如 《+6 i 的唯一表达式，其中 a , 66 R , 且 i 2 + l =0, 
即 i 2 =-_ l . 在 C 中作乘法，最容易的方法是先把 i 看作是一个变置，然后加上条件 F = —1. 
例如，为计算 ( a +6 i )( H ^ i ), 首先写 af +( a «/+6 c ) i + Wi *, 然后观察 — 在商环4[>]/ 
(/ 中计算乘积(& 1 +6 | *+“-+6.- | **- | )(«: |) +<：,*+%+ < ',-,^)的恰当方法是首先把因子 
看作是 2 的多项式，然后加上条件 〆 *)=0. 这些都是因为自然映射 TTl /( x > + / 是一 

个同态.因为 》 r «/<*>, 所以 》(/)»(«) 是乘积 /(*>*(*>. 另一方面，计算应 
首先计算乘积 /( dg (: r ) 接着令 -r = *. 

- 推论 3. U 5 若是次數为”的不可约多項式 .则 * = F ,0]/( i f ( 1 r >) 是一个仅 
有 〆 个元索的有限城. 

证明由定理 3. 112知*是一个域，又由定理 3. 114知★中仅有 〆 个 元索. ■ 

我们还不能断宵存在仅有 〆 个元索的域，这是因为我们还不知道在 F ,0] 中是否存在次数 
为 n 的不可约多项式（见习题 3. 104). 

我们现在推广例 3. 111. 

- 定义设 E 是城，4是它的子城.若* ： GE , 到定义4(*)是£：的包含 ife 和 z 的表小子城， 
即是 E 的所有包含 々和 2 的子域的交.我们称 《*) 为从伴_着 z 的中获得的城. 

例如，复数集 C = R ( i ) 是从伴随者 i 的 R 中获得的. 

- 命题 3.116 设 A 是城 K 的一个子域，且 

⑴若 S ： 是某个非零多項式 /( o :) e *[ x ] 的根，《 Z 是不可约多項式 〆 的一个根， 
且 p (. x ) I /( x ). 

( ii > 若是具有根*的不可约多項式， M 存在一个同构 
<p < *[_ r ]/( p ( j ：>> -*■ k (. x ) 

满足 9 ( j +(^( x ))) = z 和对所有 aeft 有 tp (. a )= a . 

( iii > 若 z , / eK 是 p ( j ：) 的两个根， « 存在同构 I Kz ') 滿足 tfU ) = z ' 和对所有 

a 云 k 有 ff ( a )= a . 

(\ y ) k ( z ) 中每个元索有如下唯一表达式： 


214 


第 3 幸 


ba +6 i * r + … +6 ■-，:*" -1 ， 

其中 6,'6 A ， n ~ deg (^). 

证明 （ i ) 由定理 3. 84 知，存在一个 分解： 

/(■!) = ap \ ( x )— p m ( x ) ， 

其中 ae * 是非零常数，/ >,( x ), />_(■«：> 是 40] 中首一不可约多项式.因为賦值 Z 是一个环 

同态所以 

0 = /(*) = api (. z ~)— p m (. z ). 

_ 伹 K 是一个域，因而是一个 整环. 所以存在某个 :使得 P .(*)=0, 即 r 是/的根 • 

( ii ) 由于 〆 是不可约的，命题 3 . 112表明是一个域，因而 in ^ 是一个域， 
即 imp 是 K 的包含々和 z 的一个子域，所以另一方面， imy 中每个元索有形式 
^( a :) + /, 其中所以 K 的包含4和：的任意子域 S - 定也包含因此 im 9= 
*(*). 

( iii ) 和 （ ii ) 一样，存在同构分< *[>]/ (/ >(*))—4 U ') 满足对所有 a ^ k 有 0( a )= a 和 
0( 工 +( /合成正是我们所要的同构. 

< iv ) 令 f =( pCc >)， 由定理 3. 114知， fcO ]/ I 中每个元索有如下唯一表达式 6»+6 1 (; r + f )+"*+ 
*.-,( x +/)*-'. 同构 ▲[ x ]"-* A ( z > 使得 x + Jk *, 该同构的单射性保证了表达式的唯一性. 

■ 

推论 3.117 设 * 是城， 〆 是不可约的 . a € M >]/(/>). 若 o 是 *[ x ] 中臬个非零 
多項式的根，則存在 《< r 作为根的唯一的首一不可约多項式 
注 由命题 4.32 知关于 o 的假设是多余的. 

证明命题 3.116( i ) 给出了一个以 a 作为根的不可约多项式 A ( x > e / k (>]. M 然，我们可 
以假定是首一的 • 

为了证明 AU > 的唯一性，我们假设 〆 也是以 0 作为根的首一不可约多项式•在 
«1/( P ) 上有 gcd (/ i ， g > 尹 1( 因为 i — a 是公因 子）， 于是由推论 3. 75知在 A [; c ] 中 Oi ， g )^ l . 
因为 A ( x ) 是不可约的，所以它的首一因子只有1和它本身， 所以 （ h , g )^ h . 因此， h ( x ) I 
g (. x ). 但因为 g (: c > 是首一不可约的，所以我们有 ACr ) = g ( jr >. ■ 

我们现在证明两个重要结论：第一个结论是克罗内克 ( Kronecker ) 得到的，是说若 /(; r >€ 
* W ， 其中是任意一个域，則存在包含 A 和 /(*) 的所有根的更大域 Ei 第二个是伽罗瓦得 
到的，他构造了不同于 F , 的有限域. 

- 定义多項式 /( x >€/ M >] 在一个更大的城 K 上分裂，是指 /(*) 是 KO ] 中一呰战性多項 
式的乘积. 

- 定理 3.118 | 克罗内克1若 A 是城，且/(0：>€41>]是非常数的，则存在一个包含々的城 
K , 使得 /(: c > 在尺本分裂. 

证明对 deg (/) 应用归纳法证明该定理.我们修改一下命理使得归纳步驟的证明更简单 
些：若 E 是包含*的一个域(这样 / Ur ) eA |>] eE |>]), 则存在包含 E 的一个域 K 使得 /( a :) 
是 KO ] 中一些线性多项式的乘积.若 deg (/) = l , 则 /( x ) 是线性的，且我们可以选取尺=艮 
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对于归纳步骤，我们考虑两种情形.若 / U > 不是不可约的，则在中 /< x )= 玄 ( x > A ( x ), 
其中 deg ( ff )< deg (/) 且 deg < A )< deg (/>. 根据归纳假设，存在一个包含 ife 的域 E 使得 g ( aO 在 
E 上分裂> 归纳假设还告诉我们，存在包含 E 的域 K 使得 !>(：«：> 在 K 上分裂.这样， f (. x ) = 
« U ) A (： r ) 在 K 上分裂.第二种情形，在4|>]中 〆 _ r ) 是不可约的，则由命题 3.113( i ) 知存在一个 
包含 * 和 〆 :|0的根2的域 E . 这样，在 £]>] 中存在一个分解 pU 〉= (: r -* WU ). 根据归纳假设， 
存在包含£:的域 K 使得 / Cr ) 在 i (上分裂，从而 /( x ) = (x — *)« x ) 在 K 上分裂. ■ 

对于熟悉的域 Q ， R 和 C , 克罗内克定理没有给出任何新的东西.代数基本定理首先由高 
斯在1799年证明（完善了早期欧拉和拉格朗日的努力），该定理是说每个非常败多项式/(*〉€ 
CO ] 在 C 中有根.于是，根据对 /(; c > 的次数的归纳， /(： t > 的所有根都在 C 中，即 /( i ) 在 C 
上分裂.另一方面，若灸=匕则应用克罗内克定理我们知道，对 
任意给定的 / Cr ), 总是存在某个更大的域 E 包含 /( j ：> 的所 有根. 例如，存在包含 C ( jt ) 和 V ? 
的域.代数基本定理有一个更 一般的叙述： 每个域4是一个代数闭域 K ■的子域， BP , K 是包 
含4的域且使得每个 / U )€4 I >] 是 KDr ] 中的一些线性多项式的乘积.相反地，克罗内克定理 
一次只给出一个多项式的根. 

我们现在考査有限域，即只有有限个元索的域.我们首先证明有限域中元索的个数是索数 
的幂.我们给出习題 3. 105的群论 tit 法. 

- 定义在有限城 E 中，若每个非零元索都等于 ntE 的某个幕，《称死是£: 的本臞 
元索. 

- 命题 3.119 < i 〉* £是有限城 . 《 £：有本原元素. 

( ii ) 若£：是特征为/>的有限城且其索城为 則存在 n > l 使得丨 E | = p \ 

证明 （ i ) 因为 E 是有限的，所以它的乘法 _ E > 是循环群.由定理 3.55 知 E ' ■的生 成元就 
是 E 的本原元索. 

( ii ) 因为£的每个元素都等于《的某个幂，所以 E ： = iK «>. 由£的有限性知序列1, 7 t , 
n *. n J . …存在 一个重 g , 即存在正整数 r > j 满足 〆 = w '. 因此 〆 -‘ =1,这样 n 是 〆 — 1的 
根.根据定理 3. 116( i ), 存在不可约多项式 g (_ r ) eM >：] 以 k 作为根，又由定理 3.116( ii ) 知存 
在一个同构 AO ]/( g (; r )> 兰 《«> = £. 若<^ 8 (8)= ”，则由推论3.115知|£丨= 〆 . ■ 

我们现在将展示有限域. 

- 定理 3.120( 伽 罗瓦） 若/•是素數， n 是正整教 .《 存在捨有 〆 个元素的城. 

证明记9 = />"，并考虑多项式 

g(r) = — x 6 F,W. 

根据克罗内克定理，存在包含 F , 的域 E 使得 《•(；«:> 是 E |>] 中一些线性因子的 乘积. 定义 
F = {a 6 E * g(。） = 0} • 

则 F 是由客（丈>的所有根构成的 集合. 因为导数所以 
gcd ( g , g ') = l . 根据习题 3.67, g (: t ) 的所有根是互异的，即 F ■恰有 《 = p •个元索. 

我们断言 F 是 E 的子域，由此可以完成这个 证明. .若 a ， 66 F , 則以=<1, b ，= b . 因此， 
< aW , = a , 6 , = a <>, 这样 根据习埋 3. 97， (. a — b ) , = a , — b 9 =a — b , 所以 最 
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后，若 a #0, 则对 W =« 应用消去律得所以 a 的逆元是<^— 1 (位于 F 中，因为 f •在 
乘法下是封闭的）. ■ 

在推论 5. 25中，我们将在看到元索个败相同的两个有限域是问构的. 

例 3. 121在习题 3. 19中，我们构造了一个含4个元素的域 h 其元素是矩阵 a U = 
C J] + *[i :] ’其中 a ’ 阳:.（我们可以#到 [: j ] 是本原元素’[::]也是 -) 


另一方面，我们还可以构造一个含4个元索的域，它是商环尸=&|>]/(/+文+1),其中 
夕+1+1€匕[>]是不可 约的. 根据推论 3. 114, F 是由所有形如 a + 6 s ： 的元索构成的域，其 
中 Z 是 ar 2 + jr+l 的一个根，< 1 , 66 F 2 . 由于 **+ 2 + 1 = 0 ，所以有 * 2 = —2 — 1 = 2 + 1 . 另外， 
+ = + 现在容易看出，存在一个环同构9:灸 — F 满足 


[:丄卜 


例 3. 122根据例 3. 99中的表可以知道， F ,|>] 中存在三个首一不可约二次多项式，即 
p(.jc) =* x 2 + 1 • g ( x ) = j :* + j ： — 1，和 r ( j ) = x * — j : — 1» 

每个多项式产生一个含有个元索的域.让我们详细地说说头两个.根据推论 3. 114,若 
E=F,0]/(9(i >>， 则 

E =* {<i + fo :其中 a : + l = 0). 

类似地，若 F = F 3 0]/< pCr )), 則 

F = {fl + 申* 其中浐+身一 1 -0}. 

读者可以检验由 


<p(.a + &) =“ + 6(1 —沒） 

定义的9: E — F 是一个同构，从而证明这两个域是同构的. 

现在 BDrilAx 2 — j : 一 1) 也是一个含9个元素的域，且我们可以证明它与上述给出的两个 
域£:和 F 都是同构的. 

在例 3. 99中，我们巳经展示了 8个首一不可约三次多项式 pCaOehO ], 它们中每一个 
都产生一个含有27 = 3 3 个元索的域 F 3 [ x ]/( p ( o :)>. 这8个域都是同构的. 4 

在第4章关于编码的那节中，我们将看到在从太空到地球传送数据的过程中有限域是一个 
基本因素. 


习題 


H 3.92 翔断对错并说明理由. 

( i ) 若丨是交換环的一个真理想，是自然呋射 ， M kcnr -/. 
( H > 若 J 是交换环/?的一个真理想 ， x */?-/?// 是自然峡射，則; r 是满射. 
( iii > 若 /* R — Sft 交换环的一个 同态， WS 有与 R /( k «/> 同构的子环. 
( iv ) 若7是交換环/?的一个真理想，则/?有与 R/f 同构的子环. 

W ) 若 p 是一个索数，_特征为的每个域是有限域. 

( vi > 特征为0的域都是无限域. 
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( vii > 若 / U > 是域*上的不可约多項式，则 4|>]/(/( x >> 是一个域. 

若 / U ) 是域々上的非常数多項式，且商环 *[>]/(/(:«:>> 是一个域， JH /(: r ) 是不可约的. 

(^0若 / U ) 是域 A 上的不可约多项式， W 每个元索 》 ert * r ]/(/(: r )> 是 /(_ r > 的一个根. 

( x > 若 々 QfC 都 是域，且是某个 ♦零多项式的根，則 〆 : r > 在*[ X ]中不可约. 

( xi > 存在一个域包含 C ( r > 和 ■/ ITT . 

( xii > 对每个正整数〜存在一个域恰有11•个元索. 

( xiii ) 对每个正整数 n ， 存在一个域恰有10_个元索. 

( X iv ) 对每个正轚数存在一个域恰有9•个元索. 

( xv ) 存在特征为2的域 E , 使得 /" Kr +1 是 £!>] 中线性因子的积. 

3. 93对每个交换环 R , 证明对 >]/( x > 兰 I ?. [303] 

3. 94 (4[ x ] 中的中国«余定理〉 

H ( i > 证明，若 * 是域，且 /( x >, / U >€40] 互累， W 给定 6 U >, 6' Cr > e *|>], 存在 cCr > e *[>] 满足 
c 一 b 色 (/) 和 c -6' 泛 (/)« 

而且，若是另一个公共解， 

H ( ii > 证明，若*是域，且 / Cr >, 度 ( x >€ Cr ] 互索，則 

A [ x ]/(/( x ) ir < x » s 4[ x ]/(/( x))X *|>]/( g ( x )). 

• H 3.95 ffi 明，若*是特征为 0 的域，且 p ( x > e *0] 是一个不可约多 项式， W /»( x > 没有 •根， 从而推广了 
习题 3.84. 

3.96 ( i > W 明域 fC 不能有满足 〆 SQ 扣的子域 〆 和 4' 其中/»为某个索数. 

( ii ) 证明域 K 不能有满足 〆 岂 F , 和 〆 SF , 的子域 〆 和 4' 其中 pi ^ q . 

•3.97 设/»是索败且9， 〆 ， 

11(1〉证明函败5':匕-^,， F ( a > ■沪， J 1 一个网构< F 称为典洛贝 尼乌撕 （ Frobenius ) 峽射 >• 

( ii > 证明毎个元索 a € F , 有一个/»次根，即存在 66 F , 满足 

< iii > 设 A 是特征为/>>0 的域. 对毎个正螫数 n , tf 明环同态 F m ( a )- a ^\ 是申射. 

• H 3.98 证明有限域 E 中的每个元索 z 都是两个平方数的和.（若 r = 是一个乎方败，則我们可以写为 *■ 

V +()*•> 

*H 3. 99若/> 是素败且/>=3 mocU , 证明/=2 mod p 或 ^ = -2 mod p 有解 • 

*3. 100 ⑴证明 i •十1在 F ,[ x ] 中可分解 • 

H ( U > 若 戶+1 一 （ z *+< u ：+6)( x *+ ci + 山 € F ，0], 其中 p 是奇素数.证明 c =- a 和 
</ + 6 — a* = 0 
aid — ft)= 0 
W- 1. 

H ( iii ) fiE 明 x '4-1 在 F , U ] 中 bI 分解当且仅当下述同余方程都有解， 其中/ •是奇 素数： 

A * 在 一 1 mod p , 

a 1 as 士 2 mod p . 

Hdv )« 明，对所有索数 /»• P + 1 在 F ,[ x ] 中可分解. 

*3.101 推广命題 3.116( iii ) 如下.设穸：是域之间的同构， E /灸 和 O ' 是扩张， k ( z ) 

和 〆 （ W 6 V [ x ] 部是不可约多項式（和在定理 3.33 中一样，若 /»( x )= I 

Sa •: rS 则 〆 U>=S 并设 和 r'ef 分拥是 /> U ) 和 〆 Cr ) 的根，1 _ [ (304] 

W 存在一个同构满足分 (*) = / 以及多扩张了 9>. * ~ 
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*3.102 设… + ad ： c *- 1 [: r ]， 其中 * 是一个域，并假设/(1) = (：«：—广1) (:*:—>•*)••• 
( x - r .)6 ECx ], 其中£是包含6的域.证明 

a._i =— (n + rt + — + r -> 和 a « = ( — l )* rir ,— r «. 

由此得出 / Cr ) 的所有根的和与积都在*中. 

H 3. 103若 E = F :[ x ]/( pU >〉， 其中/>(1>=:«^+戈+1•則£：是含8个元索的域.证明 〆 : r > 的一个根 ic 是£：的 
一个本原元索，即把£的每个非零元索写成 X 的幂. 

*3.104 ( i > 证明，对所有 n > l , QO ] 中存在次数为 n 的不可约多項式. 

H ( ii ) 证明，对所有 《>1 和每个索数/», F ,|>] 中存在次败为"的不可约多项式 • 

< iii ) 证明，对所有 n > l 和每个有限域 h A [ x ] 中存在次败为 n 的不可约多項式. 

- H 3.105 若£是一个有限域，利用定理 2. 147即柯西定理证明，丨£ I =，对某个家败 p 和某个; 》>1 成立. 

3.9 一个数学历程 
3.9.1 拉丁方 

1782年，欧拉在他一篇关于魔方的文章中提出了下述问埋.假设有属于6种官衔的36个 
军官，他们来自6个不同的团.若给这6个团标上1到6的号码，并设这6种官衔为上射，少 
校，中尉 ，…， 则每个军官有一个双重标签（例如上尉3或少校 4). 欧拉问，是否可将这些军 
官排成6行6列，使得每一行军官的军衔各不相同，所厲的团也各不相同，且每一列也是如 
此.因此任一行不能有厲于同一个团的军官，任一列也是如此. 

根据下述定义这个问睡可以说得更淸楚些. 

定义 一个; 《><»»拉丁方是指一个 nXn 矩阵，其元索取自一个含 n 个元索的集合 X ( 例如 
_ X ={0, 1, «-1»,使得矩阵的任一行和任一列都没有出现两个相同的元索 ■ 

容易看出，一个 n x n 矩阵 /V (其元索取自一个集合 X ,丨 X | = n ) 是一个拉丁方，当且仅 
当 A 的每一行和每一列都是 X 的一个置换. 

根据习惯，我们可把矩阵 A 记为 A = [ ajI ]， 其中\是其元索，第一个指标 i 描述第 《• 行 
a,,a a •- a f . , 

第二个 指标） 描述第）列 




例 3. 123元索为0和1的 2 X 2 拉丁方恰有2个， 

AC :] 一 ㈡ ^ 
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例 3. 124以下是2个 4X4 拉丁方. 



例 3. 125阶为 n 的有限群 G={ ai ，…， a.} 的乘法表，即 [n], 是一个拉丁方.因为群 
中消去律成立，所以由 a , 幻可推出七=办，所以第 I行是 G 的一个置换；因为由 ai a,= 
a,a , 可推出所 以第） 列是 G 的一个 置换. ◄ 

我们将利用下面的构造，它通常是一个新手定义矩阵乘法的第一种尝试. 

定义 若和都是 mXn 徒降， 射它们的 兩达马积 （ Hadamard product ) ， 
记为 A ， B 是指一个 》« Xfi 錄阵，其:元素是有序对 ( a _, ft w ). 

若 A 和 B 的元索位于一个交换环 R 中，则我们通常用 R 中的积~心代替阿达马积的0 元 
索 （a 办， bff ). 

假设 a 的元素位于满足丨太丨=»的集合；（中.且 b 的元索位于满足 I y | =«的集合 y 
中. xxy 中 恰有；1 1 个有序对，且我们说 A 和 B 是正交的，若每个有序对是阿达马积 A 。 B 中 
的一个元索. 

定义两个 f « x n 拉丁方 A = [ a „] 和 B = [6 t ], 它们的元素分別位于集合 X 和 Y 中且 
| X I = n = | Y | ,它们称为是正交的，若它们的阿达马积 A • B 中的所有元索即所有有序对 
( a «. 都是互异的. 

不存在一对正交的 2X2 拉丁方：正如我们在例 3. 123 中所看 到的，元素在 X={0, 1} 中 
的 2X2 拉丁方只有2个，且它们的阿达马积是 

a . b = r 01 lo i. 

LlO 01J 

只有两个不同的有序对，而定义要求的是四个. 

例 3. 126例 3. 124中的两个 4X4 拉丁方是正交的，因为16个有序对是互不相同的. 



设 A 是一个矩阵，其元索位于集合 X 中. 若 0 < x — /是； f 的一个置换，则对 A 中的每个 
元索应用 a 就能得到新的矩阵 A '. 详细地说，若 r = ai 是 A 的0’ 元素，則/是 A ' 的元索， 
所以 A ' = [( a # )']. 

引理 3.127 设 A =[ a «] 是一个拉丁方，其元索位于含 n 个元素的集合 X 中.若 I —/是 
X 的一个置■換，則 A ' = [( a # 〆 ] 是一个拉丁方.而且，若 A 和 BeOiJ 是正交的拉丁方， W A ' 
和 B 也是正交的. 


[3061 
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证明因为 A 的第 i 行（知，…， 4,) 是 X 的一个置换，所以 A ' 的第 i …， 

也是 X 的一个置换（两个置换的合成还是一个置换).类似的讨论表明， A ' 的列是 X 的 
* 换，所以 A ' 是一个拉丁方. 

若 A ' 和 B 不正交.则有两个元索相等，不妨设 (<,〜> = (‘，6*), 所以 
6* =6*. 所以 ai = a «. 因此， A 。 B 中存在一个重复的有序对，这与 A 和 B 正交相矛盾，因 
而 A ' 和 B 是正交的. _ 

欧拉问题是问，是否存在一对正交的 6 X 6 拉丁方(第一个指标表示官衔，第二个指标表示 
1307] 团号).为了弄明白他为什么关心 n =6 的情形，让我们先构造一些正交对. 

命18 3. 128 ⑴若是是一个有限域. a €： k x = k - m , 14 U I X | ft |飪阵 
L. = = [az+>>], 

是一个拉丁方，其中 z , y € k . 

( ii > 若 a , 关 6, 則 L . 和是正交的拉丁方. 

证明 （ i ) L , 的第 x 行由元索 u : r +; y 构成，其中 I 是固 定的. 这些元索是互异的，因为 
若 a _ r + y = ax + y , W >=/. 类似地， L . 的第； y 列由元索 aJ r +； y 构成，其中； y 是固 定的， 
且这些元索互异，因为由 ax+y =<«•' + y 可推出 aJ r = a /. 因为 a 关0,所以由消去律得 
x = x '. 

( ii > 假设有两个有序对相等，不妨设为 

(.ax + y.&r + y ) = (. ax ' + y ' , lu ' + y ). 

则 aa :+ 3 »= a ; r’+y , bx + y = bx '+ y '. 所以有 

a(.x 一 x *) ~ y — y = b(x ~ x '). 

因为 a 竽 b , 由消去律得尤_ 1 '= 0 ,因而 /-; y =0, 即 x = a :, y = y . 因此， jL , 和 L * 是正交 
的拉丁方. ■ 

推论 3. 129 对每个素教幂 〆 >2,存在一对正交的 〆X〆 拉丁方. 

证明根据伽罗瓦定理，存在一个有限域 A 满足丨*丨= 〆 •为了有一对正交的拉丁方， 
我们*要 U x I >2,即 p r -1^2 , 因而 p '> Z . ■ 

注大约在 1830年伽罗瓦才发明了有限城，欧拉在1782年用另一种（更复 杂的） 方法 
构邊了正交的 p r Xp - 拉 丁方. 

我们现在*示如何从小的正交拉丁方中创建大的正交拉丁方.设 K 和 L 都是集合，满足 
I K | =*, | L | =/. 若 8=(^] 是元素取自 L 的/ X /矩阵，则<^是/></矩阵，其: V 元索 
是[其中 a 岣是 有序对 U , 岣） 的缩写].若 A = [ a ,] 是一个矩阵，其元素取自 K , 则 
A 和 B 的克罗内克积 A ® B 是一个 WXW 矩阵 
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定理 3.130( 欧拉） 若 / t _2 mod 4， 則存在一对正交的 nXn 拉 丁方. 

证明 我们只陈述证明的主要步骤.首先证明，若 A 和 B 都是拉丁方，则也是拉 
丁方.其次证明，若 A 和 A' 是正交的 ★>< 々拉丁方，且 B 和是正交的/ X，拉丁方，则 A®B 
和都是正交的从 XA/ 拉丁方.这几步都不会很难.当然，我们可以构造有限多个矩阵 
的克罗内克积. 

若是一个正整数，我们断言 / i =2 mod 4 当且仅当存在一个奇数 m 满足 n = 2 m . 若 tt 三 
2 mod 4,则 ；!一 2=从， A 为某个整数，且 n =2(2 A + l ). 反之，若 ； i = 2 m ， m 是奇数，则 n = 
2 m =2(2 d + l >=4 d +2, 所以 n 2= Ad . 于是 n 关2 mod 4当且仅当 n = 2 rp\ x — />；' , 其中 e 关 1， 
且 P , 都是奇素数.根据推论 3. 129,对每个存在一对正交的妗 X # 拉丁方，且若 e >2, 则 
还有一对正交的 tX 2 •拉 丁方. 取这些拉丁方的克罗内克积，则 得一对正交的 / iXn 拉丁方._ 

使欧拉定理不成立的最小的 ri 是6,这就是欧拉提出36个军官问题的原因.事实上，他猜 
想若 n=2mod4, 则不存在正交的 nXn 拉丁方. 1901年，泰利 （G. Tarry) 证明不存在正交的 
6X6 拉丁方，因而回答了这一节的欧拉 问题： 不存在符合要求的36个军官的排列.但是， 
1958年，帕克 （&T. Parker) 发现了一对正交的 10X10 拉丁方，从而证明欧拉猜想是不对的. 
表 3-1 就是帕克举出的例子，我们注意到每个小于100的数都以十进制数字作为一个元索出 
现.帕克，博泽 （R.C.Boii e > 和施理克汉徳 （S&Shrikhande) 继续证明了，除了 n = 2 和6之 
外，对其他所有的〃都存在一对正交的 nXn 拉丁方. 


表 


00 

15 

23 

94 

77 

10 

71 

34 

88 

45 

81 

54 

82 

40 

61 

26 

62 

47 

13 

29 

92 


32 46 51 64 79 


25 

52 

49 

01 

83 

17 

20 

02 

43 

65 

66 

18 

27 

72 

90 

04 

99 

16 

28 

37 

91 

74 

33 

)9 

58 

48 

31 

84 

55 

06 


87 98 
68 36 
96 59 
39 03 
53 75 
05 ,80 
70 67 


57 08 76 89 63 95 30 11 24 42 

38 56 09 73 85 60 97 22 41 14 


3.9.2 幻方 

我们现在利用正交拉丁方构造一些幻方. 

定义一个 TiXn 幻方是 指一个 nXn 錄陣 A = [%]， 其元素由0，1 , …， V — l 构成，且 
行和与列和都相等，即存在一个数〜称为 幻数， 满足 

对所有对所有 j ，^% ― <?■ 

图 3-2 是德国名_家阿尔布雷特 • 丢勒 （Albrecht DUrer) 在1514年雕刻的版画《优郁症》 
(Melencolial), 它的右上角就是右侧的方格. 


[309] 
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注意创作年代1514位于最下面一行 e . 行和与列和都等于 34. 实际 
上，对角线上所有项的和也是34,反对角线（从左下角到右上角的 
连线〉 上所有项的和也是 34. 这不是一个幻方，因为它的元索是从1变到 
16* 而不是从1变到15,但是这很容易 补救： 将每个元素减去1就得一 
个幻方，其幻数为 30. 




图 3-2 

命題 3.131 若 A 是一 个; tXn 幻方， 則其幻數为 
a = yn(n 2 — 1). 

证明 若外表示 A 的第；行中元素的总和，则对所有 I •有所以•但是 ， w 
是 A 中所有元索的总和，即 

如=1 + 2 + …+ (/ I 2 - 1) = y ( n 2 - l ) n z . 

因此— 1〉. ■ 

若 ”=4,则 < r=Y • 4 • 15 = 30. 

© 丢勒很熟悉犹太教的神秘学 • 它里面的字母表中毎个字母对应一 个败， 且每个单调对应其字母的值的总和.拉丁 
宇母表的宇母对应的败是1, 2, •••• 2 S . 注意到，在这个幻方中4和丨位于1514的两側，这两个败对应艺术家阿 
尔布言特 • 丟期 ( Diirer , Albrecht 〉 的首写宇母. 
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关于术语有一点小小的不同看法.为了使一个方格成为一个幻方，一些作者也要求对角线 [310 
上元素的和与反对角线上元索的和都等于幻数，正如在修改后的丟勒方格中那样. ^ 

1 

定义一个 鹰方是指一个幻方，其对角线和反对角线上的元索之和郝等于幻教. ~ 

下面将会构造一些魔方，不过我们先回到对幻方的讨论中.构造幻方有很多方法.例如， 

在1693年，笛拉卢培 (DelaLoub 紅 e> 展示了怎样构造一个 nXn 幻方， ri 是任意奇数，其中0 
可以出现在任意 *7 位置（看史达克 （Stark〉 的《数论导引 >(An Introduction to Number Theory) 

第四章).我们现在利用正交拉丁方构造幻方. 

命题 3. 132 若 A »[%] 和 = 杯是元素为0, i ，…，”一1 的正交拉丁方，則鋲阵 
是一个 nXn 幻方. 

证明因为 A 和 B 正交，所以它们的阿达马积 A • B 的所有元索 (h, 是互不相同的. 

由命题 1.47, 即一个非负数的 n- 进位数字是唯一的，可知0到 Y — 1的每个数都出现在 M 中 
(注意到，和 A 是一个拉丁方是指 A 的每行和每列都是0, 1, …， w-1 

的一个置换，所以每行和每列的总和都等于 i= f i = 类似地， B 的每行和每列的 

i-0 乙 

总和也等于 S. 因此， M 的每行的总和等于 《I + S ， 其每列的总和也是因此， M 是一个 
幻方. ■ 

M 的幻数是<»-^(»«+1>,其中这与命埋 3.131 中幻数的值相同，这是因 

为 l)(»+l>™-g-H<n*—1). 

帕克的 10X10 正交拉丁方已经被转变成表 3-1 所示的十进制数宇，它是刚才所构造的幻 
方的一个例子. 

例 3. 133命败 '3. 132不是构造幻方的唯一方法.例如，这里有一个 6X6 幻方（当然其幻 
数是 105), 它还是一个魔方.这个幻方不是从一对正交的 6X6 拉丁方产生的，因为泰利已经 
告诉我们，没有这样的 6X6 的拉丁方. 
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我们现在从正交拉丁方中构造一些魔方.已经知道，对所有 n>3 都有 nXn 魔方存在，但 
是我们将只对某些》构造魔方. 

定义元素位于集合；（中 （ | X丨 =n) 的 uX»i 拉丁方称为对角拉丁方，若其对角线和反 
对角线都是X的一个置挨. 


ms 
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國 


引理 3. 134 若 n 是一个正奇数且不是3的倍数，則存在一对正交的 nXn 对角拉丁方. 
证明我们先构造一个 nXn 对角拉丁方.将行和列标号使得0<是很方便的. 
定义 A 为-个 nXn 矩阵，其0•元索是模 n 的同余类 [ i +2_/]. 我们省略元索的中括号从而简 
化记号.因此 


A = 



2 4 ― 2( n - l ) - 

3 5 … l +2( n -1) 

4 6 … 2 + 2( n - l ) 

«+ 1 n + 3 ••• 3(”一1) j 


现在证明 A 是一个对角拉丁方，记住它的元素位干 I •中. 每行是一个 置换： 对固定的 i , 
若 f 十 2) = i +2/, 则20•— /) 笠0 mod »• 但是，因为”是奇数，所以 （2, n ) = l , 所以 [ j ] = 
[/]. 每列是一个 置换： 对固定的），若 《+2 j =，+2), »J i - i '=0 mod n , BP [ r ] = [« , ]. 对主 
对角线，若 i ’+2 i =，+2«", jj »| 3 i = 3« , . 因为 3/", 所以有 [ i ] = [ 〆 ]. 最后，对反对角线，若 
« + 2< n - i ) = « , +2( n - f , ). 则 一= 所以 [ i ]-!； 〆 ]. 

显然， A 的转置 A T 也是一个对角拉丁方，我们现在证明 A 和 A T 是正交的 9 .注意到， 
A T 的0’元素是 ）+2 i , 所以阿达马积 A ， 的元索是 j +2 i ). 为验证正交性，假 
设/+2« ， ).因为 i +2) = «_* + 2/ 和；1+2;=/ + 2,（记住元索位于 1„ 
中>,所以 [« — 和 [2(/—_ j )] = [ i _，]. 用 [2] 乘第二个等式得 [4(/ 一 _/)] = [2“一 
« ， >]= [/->]. 现在[4(/一_/>] = [/-_；]，因而 3(/-)>=0 modr >. 但是3 /”，所以 j ，一 j 三 
0 mod n , [>] = [/]• 类似的讨论可得 [ i —] = [ 〆 ]. _ 

命题 3.13 S 若 ri 是一个正奇教且不是3的依數， 则存 在一个 nXn 康方. 

证明由引理 3. 134知，存在 A = 3 = (:6,] 都是正交的对角拉丁方.根据 

命题 3. 132,矩阵 Af =[ a *» i +%] 是一个幻方，其幻败是 < r = S ( n + l )， 其中 s =&,_. 因为 A 的 

1-0 

主对角线和 B 的主对角线都是 {0, 1 ，…， 》»—1>的置換，所以对角线上所有元索的和 SsU + D , 
反对角线上所有元索的和也是 5( n + l ). _ 


3.9.3 试 睃设计 


以下是关于肥料的问题，我们最终可以看出它与拉丁方有联系.为使谷类产 ft 最大化，农 
夫不得不选择最佳的播种 方法. 但他知道肥料的用貴也会彩响产量.他怎样才能设计一个试验 
使得这两个的组合是最佳的呢？我们给出一个简单的说明.假设有5种播种 方式： A , B 和 C . 
为度最不同肥料用量的效果，农夫可以按如下方法将-块地分成9块 小地： 


© 若 A 是一个拉丁方.巋 A 和 A T 正交不 是总成 立的.例如.例3_ 126中的 4 X 4 拉丁方 A 在主对角线上的元索都为 
0,它的转置也是如此.因为 A ， A T 的对角线上的所有元索藓等于 <0, 0>,所以拉丁方 A 和 A T 不正 《• 
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化肥用量 

种子类 a 

高 

ABC 

中 

ABC 

飫 

ABC 


在毎个位置观察 i ,/, 其中 A , 是穗的数量，是根据播种方式 s 和肥料用量/而收获的. 

现在农夫想知道杀虫剂的不同用量产生的效果.他可能有27个观察结果 x ,/, (—般地，若 
有个不同剂量和 n 个不 N 播种方式，則有 V 个观察结果 >. 另一方面，假设他按如下方式安 
排试验（我们说明 n -3 的情形). 



杀虫 w 用量 

化颼用 M 

离中低 

高 

ABC 

中 

CAB 

繇 

B C A 


现在播种方式安排在一个拉丁方中.例如，西北方向那一小块地的观察结果是通过播种方式 
A , 肥料的 岛水平 用量和杀虫刑的高水平用置而收获的穗的数貴.观察结果只有9个， 而不是 
27个 (-- 般地.观察结 果有； ^个而不是/个).很显然，我们不能取得所有可能的现察结果. 
通过测撤一小部分样本从®推断出一个大的集合的性质是统计学的任务.而且这还表明，从本 
质上讲，败据的拉丁方所给出的统计信息与所有个观察结果是 -- 样的. 

农夫现在想考虑一下水的用置.我们还是说明》=3的 情形. 除了播种方式 A , B , C 以及 
肥料及杀虫剂的不同水平用*之外，我们设水的用 M 水平有=种： «>/?>/. 


化 f . 用量 

离 

杀虫荆用讀 

中 

低 

离 

Ao 

坤 

Cr 

中 


Ar 

Bo 

ft 

Br 

c « 

AP 


从西北方向那一小块地观察到的结果是通过播种方式 A , 肥料的高水平用量，系虫剂的高 
水平用量和水的高水平用量所收获的穗的数量.同样，从9个观察结果中产生的统计数据本质 
上与从81个观察结果中产生的统计败据相同（一 般地. 观察结 果是^ 个而不是 n 4 个）. 
欧拉称这些矩阵是希膳-拉丁方，因为他利用拉丁和希 麝宇母 来描述它们.他发明术语“拉丁 
方”的原因也与此相同.如果我们能找到按如下定义的一对正交的拉丁方，则可以试验更多的 
变量 • 

定义由 nXn 拉丁方 A,， 々:，•••， A, 构 成的集合称为一个正 交集， 若它们当中 每一对 
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都是正交的. 

引理 3. 136若八, ，鳥 ，…， A , 是由 nXn 拉丁方构成的正交集，則 
证明不失一般性，我们可假设毎个 A, 的元索位于 X = {0, 1 ，…， n—1} 中.置换八，的 
元索使得它的 第-行 是0, 1 ，…， n-1, 且按此顺序 排列. 由引理 3.127 知，新的矩阵 A' 是 
一个拉丁方，与 …， A, 中的每一个都正交.置换 A 2 的元索使得它的第一行是0, 1 ，…， 
n ~ l , 且按此顺序排列.新的矩阵4是一个拉丁方，与 A', A,, …， A, 中的毎一个都正交. 
如此继续下去，我们可假设每个的顶行都是0, 1 ，…， n-1, 且按此顺序排列. 

若则阿达马积 A〆A, 的第一行是 

(0,0)，（1，1>广"，（》1—1，” 一 1). 

我们断言 A, 和 A, 没有相同的2, 1元素.否则，存在 * 满足卟 =▲=<»*„ (其中 a; 表示 A, 的 
元索）使得 

13151 (<>5i »ati ) = (k,k). 

这就与 A, 和 A, 的正交性矛盾，因为序对 U, 已经在它们的第一行中产生.因此，不同的 
A , 在2, 1位置上有不同的 元索. 但是，在任意 A. 中，2, 1元索只有"一1个选择，这是因为 
0巳经在它的1, 1位置上出现，所以至多存在 n — 1个不同的 A,. ■ 

定义由 nXn 拉丁方构成的一个完全正交集是指由 n — 1个拉丁方构成的一个正交集. 

定通 3.137 若<?=〆 ，則存在由1个 9 X 9 拉丁方构成的完全正交集. 

证明若 * 是只有 g 个元索的有限域，则存在 9 _1 个元索 a 6* x , 所以存在 9一 1个拉丁 
方根据定 S3. 128,其中每一对都是正交的. ■ 

一个拉丁方可以在不同的种类（如 谷类） 中试验两个变 M (例如肥料和杀虫剂的用董）.一个 
希腊-拉丁方（即•对正交的拉 丁方） 可以试 艙另一 个变量（如水的用量）.一般地，由 f 个正交 
拉丁方构成的集合可使我们对不同的种类试验 f + 1 个不同的变量. 

3.9.4 射彩平面 

现在还有另一件亊情值得我们探讨.直到19世纪初期，数学家们一直都在研究透视图的 
问®,它是画家们在二维画布上画三维场景时产生的.我们的眼睛看见水平线似乎是在地平线 
上相交，这就暗示我们应在普通平面上加上一条“无穷远处的直线”.每条直线都平行于一条过 
原点 O 的直线人对毎条这样的直线，我们定义一个新的点 叫， 并构造一个新的集合 
P*(R) = R ! U H, 

其中 H ={ 叫 > /是过 O 的一条直线 >• 在 P*(R> 中，我们定义新的 直线： H 是一条直线（无穷 
远处的直线.或地平线 h 对记中的每条（酱通的）直线 L , 定义其中/是过原 
点并与 L 平行的直线. 

我们证明 P 8 (R) 中的每对（新）直线相交于 一点. 若！《_=1»1)彳吻>,则 LTlH=Ud. 现 
在考虑 L •门 AT, 其中 JVf=AfUUJ. 若 L 和 M 平行，则 LflM=0，{a,,} = {<„.>. 因而 
L' DM' =U,K 若 L 和 M 不平行，则平面上存在一点 Q 使得 L 门 M=<Q }. 因为 av 关所 
以有 L. nM -={ Q>. 

每两个不同的点 Q, R6PHR) 确定一条直线也是成立的.若0=叫， R = w m , 則 Q, J? 确 



交换环 I 


227 


定 H. 若<}=叫， R€R ! , 则 Q, K 确定过 R 且与 <平行的普通直线 L, 因而 Q, K 确定 LV _ 
最后，若 Q, R€R J , 则它们确定平面上的一条普通直线 L, 因而它们确定新直线 

既然我们现在对有限的结构感兴趣，那就让我们用有限 “T 面来代替平面 R XR ， 

其中 A 是有<?个元索的有限域.我们把这个有限平面看作是加法阿贝尔群的直和.定义过 J1 点 
0=(0, 0) 的直线/为下述形式的子集 

t = {(or ,ay) > a ^ k 和 （i，y> # O}. 

一般地，定义一条直线为一个陪集 

<UfX») +1 = {(u + ax.xi + ay) * a € 

因为*是有限的，所以我们可以做些计算.平面上有 9* 个点，且每条直线上有9个点.与通 
常情况一样，两点礴定一条直线.称两条直线平行，若它们不相交.称两条直线有相同的方 
向，若它们是平行的.有多少个方向？每条直线是过原点的直线/的一个陪集，它们与#有相 
同的方向，但是过原点的不同直线有不同的方向，因为它们是相交的.因此方向的数目和过原 
点的直线的数目相等.存在 9* 1个点 v#o , 每一点确定过原点的一条直线因为直 
线'上有9个点，所以/上除 O 外还有 9 _1 个点，且每一个点确定人因此有 
(^ 1 — l)/(fl— 1) = q+l 

个 方向. 我们把9+1个新的点％加到上.每一个点表示一个方向，即毎一个点表示过 
m 点的一条直线 a 定义 h ， 无穷远处的直线为 

H - U f I 是过原点的一条直线 h 

并定义 A 上的射彩平面 

P*(*) = (* X *) u H. 

定义 P 2 U) 中的（射影）直线为 H 或中与相连的一 条直线 （ u, tO +A 其中/是过原点的 
直线.于是丨 F(« 丨 =<j l +9+l, 每条直线有9+1个点，且任意两点确定唯一的一条直线. 

在例 4. 26中，我们将利用线性代数绝出射影平面 PU) 的另一种构造. 

例 3. 138若*=6，则 AXA 有4个点，0=(0, 0>, a-(l, 0), 6=(0, 1) 和 c=(l, 1>， 

以及6条直线，每条直线上有两个点，如图 3-3 所示. uni 

有三组平行线： Oa 和 6c, Ob 和 ac, Oc 和 a6. 射影平面 P (F:> 可通过添加新的点 co, ,叫， 

<«,和强迫平行线相交来得到.存在7条 直线： 6条早已存在的直线 （每个 均被加长>和无穷远处 
的直线 （ om , ««2， an } • 如图 3-4 所示. _ 



田 3-3 仿射平面 图 3-4 射彩平面 


现在把我们需要的图形加以抽象. 
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定义阶为 n 的射彩 平面是《 —个集合 X 满足丨 X | = n 2 + »+ l . 和一族称为直线的子 
集，每条直线上有 n +1 个点，每两点磽定唯一一条直线. 

由上可见.若4是一个有 限域， 有 9 个元素，则 P ( A > 是阶为 9 的射彩平面.不用有限域 
也可能构造出射影平面来.例如，已经知道存在4个阶为9的射影平面，其中只有一个是由含 
9个元索的有限域构造的. 

下述定理是我们介绍射影平面的原因. 

定理 若則存在泠为 n 的射影平面当且仅当存在 nXn 拉丁方构成的完全正交集. 
证明参看黎生 （ Ryser ) 的 《组 合败学 XCombinatorial Mathematics 〉 第92页. _ 

一个自然的问题是，如何求出使阶为 n 的射影平面存在的那些 n . 注意，这比欧拉的原始 
问题更困难些.我们现在不是问是否存在一对正交的 nXn 拉丁方，而是问是否存在由个 
拉丁方构成的正交集.若》» =，•则我们已经构造出了阶为》的射影平面.由于泰利证明 
_ 了不存在一对正交的 6 X 6 拉丁方，所以不存在5个两两正交的 6 X 6 拉丁方，所以不存在阶为 
6的射影平面.下述定理是在1949年证明的. 

定理 【布 拉克-黎生） 若 mod 4 或 mod 4, 且 /i 不是两个平方教的和，则不存 
在阶为 n 的射影平面. 

证明参看黎生的《组合 数肀》 第 1丨1 页. _ 

满足 n > Z 的 最先的 或2 mod 4是 

5, 6, 9. 10, 13, 14. 17, 18. 21, 22. 

其中 有—些 进索数或索数 的幕， 所以它们一定是两个平方数的和 e , 因为以这些数为阶的射影 
平面确实存在，所以它们是 

5=1+4, 9 一 0 + 9* 13 = 4 + 9, 17 = 1 + 16. 

在余下的数中，10=1+9和18 = 9+9都是两个平方败的和（且不能成用这个定 理〉， 但是其他 
的都不是平方数的和.于是不存在阶为6, 14, 21和22的射彩平面（因此泰利的结果珂由布拉 
克-黎生定理得 到）. 

使布拉克-黎生定理 （ Bruck-Ryser theorem ) 不能成立的最小的 n 是 n = 10. 是否存在阶为 
10的射影平面是许多研究的课《(在泰利之后，10也是欧拉猜想的第一个公开情 形〉. 这是一 
个关于111个点构成的集合的问题，所以我们可以期望用计算器很快地解决它.但它实际上它 

是关于一个有111个点的集合的 11- 点子集的问题.其大小的阶数是二项式系数一个 

巨大 的数. 尽管如此，勒姆 (C Lam ) 在1988年证明了不存在阶为10的射影平面.他利用了大 
量的计箅，在 CRAY -1 S 上花了 3000个小时后，又在 VAX 11/780上花了 19200个小时•因 
此，实际上用了两年半的计算时间来解决这个问题.在写这本书的时候，我们还不知道是否存 
_ 在阶为12的射影平面 （12=0 mod 4,所以在布拉克-黎生定理中没有提到这个问题). 


© 网忆费马二平方定通(定蓮 3. 83>:若灸 sIiikhU , Wp 是两个平方败 的和. 因为存在玢为/»的射影平面，所以布 
拉充一黎生定理可推出二平方定理.实际上，布拉克一黎生定理坷 推出 ： mod 4, 是两个平方数的和， 

其中 
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-4. 1向 量空间 


线性代数主要研究向*空间、向董空间的同态（称之为线性变换.可用矩阵具体地描述）及 
它们在线性方程组方面的应用.大部分读者已经学习了含有元索为实败或复数的矩阵的有关课 
程，因此4.1、 4.3 和 4.4 节可以眺过，而不受彩响（大部分结果，尽管建立在纯量厲于任意域 
的向*空间上，但与向釐空间是实向量空间这一特殊情形的结果有本质上相同的证明）.然而 
请注意，在 4. 2节尺-规作图的讨论中，纯量是属于 C 的一个特定的子域，这个子域我们以前 
不熟悉，而在 4. 5节码理沦（这些思想使得我 们能看 到外层空间传回来的 照片〉 的讨论中，纯 S 
是厲于有限域的. 

- 定义 设 A 是一个城， A 上 向釐空 间定义为一个華有如 下纯量 乘法的（加 法） 交换群V,即 

存在 *XV— V的函教，记为 （a. av . 使得对所有 a, 及所有 “• 有 

(i) a(M+v) —aii+flvj 
(it) { a '¥ b ') v =^ av -\ m bv \ 

C \ n )( ab ) v ss a (, bv '> j 

(iv)lt;=t ;* 其中 1 是 ir 中的单位元. 

除了这 5 个明确提及的公理外[纯撅乘法是由公理 （i> 〜 （iv> 定义的 ], 还有几个公理以含蓄 
的方式表明了向*空间是一个加法交换群.加法是一个函数 VXV— V,记为 （u, u+v, 

_足下列等式： 对所有的 u ， v ， wev 9 
(i>’（w+v>+w;=tt + (v+w>; 

(ii) / M + v=z;+ui 

存在 0€V， 满足 0+ v=vt 
(iv)' 对每一个 存在 x/6V, 满足 trfx/=0. 

因此，向董空间的定义包括 10 条公理. 

V中的元索称 为向量 e , ▲中的元索称 为纯量 

— 例 4.1 <i) 欧氏空间 V = R” 是 R 上的一个向摄空间.向 i 是/I元有序数组 v=( fll ，…， 
a .), 其中对所有:有可以将向量 I；用从原点到坐标为(〜，•••，的点的一个箭头表 
示.加法规定为 

(<*”•••，“■ ) + (6 "… ，6, ) = ( a ， + 6" … ， a 歸 + 6.) » 

从几何上讲，两个向 s 的和由平行四边形定律描述（见图 2-5). 

若 ceR, 则由 c 给出的纯量乘法定义为 


0 “向 M” 一词来自 f 的拉丁《闻根，原意为••携带”的*思.在欧氏空 间中， 向嫒是 44 携带”长度和方甸的败据. 

㊁“纯最”一词从拽 i 乘法 V—CV 只是将 所有闲置引起一个大小改变而来.术语 “scalar” 及 -scale- 来自拉 丁语. 意为 
“梯子 ”(ladder). 因为禅子的所有阶 IT 有相同间隔. 




cv = c(aj ,•••*«!,) = (cat f t0 * 9 ca a '). 

纯釐乘法将 T ； “拉长”了丨 C | 倍，当^为负数时，方向相反（在“拉长”上加引号是因为 
当丨 C 丨<1时，的长度比 V 的 短〉. 

( ii ) 上述 ( i > 中的例子可以推广为更一般的情形.设 A 为任意•个域，定义 V = P 是所有 n 
元有序组 !>=(〜，•••， a «) 的集合，其中对所有 i , a t ek . 除非另外说明，我们通常将 P 中的 
向量看成 nXl 列向量.加法和由给出的纯量乘法像 （ D 中一样给出， 

(«1 «•••»«.) + (6i * — .&,) = (a, + 61, •••»«. +6,)s 
c(ai ，…， <«•> = (tH| ， —, ca m ). 

( iii ) 如果 R 是一个交换环， A 是 R 的一个子环且是一个域，則 R 为 A 上的一个向董空间. 
视 J ? 中的元索为向量， A 中的元索为纯*,规定纯量乘法^就是 R 中两个元素的乘积，其中 c 

_ 6*. v ^ R . 注意，向董空间定义中的公理就是在交換环 R 中成立的某些公理的特殊形式. 

例如，设*为域，则多项式环/?=灸[>]是*上的一个向量空间.向董为多项式 /( x ), 纯 
M 为元索 c 6/ t , 纯釐乘 法给出多项式 c / Or ), 即若 

fix) — b^x' + …+ 6| jr + 6»， 

则 

f/(x) = + … +d>|JT + tfc 0 . 

特别地.若域 A 是更大的域 E 的一个子域，则 E 为 * 上的一个向董空间.例如， C 为 R 上的一 
个向童空间. 

( iv ) 若 A 是一个域，用表示所有元素在 A 中的 mXn 的矩阵构成的集合.两个 

矩阵 A 和 B 的和 A + B 定义为相应位置的元索 相加： 若 = B =[ ，则 

A + B = [ a M + 6, ]. 

若则用 c 去乘 A =[ a# ] 的每个元素给出 

cA = [02*]. 

使用常规的方法就可验证是 A 上的一个向蠹空间. 

若 n = l , 则 = ^ m = n , 我们用 Mat ,( fc ) 来代替 Mat . x ,(/ k ). 4 

向*空间 V 的一个子空间是 V 的一个子集，它在 V 的加法和纯貴乘法下也是一个向置空 
间.然而我们给出一个更简单的定义，以便于使用. 

— 定义设 V 是城 A 上的一个向量空间， V 的一个子集 I ；称为 V 的一个子空间，若有 
( i)OetZj 

Cii ) 当 u , /6 U 时， m + u 6 U * 

< iii > 当 u 6 U , c 6* 时， cueU . 

- 命题 4.2 域 / fe 上向量空闽 V 的每一个子空间 L ； 本身就是城*上的向量空间 • 

证明由假设， u 在纯量乘法下是封 闭的： 若 ce *. 则 c « eu . 向量空间定义中 
的公理 （ i ) 〜 （ iv ) 对所有纯量和 V 中的所有向鼉均成立 i 特别地，对1/中的所有向量也都成立. 
例如，公理 （ iii ) 说对所有 a , 6 e / fe 和所有 vev , ( a WT ；= a (6 v ) 成立； 特别地，对所有的 
_ 这些等式也成立. 
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由假设， U 在加法下是封 闭的： 若 u ， u ' eu , 則 《+«€U. 向量空间定义中的公理 (i/〜 
(iv)' 对所有纯量和V中的所有向 ft 都成立> 特别地，对 U 中的所有向量也都成立.最后，公 
理 （iu/ 要求 oeu, 这正是假设的一部分. ■ 

- 例 4.3 (i) 极端情形 U==V 及 U={OK 其中 <0} 表示仅包含零向量的子集）总是任何向量空 
间的子空间.满足的子空间 USV 称为V的真子 空间. 我们用 USV 表示 U 为V 的一 
个真子空间. 

(ii) 如果心）是 R’ 的一个非零向董，则 

I «= {av » a € R > 

是通过原点的一条直线，旦/为 R •的一个子空间.例如.对角线 Ka, <1) • < j €R> 是平面 R 2 的一 
个子空间. 

类似地，通过原点的一个平面由所有形如 av, +6^的向量构成，其中切，巧是一对固定 
的不共线的向 ft, a, 6取遍 R 中的值.易证，通过原点的平面也是 R •的子空间. 

由命题 4.2, 通过戚 点的直线和平面都是向量空间》没有这个命題，人们就应该验证向量 
空间定义中的十条公理. 

(iii) Sm<n, 把 R* •看成 R" 中所有后 n -wi 个坐标为0的向董构成的集合，则 R" 为 R" 的 
—个子空间. 例如. 我们视史为 R 2 中形如 （a 0>的点集 > 也躭是说， R 可 以看成 平面中 
的实轴. 

(iv> 设 A 是一个域，则”个未知量 m 个方程构成的 A 上的《性方程组为 

OiiXi + — +ai,x. =6i 

Oji^i + ― + a tm x. =*! 

a.iXi + … + <wr. =b m , (1) 

其中 a(i , b t € k . 线性方程组的解是对所有的 i , 满足.的一个向置 ： = (*,,•••,*«>€ A". 
所有的解构成的集合是 P 的一个子集，称之为此¥程组的一个 解集. 如果线性方程组无解， 
则称此方程组是不相容的.若所有6.都为0,则称线性方程组为齐次的.因为雩向量一定是齐 
次线性方程组的一个解，故齐次线性方程组总是相容的.用矩阵记号的话，这些定义可写得更 
紧凑.方程组（1>的系数矩哞为 A=[a,]. 若6表示列向量 （6, ，…， 6„),则 s=(s,, 

是一个解当且仅当齐次方程组 A:r=0 的一个解 s 称为非平凡的，若有某些 

—个齐次线性方程组的所有解的集合构成 P 的一个子空间 • 称为方程组的解空间（或零空 
间）.为此，设 A_c=0 为一个齐次方程组， U 为它的解 空间. 因为 A0 = 0, 故 06 U . 若 u, 
u ' eU , mAu ^0= Au , 因此 A(“+“’> = A“+A«’ = 0+0=0, 所以 “+“’€1/. 若 u6U. 
则 A(«i)=f(A«>=cO=0, 所以 《6U. 从而 U 是 * •的一个子空间. 

我们可以求解域 F, 上的线性方程组，其中/■是一个索数.这就是说，我们可以像处理普 
通的线性方程组一样来处理模/>的同余方程组. 

例如，同余方程组 


3x — 2 y -f- 2= 1 mod 7 
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j + y — 2 z = 0 mod 7 
一 j： + 2y + 2= 4 mod 7 

可以看成域 F 7 上的线性方程组.因为元素在模7下的逆是已知的，[2][4] = [1]，[3][5]= 
[1], [6][6] = [1],所以此方程组只需用中学所学的方法求解即可.它的解为 
(x，y，r> = ([5]，[4]，[1]). 

(v) 回忆 mX” 矩阵 A =[ 心]的转■[是” Xm 矩阵 A T ， 它的 d 元索是〜； A 的第 f 行是 A T 
的第 j 列， A 的第 j 列是 A T 的第 j 行. 转置 的基本性质是 

(A + B) T = A T 4- B T * (cA) T = cA T t 
(AB) T = B T A T « (A T ) T = A. 

nX W 矩阵 A 是对称的，若 A T =A. 若 A 是一个域，我们来证明所有对称的 riXn 矩阵组成的集 
合 S 是 Mat〆。 的一个子空间.用0来表示所有元索都是0的矩阵 • 则 0 T = 0, 故 06 S . 若 
A , B € S , 则 

(A + B> T - A T + fi T = A + fl , 

故 A + B € S . 最后，若 ACS ， 则 

(cA) T = c(A) T — cA, 

故 cA € S . 因此 S 是 MauU) 的一个子空间.由命题 4.2 可知，元素在一个域4中的所有 n Xn 
_ 对称矩阵组成的集合是一个向董空间. 4 

下面的方阵是重要的. 

— 定义称一个 mXni 矩阵 A 是非奇异的，若存在一个 mXm 矩阵 B 使得 = J 且 BA = 
I . B 称为 A 的逆，记为 A \ 

回忆 R 3 中两个向量 T>=(a， 6， c> ， v=ia f b f » c'> 的点识定义为 v • €R. 

这个数有一个几何解释： 

V V = II V II II V II cos^, 

其中II V II是I；的长度，0是 v 和，间的 夹角. 由此得出，若 vt /=0, 则 v=0, t/ = 0 或者 v 
和 x/ 是正交的 6 .我们可改进点积的定义以适应更一般的空间. 

— 定义设 A 是一个城，V是 A 上的一个甸量空间，則V上的一个内积是一个函數 /: VX 
V-^-kf 通常记为 /( v ， w > = ( v ， w ), 满足： 

( i ) ( v ， w + w /) = ( t ;， w ) + ( v » u /)， 对所有的 V ， W ， IV ^V\ 

( ii ) ( v ， aw ) = a ( v * w ) 9 对所有的 v ， w ^ V 9 a €： k ； 

( iii >( v ， w ) = ( w * v )$ 对所有的 v ， iv ^ V . 

一个内积称为非通化的（或非奇异的），若对所有的 v € V ，（ v ， v >=0 能推出 t ;=0. (此定义的 
一个应用，可参阅定熳 4.104.) 

— 例 4.4 ( i ) 设々是任一个域， V = k \ 且令…， a .), t / = U ;, …， a :)6 V , 则 

( v ， x /) = aifli + — 


© 原词为 orthogonal. 在希 «| 语中 • “ortho •意思为•垂直的”， -gon” 息思为••角 ”，因此 “orthogonar 意思为 **直角的” 
或••正交的”. 




线性代数 


233 


是 P 上的一个 内积. 若 A = R , 则此内积是非退化的，因为若= 0 ,则每一个4 = 0 .然 
而，若 < fe = C ， 则此内积是退化的（不是非退化的）.例如，设 n = 2, v =( l ， i )， 则 （ i ；， ti ) = 
l + i 2 = 0 . 对向貴空间 V = C •来说，人们通常将它修改为 （ v ，^) = 2 ^ 其中&是复共轭. 
这并未给出一个内积[因为定义中的公理 （ ii > 可能不成立：（ V ， ciw ) = a < v , w )], 但它使得由 
( w , ti )= 0 可推出 v = 0 . 

在定义于有限域 A 上的向董空间上的内积中，同样的现象也会出现.例如，设 A = F 2 ，若 
n 是偶数， w =( l ，…， 1)6*'. 則( V , w )= O s 若 n 是奇数， v =(0, 1, 1), 则 ( x ；, v )^0. 

( ii ) 设是一个域，视 V 中的向量为列矩阵.若 A 是元索在 A 中的 nX n 对称矩阵， 
定义 V =< k •上的内积为 

Cv , w ) = v T Aw . 

读者可以证明，这是一个内积，且它是非退化的当且仅当 A 是一个非奇异的矩阵. 4 

- 例 4. S 设 V 是一个带有一个内积的向量空间，设是一个子空间.定义 

{ w6 V « (. w . v ) = 0, 对所有的 w € W ). 

我们来验证 Wi (读成 W 垂>是一个子 空间. 显然， 06 W 1 . 若 v , veW J ,則<«;, t ;)=0, 
( u >. v ， )= 0i 对所有的》€讲，因此 （ w , v + v ) = ( w , t ») + ( u <. v )=0, 对所有的 w € W , 
因此《+ 1 <’ 6 撕丄.最后，若 W. 1 且 a 6 *，则 （ w ， av ) = a ( w » v ) = 0 . 故 avCW 1 . 因此 
Wi 是的 一个子 空间，它被称为 W 的正 交补. 窬要提醱大家的是，在欧氏空间中，（ V ， w)=0 
的确推出 I 和 w 是正交的向貴.易见，当且仅当内积是非退化的. < 

维数是一个相当难以理解的概念.让我们考虑平面上的一条曲线，即连续函数 /| R — R 2 
的图俅，它是二维环绕空间上的一维子集.想象一下19世纪末期认识上的混乱吧，人们当时 
发现“填满了空间的曲 线”： 存在一个连续函数 /* R — R z 使得/的图傢为整个平面！我们现 
在来描述在向童空间中定义维数的一种方式，这与欧氏空间中的方式一样（在更一般的空间中 
定义维数有拓扑的方 式). 

获得“合适”的维数定义的关键在于理解圮为什么是二维的.每个向 *(_ r , ： y , 2 ) 都是3个 
向 Me 丨=( 1 , 0 , 0 >， e : = ( 0 , 1 ， 0 )， r ,- C0 , 0 , 1 ) 的线性组合 ， BP 
(. x , y , z ) — xe , + ye t + ze ,. 

每个向量都是这些特定向 * 的线性组合并不重要，重要的是这些特定向*只有3个，因为可以 
证明，3是 R 3 中具有毎个向量都是它们的线性组合这一性质的向童的最小个数. 

- 定义向量空《 V 中的 一个表 e 相的是 V 中的一组有序向量 兀=灼 ，…， 札，其中 n € N . 
特别地，我们允许不含向量 的空表 （它是 n =0 时的表）. 

更准确地，我们是说 V 中的一个表是一个函数： 

f * {1，2，... ， n } -*• V , 

对 nGN , 满足对所有； 有？ ><«‘）= «,. 注意 X 在这个意义下是排了 序的： 第一个向置是 Vl , 第 


e 一个表 x _ a ,, •••, a , 准鴯地说.就是一个 I •元有 序元索 aon , …， a .). 我们用括号来记”元有序元索组是为 
T 与标准的记号保待一致. 
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二个向量是巧，等等.一个向量可以在一个表中出现多次，即^不必是单射.空表$满足性质 
im ^=0. 

定义设 V 是城々 上的一个向董 空间. V 中一个非空的表％的一个线性组合指 
的是如下形式的向量 V : 

I ； = a! V| + ••• + a n v m « 

其中；|€>1且对所有 * •有〜€斂空表的线性组合定义为0,零向量. 

定义如果 X = Vl ，…，■为 向量空《 V 的一个表，則 
< X > = <W| »••• ,v m ) , 

表示叫 ，…， w 的所有线性组合构成的集合，称为由 X 生成的子空间.我们也称切，…， 

张成〈 VI ， …， ”■>• 

例 4. 6设 A 是域 A 上的一个 mXii 的矩阵，则它的行空间 R _( A ) 是由 A 的行向 M 生成的 
P 的子空间. A 的列空间 CbKA ) 是由 A 的列向量生成的 P 的子 空间. 注意 Rou ;( A )= Cb /( A T ), 
Col(A)=Row(.A T )y 因为 A 的列就是 A T 的行(且 A 的行是 A T 的 列》. 

若 A 是一个 iwXn 矩阵，它的行空间列空间 Co /( A > 及 A : r =0 的解空间 So /( A ) 
是相关 连的. 若 々"上 的内积是非退化的，則拓 mKAVtSc ^ A 〉， Co /( A ) i = SoKA T ), 且 
So / CA) 1 = Row ( A ) (见笛恩 （Leon >所著的《线性代数及应用 》 （Linear Algebra with 
Applications ) , 第 242 〜 244 页）. ^ 

— 命题 4.7 设 Xsw ，…， ％是向量空间 V 的一个表， 《< X > 是 V 的包含子集{%,•••, 
v w > 的子空间. 

证明我们记乙=<奶 ，…， v 観 }• 这样因为 
0 = Ovi + …+ 0v m . 

若 w=»aitij + ••• +a m v m 6 L fll t »*6 iVi +«-+6. ii .6 L » J8 

u + v= a x v\ + ••• + a_t/_ + 厶 + — + b m v m 
— a x v x +6,V| +••• + a m v m + b m v m 

=+ … + (a 晒 +6 講） 1；_ e L 

最后，若 ce 幻則 

cia\V\ + — - \-a m v m ) = (azi )v\ + ••• + (aa 麵 >v 鷄 各 

因此， L 是一个子空间. 

为证每个切只需选择 ci . = l 和其余系数全为0的线性组合. ■ 

设 Xt % ，…， ％是向童空间 V 的一个表，则它的 基础集 是子集{%,•••, v m ). 注意到 
Vit v t9 幻 3 和％， 巧， v 3 是两个不同的表，但具有相同的基础集.更进一步， V 丨， Vi ， V2 和 
切， t /2 也是两个不同的表，但具有相同的基础集.我们对表及基础集的细节如此注意的一个原 
因可以在 4. 1节中的坐标的讨论中找到. 

引理 4.8 若久=功 ，…， 从是向量空间 V 的一个表，則 < X > 只依赖它的基础集 U , 

证明设 aeS •是一个置换，则定义一个表 ，…， X 的一个线性组合是一 
个向置因为 V 中的加法是交换的，所以 X 也是表 X •的一个线性组合. 
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因此 < X > =〈 V >， 因为两个子集是由一样的向量构成的. 

如果表 X 有重复的元索，如1；.=%,对 i 尹则 

屮 vi + •• • 十 a m v m =山 V| H - h (a, 十 aj)Vi + ― + & + •••+ a m v n9 

其中 〜奶 +•••+$ + •••+〜!；* 表示除去 ％后 更短的和式.由此得出 X 的线性组合构成的集合 
与从 X 中去除 t ;, 后更短的表的线性组合构成的集合是一样的. ■ 

我们现在将 < y > 的定义推广至任意的，有可能是无限的，子集 YGV . 

- 定义设 y 是向量空间 v 的一个子集， 《< y > 是表奶 ，…， ％的所有有限线性组合构成 
的集合，其中； *€ N , 表的元素都在 y 中. 

若 y 是有限的，则引理 4. 8表明此定义与我们以前在 4. 1节中的定义是 致 的. 

引理 4.9 设 V 是城♦上的一个向量空间. 

( i ) V 的子空间的交还是一个子空间. 

( ii ) 如果 y 为 v 中的一个子集，則 < y > 是 v 的包含 y 的所有子空间的交. 

( iii ) 如果 y 为 v 中的一个子集， 《< y > 是 v 的包含 y 的最小子空间 I 即，若 i ; 是 v 的任 
一个包含 y 的子空间， *< y > ei /. 

证明 （ i ) 设5为 V 的一族子空间，记 p S 为 W . 因为对每一个 S €< S , 06 S , 故 0€ W . 
如果 :r, 则对每一个 I, yes , 因为 S 是一个子空间，故 jt+jv^S, 从而: c+ 

: yew . 最后，如果:则对每一个 S €5, xes , 若則对每一个 S , exes , 故《€\^. 
因此 W 为 V 的一个子空间. 

< ii ) 用 y 表示 V 的包含子集 y 的所有子空间构成的集合，我们断言 

<y> 督 

包含关系 s 是显 然的： 若切 ，…， n ■是一 个表，其中 ney 且则对每一个 se〆 ， 
2 c lVl es, 因为子空间包含由它的向置构成的表的所有线性组合[此论断甚至当 y =0 时也 
^立，因为那样的话 <VO = < on . 反包含关系由一个关于交的更一般的事实 可得： 对任意戈65\ 
我们有]3^ =艮.特别地，由命埋4.7可得5„ = 00€5 < . 

( iii > 包含 V 的一个子空间 U 是在交 < y > = QS 中涉及的子空间 S 中的一个. ■ 

如果代数中所有术语一致，我们将称子空间 < Y > 由 Y 生成.用不同的术语的原因在于群 
论、环论与向 fi 空间的理论是彼此独立地发展起来的 • 

- 例 4.10 ( i ) 设 V = R 2 , e ,=( l , 0), e ,=(0., 1), 則 V =<«,, *:>，因为若 u =( a , W € V , WJ 
t/= (a*0) -j- (0,6) 

= a(l,0)+6(0,1) 

= ae \ -\~bei ^ { e \ ，幻 >• 

(“>若 々为一 个域， V = k \ 定义 e 是第 i 个坐标为1，其余为0的 ii 元有序元 索组. 读者 
可改写 （ i ) 中的论断证明 e 2 , …， G 生成表 q ， e 2 , …， e , 称为 K 的标 准基. （ fe •中每 
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一个向最都是此标准基的一个线性组合：（〜，•••，〜 >= a,q + … 

( Hi ) 向量空间 V 不一定是由一个有限序列的向量生成的.例如，设 V = 4|>]. 又设 X = 
fiU ), /-(戈)为 V 中的任一个有限表.若为这些 /.( JT ) 的最高次数，则每个（非零）线 
性组合的次数最高为 d , 其中 a .64. 因此 〆 +1 就不是 X 中向童的一个线性组合， 

从而 X 不能生成 4 
(3291 尽管我们还没有定义维数.但下列定义仍然是有意义的. 

- 定义一个向量空间 V 称为是有 隈维的 ，如果它是由 一个有 限集生成的，否則称 V 为无 

限维的. 

例 4.10( H ) 表明是有限维的，而此例的第 （ iii > 部分表明 *!>] 是无限维的.由例 4. J 
( iii ), R , C 都是 Q 上的向 M 空间，可以证明每一个都是无限维的. 

给定向董空间 V 的一个子空间 I /,我们来寻找能生成 U 的表.注意可以有许多这样的表， 
例如，如果 X = t » i ， …， 能生成17， U 为 U 中的任一个向 M ， 则 W | ， …， 《 也能生成 
U . 因此我们来寻找能生成 I ；的最短的表. 

- 定义向量空《 V 的一个表 X = v,, …，I 称为是一个最短扩张表 （或 最小扩张表），若 


没有真子表 wi ， …， 5，， …， v - .能生成 < vi ， …， v .>£ V . 

- 命题 4. 〖1 设 V 是一个向量空间，則下列关于生成 V 的一个表；…，的条件是 
等价的， 

( i > X 不是一个最短生成表丨即，有一个其子表能生成 < X >. 

( ii ) 存在 t ；, 使得％属于由其余向量生成的子空间，即 

V, 6 <W| 

< iii ) 存在不全为零的纯量… ，…， 使得 


(3301 


^ajVj = 0. 

证明如果 X 不是一个最短生成表，则 X 中某一个向世 ， fffl v ,, 可以在 X 中划 
去，所以〈％，… • i 纟 •…， v m ). 

( ii )=>( iii > 若 2 c i v t * 則假设4 = 一1 关0，对所有的 

( iii >=»( i ) 给定的等式可以推出这 些向董 中的某一个，如 V,, 是其余向量的一个线性组 
合，如 


IX 


去除给出一个更短的表，它仍然能 生成： 若《6\^,则我们知道： 
奶，…， 能张成 V . 我们将 t ； 重新表示如下 
V = biVi 4- 


s 


b i V i , 因为表 


+ 2^i V i 6 (v” … ， if" … ， V m > 

>#» i 麥 i 
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- 定义向量空间V的一个表乂二巧 ，…， 〜称为是线性相关的，如果存在不全为零的纯 
量 〜，•••， 使得否則称 X为线性无关的 • 

空集 0 规定为线 k 无关的(我们可以将 0 解释为长度是 0 的表). 

- 例 4.12 (i) 任何包含零向 M 的表乂二％,…， tv 都是线性相关的. 

(ii> 长度为1 的表 V、 是线性相关的当且仅当 v,=0. 因此长度为1的表 w 是线性无关的当 
且仅当 Vl #0. 

(iii> 表切•功是线性相关的当且仅当其中一个向屋 是另一 个的纯童倍. 

(iv> 如果表 奶， …， t; •中有相同的向置（也就是， v 产 V ,， 对某些则 t>,, …， 

是线性相 关的： 可令0 = 1, c, = -l, 其余的 c 为零.因此如果 v,, …， w 为线性无关的，则 
所有向*认是互不相同的. ◄ 

命題 4. 11的逆否命题是值得一提的. 

-* 推论 4.13 假设 X -巩 ，…， u •是生成向量空间 V 的一 个表 . 《 X 是 V 的一 个最短扩张 
表当且仅备 X 是线性无关的. 

线性无关是间接定 义的： 不线性相关.由于线性无关的重要性，因此我们来直接定义它. 

—个表 X=«v,, …， w 称为钱性无关的，如果当线性组合 f 七％=0时，則有每一个屮 =0. 

通俗地说，线性无关的衷的每一个••子表”本身为线性无关的（这也是将0规定为线性无关的限 
因之 一). 

我们现在可以给出我们一迕在寻找的一个概念. 

- 定义有限維向量空 W V 的一纽甚是一个战性无关的且能生成 V 的表. 

因此，基是生成 v 的最短生成表.当然，由例 4.12(iv> 可知，在一个线性无关的表 
功 ，…，叫中， 所有向设是互不相 同的. 

- 例 4. 14在例 4. l0(ii> 中，我们看到标准基 E= e , ，…， 〜生成这里是第 i 个分* 
为1,其余为0的《元有序元素组.下面我们来证明 E 是线性无关的.注意到= 

(〜，•■•，《,>,*以= 0当且仅当每一个 a. = 0•从而 E 为;^的一组基_ 4 

- 命 S4.1S 设 X=*-v,， …， v ■是域 A: 上的向量空« V 的一个表.那么 X 是 V 的一纽基# 
且仅当 V 的每一个向量都可以唯一表示为； f 中向量的一个线性组合. 

证明如果有一个向*7；=2<1瓜=26〜,，则 SU, —6,>切*=0.因此X的线性无关性就给 
出对所有的；有〜=«>.，即表示法唯 一. 

反过来，表示的存在性表明由V,组成的表能张成 V. 进一步，若有0=1^%,其中 C, 乒0, 
则0作为这些 T ；. 的线性组合的表示就有两个不同的方式. ■ 

-* 定义如果又= 1 ；|， …， w , 为向 t 空同 V 的一组基， V * 則存在唯-组纯量 ai ， ••》， 

cu 使得 ！■= 这个 n 元有序组 …， ad 称为向量 r /色 V关于基X的坐标表. 
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若£=&,•••， 〜为 V = P 的标准基，则每一个向量有唯一的表示 

v = aiei + a 2 e 2 +…十心在灣 * 

其中对所有的 i 有 fl , 6虻•的坐标表与通常的坐标一致，因为 
v = (ai t ••• , a . ) = a x e x + •- + a m e m . 

因为第一个向董是 e ,, 第二个向*是 e 2 , —直下去，因此这个线性组合的系数确定了唯一的一 
组》元有序组 < a ,, …， a .). 如果 V 的一组基仅仅是 V 的一个子集，而不是一个表，則对 

任一个向 M 我们将有》!组坐标表与之对应. 

我们接 笤要把 向置空间的维数定义为基中向置的个数.这样就会立即出现两个 问题： 

( i ) 毎个向量空间都有基吗？ 

< ii > 向置空间的所有的基所含向量的个败都相同吗？ 

第一个问题很容易回答，第二个要费一点亊. 

- 定理 4. 16每一个有限维向量空间 V 都有基. 

证明因为 V 是有限维的，存在一个有限的扩张表 X . 如果它是线性无关的，则它为一 
组基.否则由命理 4. 11知， X 可缩短为一个扩张子表； f '. 若 X '是线性无关的，则它为一组 
基；若不是， x ^ r 缩短为一个扩张子表； r . 最终我们可得到一个最短扩张子表，它是线性无 
_ 关的，因此它是一组基. ■ 

注张成、线性无关性等概•念可以推广至无限維向量空间（当处 a 无限维向量空间时， 

人们通常是说子集张成子空间，而不是说由表张成），我们可以怔明这#向量空闽也 
有基. 例如，下列就是 t [ JT ] 的一 姐基. • 1， J ： ，■!：*••••• JT _，•••• ^ 

我们来证明维数的不变性，这是向*空间中 ft 重要的结果之 一. 

-• 引理 4. 17设“】，•■•，张成向量■空间 V . 若功 ，…， H vi • ••• » v „ 
是一个线性相关的表 • 

证明对归纳来证明. 

基 SS 步骤 _ 若 n = l ， W # 在至少两个向量 奶， V ：， 因为 m > n ， 且 切一〜屮， v 2 = a z u ,. 
若叫=0,则 x ^ eO , 因此由这些 X ；构成的表是线性相关的.设…？£0,我们也可假设 v l 9 tO , 
否则我们已 证毕. 因此 a ,#0, 从而《«,=«「、，所以切，巧是线性相关的（因为 tt - a 2 a ^ V >=0), 
从而更大的表 to , …， 认•是线性相关的. 

归纳 步*. 对《_ = 1, …，； 《,存在等式， 

Vi = a a U | + •- + a ,. u .. 

我们可假设某些 a •，关0,否则奶，…， «.6< u ,, u .), 应用归纳假设即得证.必要时改变 

记号（即重新对这些 u 排序），我们可假设 ail #0. 对每一个《>2,定义 
v ',= v , — a a auVi G <«< 2 »•••»«.>. 

因为在 W 的表达式中， u _ 的系数为 a n — （aaanyausO . 因为由归纳假设，存 
在不全为0的纯*&,•••，使得 

6 jt 4+ ••• + b m v' m = 0. 

用 <的定义重写以上 等式： 
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(一 y ! feianari ') t»i +btxii H - + b m v m = 0. 

_>2 

并不是所有的系数都是0,因此 …， v -是 线性相关的. _ 

- 定理 4.18( 维数不变性）如果 X = o :,, I , •…， JT , 和 y = y ,, 力， …，； y ■为由量空间 V 
的两组基，則 m = n . 

证明若则或者 n < m ， 或者 m < n . 在第一种情形 下，； yi ， ，…， y » 6 < X | , 
i *. •!,>, 因为 X 张成 V . 引理 4. 17 给出 y 是线性相关的，矛盾！当 m < n 时，类似的矛 

盾同样出现了，因此我们必有 771 = 71. ■ 

现在允许我们作如下定义. 

- 定义如果 V 是城々上的一个有限雄向量空间， 則它的 维数，记为 dim ( V >, 规定为 V 的 
任意一个基中元素的个教. 

- 例 4.19 < i > 例 4. 14表明 K 的维败为;2,因为标准基中有 n 个元索，与 A = R 时我们的直 
觉相符.因此平面 RXR 是2维的！ 

( ii > 如果 V =<0}. 则 dim (\ O =0. 因为在它的基0中没有任何元索.（这也是定义0线性 
无关的原因 .） 

( iii ) 设 X ={: r ,, …， 1 ,>为一个有 限集. 定义 

P = {函数 /« X —/ U . 

若我们规定加法/+/为 

/+/ » x fix ) + fix '), 

纯最乘法 a / 为 

af > x *-* af (. x ), 

其中 fK 则为一个向量空间. 

易证，下面规定的 n 个函数/，， x 6 X , 

[ 1 . 若 y 〜I 
/.( y ) * i ^ 

10. 若3> 古 i ， 

为 k x 的一组基，从而 dim (* x ) = n = | X |. 

这不是一个新的例子：首先，一个 n 元有序元素组（〜，•••， a ,) 实际上 就是一 个满足 
/( i )= a ,( 对所有 i ) 的函数/« U , 2, …， «>-*. 因此，函数/,构成了标准基. 4 

下面的证明说明了线性代数和线性方程组之间的密切关系. 

推论 4.20 —个城 A 上的齐次蜣性方 狃纽， 若它的未知量的个教多于方程的个教，則它 
一定有非平凡的解 • 

证明一个 n 元有序元索组 ( S | , …， *.), 若对所有的 i , 有 a . w + m + aw . sO , 則它是 
下面方程组的解 

an xi + “• + ai-x. = 0 


-+ a „ x . ■- 



换言之，若 C ,， …，为 / nXi! 的系数矩阵 A=[ a „] 的列向董，則由矩阵的乘法，有 

+ …+ s . C . = 0. 

注意到而可由 m 个向量（如，标准基）扩张.因为由假设故引理 4. 17表明 
表 C,， …， C» 是线性相关的，因此存在不全为零的纯量 P,, …， P. 使得？, C,+”*+AC,= 
0,因此（九 ，…， /O 为此方程组的一个非平凡的解. ■ 

- 定义称向量空闽 V中的一个表 Ul , …， 《/. 为一个最长的线性无关表（或者一个极大的线 
性无关表），如果不存在 x>ev 使得II,，…，知，1<为 残性无 关的. 

- 引理 4.21 设V是一个有 111 维的向量空间. 

( i ) 设1>| ，…， t < •为 V 中的一个线性无关的表，并设 W 6 V . 若 T ； 任< V | ， …， w „ >，則 
t>l • *•* » v m < w 是线性无关的 • 

(ii) 若最长的线性无关表 X = …， ％存在，則它为 V 的一 紐 基. 反之，若一纽基存 

在， 則它 就是一个最长的线性无关表 • 

证明 （ i> 设 av + yia.v, =0.若《1尹0，则”=—“'丨 2 a ' v < 芒 ，...，v„> ，矛盾•因此 a = 
0且乏 0. 由 v,, …， w 的线性无关性即可推出每一个化=0,所以更长的表V,， …， 
v m , u 是线性X关的 • 

(ii> 若X不是一个组基，则它不能扩张成V:存在 wev 使得 …， V,〉. 但由 （i) 
知，更长的表X, u ■为线性无关的，从而与X是一个最长的线性无关表相矛盾.清读者证其 
余部分. ■ 

当然最 长的线性无关表的存在性不明显，但从下面这个结果可得出它们的确是存在的，并 
_ 且此结果本身也相当有用. 

- 命題 4.22 设 V为一个 n 维向量空间 . 2=«*,为 V 的一个 线性无关的表，則 Z 
可以扩充为V的一组基，也就是，存在向黃 v, ， …， v, »使得《1， …， a„，t»i ， …，*|,-»为 
V的一 纽基. 

证明 若讲 >»1, 则由引理 4. 17 可推出 2 是线性相关的，矛盾，因此 m<n. 若此线性无 
关的表 Z 不能生成 V, 则存在 V| 6 V 使得％ « <Z>, 且由引理 4.21, 更长的表 2, v,= 
v, 是线件无关的.若 Z, T；, 不能生成V ,则 存在巧 6 V 使得 v ,>, 此个 
过程最终会序止，因为这些表的长度不可能超过/» =出11100. ■ 

- 推论 4.23 若 dim(V) = n , JM V的任何长为 n + 1 的表均为线性相关的. 

证明否则，这样的表能扩充为一组基，而此基的元素个数 趄过了 ft. ■ 

在练习题 4. 11中我们已经证明了，若 Maty,(A) 是々上的所有 mX n 矩阵构成的向量空 
间，則 din^Mat — •(幻现在可以得出，若 B 为4上的一个 nXn 矩阵，则表7, B, 
B 2 , 是线性相关的，因此存在不全为零的纯量《„, a,, …， a 〖使得 

a。 丨 + t«i B + …+ a •: B** = 0. 

所以存在次数的多项式 /<4：>6iM>] 使得 /( 抝 =0. 这是凯莱-哈密顿 (CayleyHamilton) 定理 
—个“最弱的版本”，凯莱-哈密顿定理说，存在一个次数为；I的多项式(特征多项式 
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使得 /* b ( B )=0. 

推论 4. 24 设V为一个向量空间且 dim ( V )= n . 

( i ) 能张成V的含有 n 个向量的表一定是线性无关的. 

( ii > 任一个含有；I个向量的线性无关的表一定可张成 V . 

证明 （ i > 若 X 是线性相关的，則它可以缩短为 V 的一组基，而此基的元素个数又太 
少了. 

( ii ) 若 Y 不能生成 V ,则它可加长为 V 的一组基，而此基的元索个数又太 多了. _ 

推论 4. 25 设 U 是维數为； I 的向量空间V的一个子空间.則 

( i ) L 7 是有限维的. 

( ii ) dima /)< dim ( V ). 

( iii ) 若 dim ( t /) = dim ( V> ， M U^V. 

证明 （ i ) 取叫€1/.若1/»<叫>，則以是有限维的.否則， 存在 u t 砝 由引理4.21， 
u ,, 沿为线性无关的.若 u 2 >, 则我们证毕.此过程不能*复 n +1 次，因为那样的 
话， &,•••• 将会是中的线性无关的表，与推论 4.23 矛盾. 

的一组基是线性无关的，因此它可以扩充为 V 的一 组基. 从而 dim ( U )< dim ( VO . 
( iii ) 若 dim ( l /)= dim ( V ), ML / 的一组基也是 V 的一组基（否则它可以扩充 V 的一组基， 
而此基的元索又太多了）. _ 

例 4.26 在第3章中 ， it 阶射彩平面被定义为满足丨 X 丨=；1 2 + «+1的一个集合； C 和 X 
的一族称为直线的子集，每条 A 线有个点，使得每两个点决定唯一一条直线.若</是一 
个索数方幂，则我们可以通过给 F $ 在无穷远处添加一条直线构造一个 g 阶射影平面. 

我们现在来给出射影平面的第二个构造.设 々是一 个域， P 中通过原点的一条直 
线 L 由它的任何一个非零向量的所有纯董倍组成 * 若 t；=U, 6, <*>€1且1；关 (0, 0, 0>,则 
L = {ru * (m 9 rifftr ) * r 云身 

当然，若是 L 中的另一个非零向量.則 L ={ rr / » rGA }. 因此 u 和 t / 都扩张成 L 当且仅当 
它们都为非零的且 v ' c / h 对某非零》€4.在 t 3 的所有非零向量构成的集合上定义一个关系： 
v = (.a,b,c) ~ w , = (.a ,b',c ) 若存在 / € * 使得 V = / w . 

注意/关0以免加=(0, 0, 0)_易 证一是 W {(0, 0, 0>}上的一个等价 关系. 我们记 w =( a , 
b , c ) 所在的等价类为 

[w] = [a ， 6 ， c]. 

—个等价类[ V ]称为一个射彩点，所有射影点构成的集合称为 * 上的射影平面，记为 F ( A >. 
若 t 是 P 中通过原点的一个平面.（也就是，若》是^的一个2维空间），则我们定义射影直 
线 Dr ] 是由所有满足的射影点[ V ]构成的. 4 

推论 4. 27 设 * 是一个城. 

( i ) P * U > 中每两个不同的点 [ k ] 和 [»/] 在肀-条射彩直线上； 

(»>浐（《 中两条不同的射影直线[冗]和 [ 〆 ] 相交于啼一一个射影点. 

证明和 [>'：! 是射影点就是说 v 和 x / 是 P 中的非零 向董. [>]#[>'] 就是说 
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也就是无纯置 t 关0使得 x/ = tK, 因此 t/ 是一个线性无关的表，所以存在一个唯一的平面 
t/> 通过原点且包含X；和 x /. 从而 O] 是一个包含|>]和 [ t /] 的射影直线.这条射彩直线是 
唯--的，因为若 M，[t/]€[V]， 161 v , v €k , 故由推论 4. 25(iii〉， n=n , 所以[»]■[〆]. 

(ii) 考虑 P 中的 O] 和[〆].由练习题 4. 19, 

dim(jr + >r’> + dim(» 门 jr’> = dim(ir〉 + dim(ir ， ). 

因为 it 矣 》r'， 我们有 》r5>r+〆 . 因此 2= dim(»r)<dim(»+>r'X3=diin(4’>， 从而 dim(>r+j/〉= 3. 
因此 di m ocrv>=2+2-3=i， 故 i>rk']=i>]fi(y] 是一个射 影点. 交点是唯一的，否则与 
(i> 相违. ■ 

命题 4.28 若■?=〆， P 为一个索教，則存在一个 g 阶射影平面 • 

证明设龙=1»*(幻，其中 /fe = F,. 此时 IP I =〆，故 P 中存在 ^_1 个非零向*•若 
是非零的，则丨 [»] | 1,因为4中存在 <j_l 个非零纯量.因此 | X | =< 9 S —1)/ 

( 9 -1)= 9 *+ 9 +1.最后， P 中通过原点的平面 >r 有^一 1个非零向童，故I 1>] I =(<?* 一 1>/ 
(?-1)=«+1.由推论 4. 27, X是一个9阶射影 平面. ■ 

下面是射影平 W 的通常的定义. 

定义设叉是_个集合，£是乂的一族子集，子集称为直线.称(X, £>为一个射影平面，若 
(i> 每两条直线相交于唯 一一 个点. 

(ii) 每《个.#、决定噃一一条直线. 

<iii)X 中存在任三个点都不共战的4个点. 

(iv>£ 中存在任三条4线却不相交 于同一 个点的4条 豈线. 

当X是有限这一特殊情形时，此定义与第3章中给出的定义是等价的. 

定义关于(X, £>的一个陈述的对偏形式为通过 T 面方式得到 陈述： 将点和线互换且将术 
语包含和包含于 互换. 我们得出结论，关于射影平面任一个定理都可以产生一个对供定環，它 
[3381 的证明可通过在原来的证明中对每一个陈述对偶化而得到. 

通过将 P a U) 的构造与第3聿中 PUo* 的构造作比较，人们也可以看到对偶性，其中 
< o ={^ | /是通过面点的一条直线> 

是无穷远处的 直线. 更详细地，设/={»*(«, « | 为; t 2 中通过原点的一条直线，其中 

(a, 6)^(0, 0). 我们可记/为 [a, 6] 且 


n>t = ai; a .»]. 

注意此记号与 [ a , 6, 是一致的，也就是，若 /=< r ( a '，6') | r 6*}, 则存在一个非 

零的使得 (/• b')=t(.a, b). 定义函数 y : 


^([ a . ft . c ]) = i (af " ，6C-，>， 


若 C 赛 0| 
若 c = 0. 


直接可以验证 y 是一个 (定 义良好的）双射. 
下引理的证明并不是困难的. 


引理一个子集€€是遢过原点的一个平面当且仅当存在不全为零的 p , g , r ek , 满足 
> r = {( a » bt c ) € f ! pa -\- qb -\- rc = 0 ). 更进一步，若 7 r ’ = {( a ， 6， t )€ 1 />’ a +兮’6 + 〆 *: = 
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0}, 則 》 r => r ' 当且仅当存在一个 非零的满足 ( 〆 ， 9、 r ')= t ( p , q, r ). 

射影点几乎都有坐标：若 i *=( a , fc , c )， 则我们称 [ a , 6, c ] 为射影点 [>] 的齐次坐标（允 
许相差非零纯童倍数）.应用前一个引理，射影直线也几乎都有 坐标： 若 waUa , 6, c)€* s ' 
pa + qb + rc =0), 则我们称[/»， < J , r ] 为射影直线 O ] 的齐次坐标（允许相差纯量倍 败〉. 双射 
保持直线不变，且射影平面中的对偶性可 视为： 用具有齐次坐标 [ a , c ] 

的射影点去替换具有相同齐次坐标的射影 直线. ◄ 

现在我们可以将线性代数应用于域的研究中. 

- 命题4.29{=命题 3. 119) 若£：为一个有限城，《 | £丨= 〆 ，对某素數 p 及某 ”>1. 

证明由命题 3.110, E 的索域同构于 F ,, 对某素败 p . 因为 E 是有限的.它是有限维 

的，如设 dimE = n . 若切 ，…， r > ■是一组基，則的确存在/>•个向 fi aji +… + a , w,e E ， 其 
中<^€卩,，对所有的 i . ■ 

- 定义若 々为城 K 的一个子城，《我们通常说 K 为 A 的一个扩张，我们 簡记为 “ K /4 是一 
个扩张” 9 . 

若 K / A 是一个扩张，则同例 4.1( iii > 中一样， K 可以 看成々 上的二个向量空间. 称 K 为 k 
的一个有限扩张若 K 是 A 上的一个有限维向最空间， 1 C 的维败，记为 [ Kit ], 杯为 K / k 的 
次数. 

下面是称 [K | 为次数的原因 • 

- 命题 4.30 设 E / fc 为一个扩张， Z 6 E 为一个 不可约多項式 MdeAO ] 的一个根，且设 
A ( z ) 是£：的包含<^和2的最小子城 .則 

[ ik ( z ) I *] = dinuCi ( z )) ■= deg (夕） . 

证明命超 3.116( iv > 是说 Kd 中的每个元索有唯一的如下形式的表示 ib +&<*+•••+&■-, , 

其中6,€ 灰和 "― d eg (/>). 由命题 4. 15,表1, *, **, …，： t ’ | 是的一组基. ■ 

下面的公式是相当有用的，特别是在对次数用归纳法来证明某些定 理时. 

-• 定理 4.31 设*£尺££为城， K 为*上的有限扩张，£是尺上的有限扩张. « E 为 A 上 
的有限扩张.且 

[E « *] = [E « K][K « *]. 

证明设 A = fll ，…， a .是 K 在々上的一个基， B =6,, •••, 是£在 K 的一个基，只 
须证明所有 a .6, 构成的表 X 是 E 在 A 上的一个基即可. 

为证 X 生成 E , 取因为 B 为 E 在 K 上的一个基，所以存在纯量夂€尺，使得 

« = A -因为 A 是 / C 在6上的一个基，所以存在纯童叫€4使得 A ;= 因此 

i • 

e = ，所以 X 在灸上生成 

V 

为证 X 在上是线性无关的，我们假设存在纯量〜使得 也 =0. 如果我们 


© 人们将 K 成在▲之上”.不要将此£号与商环的记号《淆，因为 / C 是一 个域， 因此它没有非零理想. 
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定义 A ,= ,则 A ,6 iC 且 g > A =0. 因为 B 在 K 上是线性无关的，所以对所有的有 

0 = Ai = 

[3401 因为 A 在4上是线性无关，从而对所有的）和 i , 得出^^=0,得证. ■ 

- 定义设 E /* 为一个扩张且 zeic . 我们称*:为 * 上的代败元若存在以 z 为根的祚零多项 
式 /( x > e *[ x ], 否则称 2 为々上的超越元. 

当我们说一个实 数是个 超越数时，通常指的是它为 q 上的超越元.例如，林德曼 
( F . Lindemann , 1852—1939) 在1882年证明了是一个超越数，因此 [Q (*) 丨 Q ] 是无限维的 
(参见贝克 （ A . Baker ) 的 《Transcendental Number Theory 》 第5页）.应用这个亊实，我们可以 
看到 • R 作为 Q 上的向量空间是无限维的.（对于》的非有理性及更进一步的结果的证明，我 
们建议读者阅读尼温 （ Niven ) 和朱可曼 （ Zuckerman > 的 C An introduction to the Theory of 
Numbers 》）. 

— 命题 4.32 若 K / it 是一个有限扩张，則每一个《€尺是★上的代教元. 

证明若 [K •幻 = n , 表1, z , z 2 , …， r •的长度为 ” + l . 由推论 4.23, 存在不全为零 

的使得 t««y=0. 若我们定义 /( x )= ^ 則 /(or> 是一个非零多项式且 
1-0 |>0 

/(*)=0.因此2是々上的代数元. ■ 

习题 

H 4.1 判断对错，并说明理由. 

( i ) 若+是一个域 • 則所有奇次数多项式构成的子集的子空间. 

( ii ) 设 A 和 B 是域*上的 nX ” 矩阵且齐次方程姐 A > r -0 有蕃平凡的解，则齐次方程组 （ BAk - O 有非平 
凡的解. 

( iii ) 设 A 和 B 是域4上的 nX ” 矩阵且齐次方程组 A _ r =-0 有非平凡的解， W 齐次方程组 （ AB ): r _0 有非 
平凡的解. 

< iv ) 若 t；i * vt * xh ， v « 生成 V \ i | dim ( V )™4. 

( v > 若*是一个域，則表 1, l x * •…，在^ >] 中是线性无 关的. 

( vi ) 在 M a t *( R ).. 存在含4个矩砗的线性无关的表. 

( viUSMatdR 〉，， 存在含5个矩阵的线性无关的表. 

( viii )[ Q (£*- /5 ) « Q ]*5. 

( ix ) 在 R 2 中，存在一个内积满足 v )=0, 对某非零 

< x ) 所有满足/(1)»0的/« R — R 构成的集合是 f ( R ) 的一个子 空间. 

•4.2 ( i > 设♦为域，为一个函数.设《64,定义一个新的函败 a /: ★一4为 ： a >-► a /( a ). 证明在这 
种纯量乘法定义下，4上所有的函数构成的环 7(4) 是*上的一个向量空间. 

[3411 尸 ( U 表示多项式函数 a + + 的 全体. 证明 W (4) 是 7 U ) 的一个子 空间. 

4.3 证明当且仅当向量空间 V 的子空间只有 {0} 及 V 本身. 

H 4.4 证明，在向置空间的定义中若其他公理都存在 的话. 则向量加法的交涣律是多余的，也就是，若 V 满足 
所有其他公理， W 对所有 II , t »€ V , u + v = v +«. 

4.5 若 L 是由所有 nX ” 拉丁方构成的子集，琢么 L 是 Mat « U ) 的子空间吗？ 
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4.6 ( i > 若7是巧上的一个向董空间 且访关 货是 V 中的非零向量.试证巧， v ： 是线性无关的.对于其他域 
上的向童空间，此结论成立码？ 

( ii ) 设务为一个域，朽00为由所有点 O ] 构成的射影平面，(与例 4. 26中一样）.试证在&(4>中， 
1>]关 b ] 当且仅当>是^中的线性无关的表. 

4.7 试证域 A 卜的 一个 wXit 矩阵 A 的列向量在 ▲- 中是线性无关的当且仅当齐次方程组 Ao ： = 0 有非平凡解. 
•4.8 H ( i ) 试证多项式表1, x , …， jt « ■•是 M >] 中的线性无关的表. 

( ii > 定义 x , x *, …， i ->. 试证1, i , J 1 , …，尸是 V ■的一组基且得出结论 dim < V ,> = 

n + 1. 

H 4.9 在解析儿何中，我们证明了若厶为两条非垂直的直线.斜率分别为 m , 和 m ,， 则/, 与厶正 交当且 
仅当= —1 .若 

£, *■ iavi + «< * « 6 R K 

这里* = 1，2，试证； n ， w »: ■ — 1 当且仅当点积仍 • vj =»0. 

4.10 ( i > 空间中通过点 u 的直线定义为 

{ m + a 边 1 a €: R } C R 1 • 

这里 w 为一个闹定的非零向量.试 tt 每一条通过点《的直线是纪的一个一维子空间的一个陪集. 

H Ui ) 空间中通过点 U 的平面定义为 

{v 6 R* 1 (” 一 《) • n = 0> C R* • 

这里 n 关0为一个囲定的法向置且 ( v _« i > • n 是一个点积.试证通过点《的平面是 R 1 的一个二维子空间的 
陏集. 

* 4. 11 (i> 证明 dim(M«Ux* GO 

( ii > 碗定 dim ( S >, 其中 S 是 Mai »( A ) 由所有对称矩阡构成的子空间. 

4.12 设 Ae * Mat , U ), 若★的特征不是2, _ A 称为斜对称的若 A T ■—其中 A T 为 A 的转 置. 在 A 的特 
征为2时， A 称为斜对称的，若它 ft 对称的且它的对角线匕的元索全是 0. 

( U 证明 Mai〆 幻的由 所有斜对称矩阵构成的子集 K 是 Mai « U 〉 的一个子空间. 

(ii> 确定 dim(K). 

H 4.13 若/>是一个索数且 /»=sl nwxU , 证明存在非；向置 Fi 满足 （ v , v ) = 0. 其中 （in v ) 是 v 与自己在通 
常意义下的内积（见例 4.4( i >>. 

* H 4. 14设 ★是一 个域，且4•具有通常意义下的 内积. 试证若 €,+••• +*!•〜，則 a -( v , 句>，对所有的《\ 
* H 4. 15 # / U )— tfo +^ iX + —+ f . x -6* Cx ], A € Mat . a ), 定义 

/< A ) « c * f + c»A 十 ••• + 6 

试证存在某非零 /( we ^ jr ] 满足 /( A )« o . 

•4.16 设 C 7 是域々上向量空间 V 的一个子空间， Ml ； 是 V 的一个子群（ V 被视为一个加法交换 群〉. 在商群 
V/U 的 陏集上 定义纯量乘法 如下： 

®(v + l /) ™ au + Ut 

其中 i /€ V . 证明这是一个定义良好的函败且使得 V /17 成为域 A 上的一个向量空间 （ V 71； 称为一个 
雋空衊〉. 

•H 4. 17设 V 是一 个有限 维向量空间，17是 V 的一个子空间.试证 

dimCl /) + dim ( V / L /) * dimCV ). 

由此得出结论 dim ( V /17)= dim ( V )- dimO ；). 

•4. 18设 Aj ：=6 是一个线性方程组， s 是一组解.若1/是齐次线性方程组 Ai = 0 的解空间，试证的每 
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—个解都可以唯一地表示成如下形式*+«, «€ U . 由此得出结论 Aar =6 的解集是陪集 s + U . 

•4.19 若 L 7 和 W 是向量空间 V 的子空间，定义 

1/ + W " * { m + w * u ^ U tiv ^ W . J 
( i ) 试证 U + W 为 V 的一个子空间. 

H ( ii > 设 U 和 （；' 为有限维向量空间 V 的子空间.试证 

dim ((/) + dim ((/ / ) = dim ((/ 0 I /’）+ dimCli + U , ). 

(出>称子空间 l / cv 有补 S 若 SGV 是子空间且称 U 是 V 的竄和项若 S 有补 • 
若 V 是有限维的，试证 V 的每个子空间 I ；都是 V 的一个直和项（此结论在无限维向置空间中也成 
立，但 ff 明要用佐恩 ( Zom > 引 理). 

•4.20 若1/和 W 为域々 上的向置空间，定义它们的直和为所有有序对构成的集合 • u ^ U t 
w ^ W ). 且加法为 （ it ， tv ) + ( ii / t w / ) = («+ tt / * w + u /), 纯置乘法为 a ( u ， w ) = ( au * aw ). 

( i ) 试证 1/© W 是一个向置空间. 

( ii ) 若 l ； 和 W 是域 4 上的有限维向量空间，试1£ 

d \ mOJ ® W ) ^ dimCU ) + dim ( W ). 

•4.21 «设 V 为域 ik 上的 n _ l 维向置空间且 V 有一个非退化的内积.若 WftV 的一个 r 雄子空间，试证 
^撕©\^(见例4.5).由此得出结论 r . 

4.22 下面是在 P 中成立的帕普斯 （ P * pp U 8 > 定理，其中4 ft —个域.设/和 m ft 不同的直线， A ,, A 2 和糸 
是/上的不网的点 ，氏， 13:， B , 是 m 上的不同的点.定义 C , 为 A * 氏门 Aft ， C 2 氏且 

C , 为 • W C ,. Q . C , 是共线的. 

陈述帕普斯定理的对偶定理（对俩在第 4. 丨节中有定 义〉. 

—离斯消元法 

下面这个域 A 上的奇次线性方程组可立即 解出： 

X | + +«1._+山+1 + …+ “ UX , = 0 

Xt + +“*._+iX_ +l + ••• + u 2m x,, = 0 


Xm + … + U mm x m == 0. 

替换 “+,,•••, A 为常数 Cbi+1 ， …， c m ek f 我们有 

Xi =*一+ …+ « 〆 ■)，对所有的 I < m ， 

故任一个解具有形式 


(— 2 M l ， C i ，•••，_ 2 “， C ” C 


此方程组的系数矩阵， 


是一个阶梯形矩阵. 


0 
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- 定义一个 mXn 的矩阵 L 7 称为具有行简化阶梯形 9 若 

( i ) 每一个所有元为零的行，如果有的话，位于每一个非零行的下方； 

( ii > 每一个非零行的首元（它的第一个非零的元）为1« 

( Hi ) 每一个首列（包含一个首元的列〉的其他元索为0» 

( iv > 首列为 COLU ,), …， COLO ,), 其中 tiCtjC … < t r 且 
我们称 U * 有阶梯形若它的首列是 COL ( l ), COLC 2), COL ( r ), 也就是 = 对所 
有 

考虑矩阵 


n 

2 

3 

0 

0] 


ri 

0 

2 3 

0' 

0 

0 

0 

1 

5 

和 B = 

0 

1 

0 0 

5 

•0 

0 

0 

0 

0. 


•0 

0 

0 0 

oJ 


A 和 B 都是行简化阶梯形，但只有 B 是阶梯形. 

定义存在三种初等行变換 A & A ', 将矩阵 A 吏为托阵 

类型 I : 0将 A 的某一行的纯量倍加至另一行》也就是， o 替换 ROW ( i > 为 ROW ( i > + 
cROW (», 其中是非零的，且 

类型 n : o 将非零 cet 乘以的某一行！也就是， o 替换 Row ( i > 为 C Row ( i >, 其中^ 

* 且 c ^ O . 

类型 Hh 0 将 A 的两行对换. 

对一个矩阵，存在类似的初等列变換. 

对换（类型 in) 可由类型 1 和类型 n 的变换来实现 （尽管 它是多余的，但对换 仍然被 看成一 
个初等变换，因为它经常出 现〉. 我们简单证明如下： 

「a fa — c b — d "\ 「 a_c 6 — < T 1 r — c — Te d ~\ 

Lc dyl c d」~*L a * J—La <>」—L &」. 

回忆 ROW ( A >, 域*上矩阵 A 的行空间，是由 A 的行扩张的 y 的子空 间 1 列空间 ， COL 
( A ), 是 A 的列扩张的 P 的子空间. 

♦ 命题 4.33 若 A —A ' 是一个初等行 变換， W A 和1 具 有相同的行空 f _1, ROW ( A ) = 
ROW ( A , ). 

证明假设 A - A ' 是一个类型 I 的初等变换.则 A 的行空间是 ROV ^ A 〉"^^ ，…， 0 _>， 
其中的是八的第 i 行.行空间 ROWGV ) 是由 a < + C a , 和 o - 扩张而成的，其 
中显然 ROW ( A ')£ ROW ( A ). 为证反包含，应注意到 (》, = + — 峋 € 

ROW ( A ’). 

若 A — A ' 是一个类型 n 的初等变换，则 ROW ( Al 是由 c < i , 和和 ai , •••， I , …， 《„生成 
的，其中 c #0. 显然 ROW ( A ')£ ROW ( A ). 为证反包含，应注意到 a ,= c - Uca i ) eROW ( A ')■ 
不必考虑类型^ l 的初等变换， 因为我们看到，这种类型的变换可以由一系列的其他两种类 
型的初等变换得到. _ 


© 原词为 •《&<<«”， 意为因为首元的2错状况好像是鸟的翅膀. 
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- 定义若 A 是域 t 上一个 wX» 的矩阵，其行空间为 ROW(A), 則 

rank(A) = dim(ROW(A)). 

- 推论 4. 34 若 A — A ' 是一个初等行变換，《 

rank(A) = rank(A’). 

证明更进一步的也成立， A 的行空间和 A' 的行空间是相等的，因此它们一定有相同的 
维数. _ 

注若 A—A' 是一个初等行变換. 《 A 和 A' 可能会有不相同的列 空间. 例如，考虑 

[[ o ]- 然而- 个抵阵的行空《和列空 W 具有相同的維教(见推论 4.84( ii ». 

我们来证明若 A—A' 是一个 初等行变换，則齐次方程组 A；r = 0 和 Ax = 0 有相同的解空 
间.为此，我们引人初等矩阵的概念. 

- 定义设。为一个初等行变換.故 A ' 可记为 = _个初等矩阵就是一个形如 

£=<*(/) 的 mXm 的矩阵£，其中/ 是; nXm 的单位鉅阵.若 0 是矣 n， III的初等变換， 
則我们说 0 (1)是类型I , n • m 的初等矩阵. 

下面是所有 2X2 的初等矩阵，其中(:是一个非零 纯量， 

[n]o[: :]o 

对单位矩阵应用初等列变换产生同样的初等矩阵族. 

下一个引理表明对矩阵 A 实施一次初等行变换的结果与对 A 左乘一个初等矩阵的结果是 
_ 一样的，而对实施一次初等列变换的效果与对 A 右乘一个初等矩阵的结果是一 样的. 

- 引理 4.35 若 A 是一个 mXn 矩阵且 A、A' 是一个初等行变換，則 0 (A)=o(I)A, 若 A 二 
A' 是一个初等列变換， »] o(A) = Ao(I). 

证明我们将仅仅解释结果，而将证明留给读者. 


1 0 0* 

0 10 

•a b c* 

d e f 

― 

a b 

d e 

c 

f 

M 0 1. 

-g h 


jia+g ub+h uc i. 

10 0' 

0 U 0 

•a b c' 

d e f 

= 

a b c ■ 

ud ue uf 


•0 0 1. 

■g h i. 


g h i • 



同以前一样，此结论对类 sm 的初等行变换也成立. 
我们来解释一个初等列变换. 


~a b c ' 

1 0 O' 


'a+cii b c~ 

d e f 

0 10 

= 

ti+df e f 

名 h i. 

M 0 \. 


.g~\~iu h i. 


回忆， 一个 nXfi 矩阵 A 是非退化的若存在一个 nX n 矩阵 B 使得 AB = 7 且 BA = f. 
称 B 为 A 的逆，记之为 A— 1 . 


■ 

人们 
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-» 命 H4.36 每一个初等矩阵£都是一个非退化 錄阵. 事实上， E _1 是一个与 E 同类型的 
初等 銀阵. 

证明如果 o 是一个类塑I的初等行变换.则。替换 R0W<0 为 ROW(i)+cROW(i). 定 
义•/为替换 ROW ⑴为 ROW ⑴一 c ROW(i) 的初等行变换，我们断言初等矩阵 E=o(I> 的逆就 
是 o(E>. 引理4.35是说 0 (7>八=0(八），对每一个矩阵九因此我 们有： 

E'E = o'{I)A = o'(E) = o'MD) = 

并且类似地， EE , = J . 注意到 E' 是一个类型 I 的初等矩阵. 

若 0 是一个类型II的初等行变换，则 o 替换 R()WU ) 为定义 o' 为替换 ROW(i) 为 
f MROW(i) 的初等行变换(这就是为什么我们要坚持假设 c^O ). 同前一段一样，若，则 
E / E=I=E , E. 注意到 纩是一 个类迆II的初等矩阵. 

类 sin 的初等矩阵与它自己的逆 相等： ee = i . m 

下面的引理是高斯消元法成立的关键. 

引理 4.37 若 A=A 0 —A,— •••―心二丑是一系列的初等变換，則线性方程 ttAx = 0 和 
Bj :=0 有相同的解空间. 

证明对进行归纳.设 S 和 S, 分别是 Ar=0 和 A, j ：=0 的解 空间. 若 A,=o(A), 
则由引理 4. 35, A,=EA, 其中£是初等矩阵〆 />•若 t«€S，W Av=0, 因此0=£八1=烏1>, 
所以 veS,. 反包含关系 S,GS 由等式 A^E^A, 可得，因为 E 1 也是一个初等矩阵.归纳步 
的证明易得 ■ 

- 推论 4.38 若 A 和 B 是城 <k 上的 mXn 矩阵，若存在一系列初等行变換 

A = A 0 -* Ai A , = B, 

則存在非退 化矩眸 P 使得 ii = PA . 若存在一序列初等列变换 
B = B 0 -► Bi B, = C» 

则存在非退化矩阵 Q 使得 C = BQ. 

证明 对所有*>1,存在初等矩阵 E , 使得 々，一五人-卜因此 B = A ^ = E ^" E 2 E , 九定义 
P = E ,-£ ! E i , 故8 =尸>\.而 P 是非退化的，因为非退化矩阵的积还是非退化的 [( E , … 
E S E ,)' ^ Er ' Ej -'- E ；']. 第二个论断类似 SI 证. _ 

回忆，若是一个置换，则一个 nXn 矩阵 Q. 称为是一个置换矩啐若它是由 (T 置换 
»Xn 单位矩阵的列而得的矩阵. 

若 r6S, 是一个轮换，則 Q, 是对换单位矩阵的两列而得到的，因此它是一个类型 ID 的初 
等矩阵（记住，对丨实施一个初等列变换产生一个初等矩阵）.因为每一个置换《是一些轮换的 
积(命题2.35>,因此 （i 是初等矩阵的积. 

若 Ar=0 是一个齐次方程组，则 A 的第 i 个列向貴对应于第；个 变量： COIXi〉 对应于 a . 
对 A 的列用《进行置换得到矩阵 AQ,， 这样八认对应于“同样的”齐次方程组 （AQJjytO, 它 
的变撤％ 仅仅是对原来的变 董再重 新编号而巳. 

- 定义称矩阵 A 是离斯等价于 M 阵 B 的若存在_系列的初等行吏換 

A = A 0 Ai -»•••-* A , = B. 


[3471 
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易证高斯等价是所有 mXn 矩阵集合的一个等价关系.若 A 和 B 是高斯等价的矩阵，则由 
推论 4. 34可推出 A 和 B 有相同的秩，且引理 4. 37表明 Ax=0 和 Bx=0 有相同的解空间. 

- 定理 4.39( 离斯消元法丨 （i> 城4上每一个 mX” 矩阵 A 都高斯等价于一个具 有行簡 化阶 
梯形的《阵1/. 

(ii) 在《>中的矩阵 U 是由 A 唯一碥定的. 

(iii) 存在非退化矩阵 P 和一个置換矩降 Q, 使得 R4Q, 具有阶梯形. 

证明 （i) 对 n 进行归纳，为 A 的列数 • 

设 i»=l. 若 A=0, 证明 完成. 若 A 尹0,则对某个）， a„#0. 用乘 ROW(j>, 并且对换 
ROWQ) 和 ROW(l), 这样新矩阵 «<!；■] 中对每个/>>1,替换心为 
我们已经得到一个 mXl 行简化阶梯形矩阵，因为它的第一行元素为1,而所有其他行的元* 
为 0. 

为证明归纳步，设 A 为一个 mXU+l〉 矩阵.若 A 的第一列为0,则由归纳，可将此矩阵 
的后 n 列构成的矩阵化为行简化阶梯形，结果 A 就化为行简化阶梯形了.若 A 的第一列不是 

0,将它 的第一 列化为行简化阶梯形（在基础步骤中一 样）， 这样躭得到新的矩阵 

L0 M」 

其中 M 足一个 (w _ 1>Xn 矩阵. 读者的第一个猜想与在基础 步韉中 一样，对 A' 的后 n 列构成 
的矩阵皮用归纳假设.这是不方便的，因为初等行变换也许是将 R0W(1) 的倍数加至另一行， 
从而改变了第 一列. 我们而是用归纳假设将 M 替换为 D, 其中 D 是一个高斯等价于 M 的行简化 

阶梯形矩阵.因此高斯等价于 /V=|^ 设 (0, D) 的首列是 COLh>,“•，COUU, 其 

中 2<< t *0"« r <D 的第一列为 JV 的第2 列〉. 也许元索 九,, #0. 如果是这样，替换 N 的 
ROW ⑴为 ROWdhj^ROWUXD 的第一行为 N 的第二行).因为 COL(t:) 的首元的左边 
的元素为0,故此变换不改变 N 的在 COL(t:) 左边的列.因此， COL(<:> 中的首元就是此列中 
仅有的非零元索，而 &COLU) 不能改变.接下来，用同样的方式使得; y,,, ，乒 0(COL(1) 和 
COLGd 不被改变），继续 下去. 直到所有的 yi .,,=0. 我们就得到一个行简化阶梯形矩阵.其 
貧列为 COL(l>, COL(tj), COL(i r ). 

(ii) 假设 U 是一个离斯等价于 A 的行简化阶梯矩阵.设 [/的 非零行为办， … ，体.设 U 的 
_ 首列为 coua )，cout,), …， coLa). 设 /*='+«；,， 其中 w,e<«，* (与通常一样， 

«1. 是 P 的标准基）.我们断言， COL(t,). COL(t,), COLa) 就是 U 的满足以 

下性质 的列： <A, … ， /l> = ROW(U) 中非零向量的首元一定在这些列中.由此得出首列是由 
ROW(LZ) 确定的.显然 COL(/<> 包含一个首元（我们称为兵的酋元). 另一 方面，若 y 是 〈典， 
… ，体〉中的一个非零向量，则 7=c,A+«"+c ‘若我们将乒想象成1/的第 i 行，则用 c, 乘 
ROW(t), 再相加： y 就是这个和式，且它的第）个坐标就是第 j 列的元索和.因此对每个 i, 
y 的第 t, 个坐标就是 Ci , H 为在 COLU) 中的没有其他的非零元索.因为 y=^o, 故存在某些 
c, 关 0. 我们断言第一个不为零的，如 c % , 是它的 首元. 现在当时，所有的 Ci = 0, 所以 
y=c i(0 ^ rt +w* 其中 ] qz/iC <〜 * w> 〜〉.因此 y 的首元在 COL(、） 中. 
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若1/是另一个髙斯等价于 A 的行简化阶梯形矩阵，则命題33是说 ROW ( l /) = ROW ( U ). 
因为我们刚刚证明了行空间确定首列，所以 U ' 和 I ；的首列是一样的.设 U ' 的非零行为 
〆 •因为 〆 eROW ( t /> = ROW < L 7'>， 所以存在满足 〆 =在前一段中我们看 

到，对每个〜戌的第“个坐标为 c ，. 因此而其他的 c „ = 0, 所以对所有的》•有 
从而 l /= U . 

( iii ) 选择为满足对 f = l , …， r 有<»(*,) = |_的任一个置换. _ 

推论 4.40 设 A 为域 ★上 的一个 mXn 狃阵. 若 rank ( A ) = m , 則对每一个 66* ■(非奇 
次） 线性方程组 AX =6 是相容的. 

证明若 U 是一个秩为 m 的 mX " 阶梯形矩阵，则它没有 零行. 对任一个 c 6 P , 线性方 
程组 L/!r = c 为 

A + + 吣 ._ 十 | 工 _+1 + ••• + u lH x m = ci 

而 + +m: •觸 +|jt 麵 u + ••• + u tH jr m ■= c z 

x m +M_._ +I< r_ +1 十 ••• + u mm x m = c m . 

一 （Mwu + 给出它的一个解，其中 </**»|， …， d n € k , 

由高斯消元法知，存在一个非退化矩阵 P 和一个置换矩阵 Q 满足 PAQ =17, C ； 为阶梯形. 
我们刚刚看到方程组 Lf ： r *= P 6 Q 有一个解，故方程组尸 l UQ l x=P l { PbQ ) Q ^\ 也躭是， 
A « r =6 有一个解. ■ 

— 推论 4.41 设 A 为域々上的一个 mX ” 钷阵.若 I ； 是 A 的行简化阶梯形，則 ROW ( A ) 的 
一组基可由 L ； 的非零行组成. 

证明由命题 4.33 知 ROW ( A ) = ROWO />. 因此 ROW ( U ) 由 L 7 的行扩张 而成. 显然 [； 
的非零行是线性无关的，所以它们构成 ROWO /) = ROW ( A > 的一组基. _ 

我们刚刚看到了如何求 rank ( A ): 将 A 化为阶梯形 L /， 则 nmk ( A ) 是1/中非零行的行数. 

— 定义若以是一个 mXit 的行简 化阶梯矩阵，其首列为 COLU , >,•••, COL (“）. 則 

'称为团定变最（或主要变最），而其余的变量称 为自由 变量. 

回忆，高斯消元法解线性代数的方法是替换矩阵 A 为与它高斯等价的阶梯矩阵例如， 
齐次线性方程组 A : r =0 的解空间与 LT ： r *=0 的解空间是一样的.而 Ur = 0 是容易求解的，像前 
面的 一样. 下一个定理表明任一个齐次线性方程组的求解是不会比前面最简单的方程的求解更 
困难的. 

定理 4.42 设 Ar =0 为一个线性方程组，其中 A 是域々上一个 m X ri 的矩阵.设 L 7 = 
[叫]为高斯等价于 A 的（唯一的 >价梯形 矩阵. 必要时对变黃重新标号，則 Ax ==0 的解空间 
SoKA ) 由所有具有下列形式的向資组成 

(— 史 “1 心， … ， — 念 “〆”〜，•••，&)• 

/■r+l 

证明由引理4.37, ”元有序元索组 》• = <(：,,•••, c ,> 是 Ax = 0 的一个解当且仅当它是 
t / r =0 的一个解.由定理 4. 39,存在一个置换《使得 L 7 Q . 是阶梯形.注意置换列仅仅是对变 
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量重新标号，因此不失一般性.假设 U 是阶梯形矩阵，也就是前 r 个变童是固定变置，后7! — 
r 个变量是自由变量.这样I；具有形式 


1 

0 

0 

0 

J0 


0 

1 

0 

0 

0 


0 «l.r+l 

0 M 2 . r+ , 

1 tfr.r^-1 

0 0 

0 0 



因此像在定理 4. 39 的证明中一样，结论成立. 


■ 


- 定理 4. 43( 秩-零化度定理）设 A 为城★上的_个饥><||的矩阵.若 So/(A) 为齐次线性方 
程组 Ar=0 的解空间，則 


dim(So/(A)) = n — r 


其中 r=rank(A). 

证明我们不妨假设变量已经重新标号了，这样固定变量排在所有自由变置的前面.对每一 
个澜足— r 的/，定义对所有的(；尹/，办为满足 ％ = 1 和、=0的解〜 = (&， …， c,>. 
因此 


J| =( 一 M|.rfl » — Mx.h-I •… ，一 Ur.rtl ， 1 ， 0 ， ." ， 0> 
St ==(— 一 《*•#*，•••，—《^. r «，0， l ， …， 0> 


5.-r =( 一 W |. •，一 M*. ■ ， … ， —M r ..*0,0, — ,1) 

这 n_r 个向量是线性无关的（注意它们的后 《 — r 个坐 标）. 而定理 4.42 表明它们扩张成 
So/(A)： 


( _ ”… ，— 2 "…， c -) ^ 2 c * s ^ ■ 
/*rfl /»r4-| 

方程组 A:r=0 的解空间的维数 n — r 经常被称为一般解的自由度. 

例 4. 44考虑矩阵 

' 0 0 11 0' 

A =—2— 4 10—3. 

.3 6-11 5. 

求 rank(A) 以及它的行空间的一组基，并且求齐次方程组 Ax=0 的解空间的一组基. 

矩阵 A 高斯等价于 

1200 r 
B=00 10—1. 

.0 0 0 1 1 . 

因此 rank(A)=3 且行空间的一组基为(1，2, 0, 0, 1>, (0, 0, 1，0, — 1) 和 (0, 0, 0, 1, 1〉. 
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注意 A 的行向量是线性无关的，因为它扩张成一个3维空间（参阅推论 4. 24). 固定变董是 
和而自由变童为: c 2 和心，解空间的维数为5 — 3=2. 方程组 B:r=0 是 
•T| 十 2X 2 +J：5 — 0 
j 3 — : r s =0 
x 4 +x s =0 

一般解为 （一2c—c/, c, 丄 -d, d). 4 


习題 


H 4.23 判断对错并说明理由. 

( i > 若 A 是一个三角形矩阵，则" X ”的非齐次方程组 Ar » fc 有解. 

< ii ) 离斯等价的矩晬具有相同的行空间. 

( iii > 离 斯等价的矩阵具有相同的列空间. 

1 0 O ' 

< iv > 矩阵/0 1 —1 是非退化的 • 

J 0 0 1. 

( v 〉 域上每一个非退化的矩阵是初等矩晬的积. 

( vi > 若 A 是一个 mX ” 矩阵 • 则 ROW ( A T )_ COL ( A >. 

4.24 < i ) 试《向置空间 V 中的一个表 ％,•••， ic ft 线性无关的当且仅当它扩张成 V 的一个 m 蟣子空间. 

中下表是否是线性无关的 

- ( l * l ,- l ,2), v , - (2,2,-3,1),^ - (-1,-1,0,-5). 

H 4.25 向置4, 3夂灼麵（一1, 一2, 0>和仍*<2, 2, 3) 能扩张成 P 吗？ 

• 4. 26 ( i > —个的矩阵是三 角形矩 K 若它的所有在对角线下方的元素全为零或者所有在对角线上方的元索 
全为零.试证明毎一个 nXn 的行两化阶梯形矩晬是 H 角形矩阵. 

(沿应用定理 4. 39证明，每一个的矩阵 A 均离斯等价于一个三角形矩晬. 

H 4.27 设一个域， A 为4 t 的一个 》 Xm 的 矩阵. 一个（非 齐次〉 线性方程姐 Ax » p , 其中称为是 
相容的若存在《/€ ▲•使得庠证明， Ax = 沒是相容的当且仅当/?在 A 的列空间中.（回 忆习® 418: 
相容的非齐次线性方程组 Ar = 沒的解集是 Ar = 0 的解空间的一个賠集）. 

4. 28若 A 是一个 nXn 的非退化矩阵， 试诋 任一个方程组有唯一的解，也躭是 
4. 29 设仍，…， <»_为域 A 上一个 mX ” 的矩砗>4的列向置，并设沒 

( i > 试证/?€<«»，…，《»_>当且仅当非齐次线性 方程组 有解. 

H ( U > 定义增扩矩降 [ A 丨扣为 mX ( n 十1>的矩阵，它的开始的”列是 A , 最后一列为试证/9在/\的列 
空间中当且仅当 rank([A | /?])=- rank ( A ). 

( iii > 问片=(0, 一3, 5> 在由奶 祖（0, — 2, 3>, a *- C 0, 一4, 6), 奶_(1, 1, —1) 生成的子空间中吗？ 
4. 30 ( i ) 试证域 ♦上的 /iXn 矩阵 A 是非退化的当且仅当它高斯等价于单位矩阵 
H ( ii > 求下矩阵的逆矩阵 


A =* 




•4. 31 < i ) 设 Ax = b 为威 k 上的一个 mX »» 的线性方程组.试证明它存在一个满足的解 
x « Cr ,, …， x «) 当且仅当 mX 0« — 5> 方程组 iV :«:• =6有解，其中 A •是从 A 中删掉第 ），. 
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士麦 W(Smyma> 是土耳其的港 U 城市一-译者注. 

得洛斯 （Delians) 是爱琴海中的小岛-一译者注. 

在原书中，米尺 （mler〉 指带《度的直尺，直尺 （strai 妙 tcdgd 指不带刻度的尺 一 译者注. 


>2, …， j , 列后所得的 矩阵. 

H ( ii > 试证明若 ( i ) 中的矩阵的秩为 m , W Ax =6 存在满足: r >, =0= x ^ 的解. 

4.2 欧氏作图 

古代文明中的一些神话说到，上帝要求人类给出一些数学问题的准确答案，以作为从灾难 
中解救人类的报答.我们引用范德瓦尔登 （van der WaerdeiO 的 《古代 文明中的几何与代数》 
(Geometry and Algebra in Ancient Civilizations) 一书中的下面一段： 

在埃拉托色尼 （ Eratosthenes) 的对诂“拍拉图式的”中，讲述了一个关于倍立方体 
的问趙的 故事. 士麦那 ㊀ 的塞翁 （ Theon) 在他的名为《阅读柏拉图的所要用的數学知识 
的解释》一书中描述到，根据这个故事，得洛斯 e 人请求一个先贤将他们的从灾难中 
解敕出来，上帝（阿波罗神）通过一个先贤回答到，他们必須建造一个外形不变的且大 
小为现有的2倍的新祭坛.得洛斯人派一个代表团求教柏拉图，但柏拉图将他们引见 
給了基则克斯 （ Kyzikos) 的数学家欧多克索斯 （ Eudoxos) 和#林肯 （ Helikon). 

祭坛在外形上是立方体，所以此问题关系到如何作於上帝是残酷的，因为尽管几何上 
有作 v ? 的方法（就是边长为1的正方形的对角线的长度），但是我们将证明用欧氏几何的 
方法即仅用直尺与圆规是不可能作出为■来 的. 实际上，上帝也没那么残酷，因为希膳人 
可用其他 方法. 例如门奈赫典斯 （ Menaechmus 〉 就是用抛物线； y 2 =2_r 和的交来作 M 
的.这对我们来说是浅显的，但在没有解析几何和代数的时代，这的确是一个具有独创 
[3541 稍神的伟绩. 

从希腊也流传下来一些其他的几何 问理. 能不能三等分每一个角？能不能作出一个正”边 
形？能不能“化圆为方”，也就是能不能画个正方形使得它的面积等于给定圆的面积？ 

记号设 P 和 Q 为平面上的两点，我们记_点为 P 和 Q 的线段为 PQ , 我们记此线段的 
长度为丨 PQI . 用 L [ P , Q ] 表示由 P , Q 确定的直线，用 C [ P ； PQ ] 表示圆心为 P 半经为 
I PQ I 的岡. 

没有作图的准确的定义，这 s 经典问埋可能 a 得非常简单.例如，一个60°角可以用量角 
雜三 等分： 只要找到20°,再画出此角即可. 因 此把问 题讲清 楚和做 一定的假设是必要的.希 
腈 问题强调只能用两种工具，且每一种只能有一种 用法. 给定平面中不同的点 P 和 Q , 直尺是 
一个能画出直线 L [ P , Q ] 的工具.圆规是一个能分别画出圆心为 P 或 Q 半经为 I P 0 I = 

I QP I 的圆 CCP ; PQ ) 和 C [ Q « Q 尸]的工具 • 

我们说的是直尺，也有的人称为米尺我们用第一个术语以免产生混乱，因为米尺有额 
外的 功能： 人们可以在米尺上标记出两点，如 P 和 Q , 且此标记的点 P 允许在一条曲线上滑 
动.这个增加了米尺的证明功能使其成为 f — 个更有力的仪器.大约在公元前年，诶理斯 
(Elis) 的希皮尔斯 （ Hippias) 就能够用某些曲线、直线和岡化圆为方.尼科米迪斯 （ Nicomedes 〉 
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就是只用米尺与圆规解决/德理人的倍立方体问题.尼科米迪斯和阿基米德用这些工具也能三 
等分任意角. 

一般来说，我们可以利用已有的点 P ， Q , J ? 和 S (不必不同）按照下面的方式作出一个新 
点： 用第一对点 P , <3去画一条直线或一个圆，再用第二对点 R , S 去画一条直线或一个圃. 
这样就能得到已画出的两条直线或 一 条直线与一个圆或两个圓的交点 T . 更一般 地.一个点称 


为是可构作的点，若它可以从 （1, 0) 与 （0, —出发用有限步这样的步骤得到.给定一对可构 
作的点，我们并不能假定它们决定的直线或阒上的所有点都是可构作的. 

当我们说解决经典问题是不可能的（仅用直尺和圆规)时候，我们知道说了什么，我们的意 


思不只是说这仅仅是很困难的.读者应思考我们是如何 fiE 明有一些东西是不可能的. 

下面来进行正式的讨论. 

给定一个平面，我们通过两个不同的点 A 和 A 来碥定一个坐标系.称由 A 和兀确定的直 
线为 X - 轴.用圆規分别画出以丨 AA | 为半经以 A 或 K 为圆心的两个圆 C [ A » A 亙]和 
CCX , SA ]. 由这两个圆交出两点_定的直线称为 y - 轴.它垂直等分 AA , 与^轴的交点 O 称 
为應点.我们规定长度丨 OA 丨为 1. 这样我们就在平面上建立了坐标系.特别地， A =( l , 0) 
和 A = (_ l , 0). 

定义设 E 关 F 且 G 式 H 为平面上的点.点 Z 称为从 E, F, G, H 出发可构 作的，若下 
列之一成立， 

(i) ZeUE, F]nLCG, H], 其中 L[£\ F]^=L[G, H], 

(ii) ZeL[E, F]nC[G« GH], A. Z€ ： L[G. H]flC[Ei EF], 


(iii)ZeC[E« EF ] nC [ G , GH]. 其中 C[£：, EF]#C[G» GH]. 


点 Z 称为可构作的若 2 = A 或2=灭或存在点 P ,, …， P . 使得点 2 = 且对所有的 _/> l , 
点 巧 +1 是可从彳 A , 万， P " …， 中的点出发可构作的. 


例 4.4 S 下面证明点 2=(0, 1>是可构作的.从图 4-1 可看出， 
点/^二⑺， VJ ), P : = (0, — 万)是可构作的，因为它们都在 C[Ai 
AJ ] DC [ A ( SA ] 中. 因此 艾轴乙!：/ 5 ,, P ,] 可以作出•最后 

z = ( 0 , 1 ) e up , ,p,] n cco . cm ]. 4 

在下面的讨论中，我们将 A 由地使用欧氏空间中任意的标准结 



果. 例如，每个角可用尺规二等分，即若 （ cosfl , sin (?> 是可构作的， 田 4 - 1 第一可构作的点 


期 ( cos 香, sin 音)也是可构作的 • 


定义复数 z = x + i ; y 称为是可构作的，若点（ 0 ：，： y > 是一个可构作的点. 


例 4. 45表明数1, -1, 0, iV 3, - iV 3, i 及一 i 均为可构作的复数. 

引理 4.46 复教 jr =: i :+ br 是可构作的当且仅当它的实部 z 与虚部: v 均是可构作的. 

证明若=是可构作的，则用一个标准的欧氏构作可画一条通过: y ) 的且平行于; y 轴的 
垂线.因为作为 L 和; r 轴的交点， （ i , 0) 是可构作的，从而 x 是可构作的.类似地，点 （0, 
是; y ■轴与一条通过点( X ，： y ) 且平行于轴的直线的 交点. P (. y , 0) 也是可构作的，因为它 
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是 r 轴与 C [0» OP ] 的交点.所以; y 为可构作的数. 

反之，假设: r 与 y 是可构作的数，即 Q =(: r , 0) 和 P =( y , 0>是可构作的点.作为; y 轴与 
C[Os OP ] 的交点，点 (0, y > 是可构 作的. 画出通过 ( x , 0>的垂线和通过 (0, y ) 的水平线，则 
< x , y ) 为它们的交点，因此(: c , : y ) 是一个可构作的点，从而是一个可构作的数._ 

记号用 K 表示 C 中所 有可构作的数组成的集合. 

定理 4.47 所有可构作的实數纽成的集合 Kf|R 是 R 的一个它的正元素在平方根下封闭 
的子城. 

证明 设 a , 6为可构作的实数. 

( i >- a 是可构作的.若 P ( a , 0>为可构作的点，則 （一 a , 0) 是 r 轴与 C [0; OP ] 的另一个 
交点. 

< ii)a + 6 和 一 a +6 是可构作的.如图 4-2 所示. 

假设 a , b 为正的. 令 J = (0, 1>, P =( a , 0), Q =(*. 1). Q 是可构作的，因为它是通 
过/的 水平线与通过 ( A , 0) [由假设知此点是可构作的]的垂线的交点.通过 Q 点且平行于 ZP 
的直线与: r - 轴交于点 SU +6, 0), 得证. 

若我们替换 P («, 0) 为 P '<— a , 0>,同样的方法可构作 一 a +6, 点（一 a + 6, 0>是 r 轴与 
[3571 通过 Q = (6, 0) 平行于丨直线的交点. 

( iii > a 6 是可构作的. 



明 4-2 a + 6 ffl 4 - 3 ab 


由 （ i >， 我们可以假定 a 和6都是正的.在图4 3中， A *( l , 0), B=(l + fl , 0>, C = 
<0, b ). 定义 D 为: V - 轴与通过 B 且平行于 AC 的直线的交点.因为三角形 AOAC 和 AOBD 是 
相似的，所以 

I OB | / | Q 4 | = | OD | / | OC |, 

因此 ( a + l>/l = (6+ | CD | >/6,从而 | CD |= a 6. 所以 6+ a 6 是可构作的. 由⑴得 一6 是可 
构 作的. 再由 （ H >, 躭有 ab=(b+aby 6是可构作的 • 

(^0若£|关0,则厂 1 是可构作的.如图 4-4 所示.令 A = ( l , 0>, S =(0, ti > 且了=(0, 1 
+ a ). 定义 B 为轴与通过丁且平行于 AS 的直线的交点，则对某个 u , B = (l + «, 0), 三 
角形 AOSA 与 AOTB 的相似性给出 

I OT | / | OS |-| 06 | / | Q4 I. 

因此 （ l + a >/ a =( l +«>/ l , 所以 “ =a 从而 l + fl 1 是可构作的，所以 （ l + r 1 〉一 Isa — 1 是 

可构作的. 
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( v ) 若 a >0， 則 A 是可构作的.如图 4-5 所示.设 A =( l , 0). P =( l + o , 0)»作 OP 的 
中点 Q . 定义 R 为圆 C[Ch QO ] 与通过 A 的垂线的交点.（右边的）三角形 AAOR 和 AARP 是 
相似的，所以 

I OA | / | AJ ? | = | AR | / I AP I , 

从而丨 AR 丨 ■ 




W4-4 o' 1 


4-5 




推论 4.48 所有可构作的教组成的集合 K 是 C 的一个 在乎方根下封闭的子域. 

证明若 *=<1 + «>和 w = c + U / 为可构作的，那么由定理 4.47, a , 6, c , d 是可构作的， 
所以 a , b , “ d ^ KDR . 因为 KHR 是 R 的一个子域，故 a ±6, c ±«/6 KnR . 因此由 
引理 4. 47可知 ( a + c > 士 i (6+ d > eK . 类似地， zw = ( ac ~ bd ) + Uad + bc ) ^ K . 若 *关0,则 
*-'-( a /* r )- KA / s ?). 由 z=a + i 6 €K 可推出？ = 因此 所以 K 是 C 的 

—个子域. 

若*=<»+访6«,那么由引理 4. 46可知 a , 66 KRR 和 P = a 2 +6 2 eKnR . 因为/•是非 
负的，所以我们有又2=以*. K 是 C 的子域， 所以 ^ cr iCK . 由每个角可以 
一.等分得 c iW 6 K , 所以 V ?= V ^ iM € K . 得 ■ 
推论 4.49 若 a , 6, c 是可掬作的教，«二次多項式的 ax 1 + fer+c 根也是可构作的數. 
证明由二次公式和推论 4. 48即得. ■ 

我们现在来给出可构作数的一个代数特征.回忆，若是一个域的扩张（即 A 为域 E 
的一个子域），£:可以看成 A 上的一个向* 空间. E 的维数记为 [ E « / k ], 称为 E // k 的次数. 
特别地，若 E /* 是.个扩张，是不可约多项式的一个根，则由命題 4.30 
有 [*(*> 1 = dim * (*(*)) = deg ( p >. 

定义一个2 -塔 指的是 C 的如下一个上 f 的子 城塔： 

QCOsFoGF, G … Sf.. 

其中对所有的有 [ F , * 一个复教 z 称为是 多重二 次的，如果存在一个2-塔 
CHOsFcGKQhSF , 使得 z 6 F .. 记所由多 f 二次的复教构成的集合为 P . 

我们从一系列引理开始，最后得到最终的结论定理 4. 54» —个复败是可构作的当且仅当 
它是多重二次的. 

引理 4.50 若 F /* 是一个域的扩张， 《(" F < 当且仅 S F =« u ), 其中是某个 

二次多項式 /( x ) e * l>] 的根 • 

证明若 [ F，*]=l， 则 F=*, 故对所有 “e*, F=*(«). 定义 /(■!：) = 若 [F，*]= 

2,则且存在某使得 《€< t . 由命题 4. 32,存在以 u 为一根的不可约多项式 /(*) € 
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* M . 又由定理4.31，2 = [F « *] = [F •*(!•)][*(«>» *]. 但由命题 4. 30, [*(«) » *] = 2. 
故 [F | A (“)]= l , 从而 F = t (“). 

反之，设 F =4 U >, 其中“为一个二次多项式的 一根. 若 /( h 在中可分 
解， 则 F =* 且 [ F « *]=1.若 /( or ) 不可约，則由命埋 4. 30, [ F < *] = [ F » *( u )] = 2. 

■ 

引理 4. SI ( i ) 所有多重二次的复数构成的集合 7 >AC 的在平方根下封闭的子域. 

( ii ) 复教 z = a + W , 其中 a , 66 R . 是多重二次的当且仅当 a 和 6 是多重二次的. 

证明 （ i ) 若 z ' eV , 則存在2-塔 — … ■和 CHOsFjGFlGmSft 且 

*6 F ., z ' eK . 又 [ F , « 推出巧其中 u , eF , 是某二次多项式 /,.( a:)e 

FwO ] 的根. 对所有的）有定义朽 = F ：( U |， 因为所以 
我们有巧-,=扣(《1,…， n - OCFlu , …， u ,)= fT -,. 所以 // o ^ eFT - iDc ] 且[朽： fT - i ]<2. 
因此 

Q <») = Fie …£ Kc … C Fl 

为一个 2 -塔.当然 f ： 的每个元都是多重二次的.因为/=：包含 Z , 〆 ，所以它包含 Z 和 2' 的和、 
积与逆.因此为一个子域. 

设 若 Q ⑴ ■ F < I C ； F I C ："， CF I1 是一个*足 的2-塔，则 Q («_) = &£&£!•••£； 

F , SF ,( V ^> 也是一个2-塔. 

( ii > 若 a , 6€ P . 则 z = a + i 6€7>, 因为 P 是包含 i 的 子域. 反之，设 Q («’> = F 0 SF , S".Q 
F . 为使得 *€ F .的2-塔.因为复共轭是 C 的一个 同构， 

_ 满足 aF ： 的2 -塔. 因此 s 是多重二次的，从而 a =|( z + i ) eT > fl 6=^(* — ？> ep . ■ 

引理 4. 52 设尸=^+必和 Q = c 十 W 是多 t 二次的. 

⑴ 若農线 L [ f >, Q ] 是垂直的 < c = a >, 則它的 方狂为 a := a « 若它不是4■直的 （ c # a >, 則它 
的方狂为 j »=» w :+ fl ， 其中 m ， g 是多重二次的. 

( ii ) B | C [ P « PQ ] 的方程为 （ ar — a )* + (>-«* = 〆 ，其中 a , 6, r 是多玄二次的. 

«明由引理4.51知 <1 ,6,<:,<^7 > . 

( i ) 若 UP , Q ] 不是垂直的，则它的方程为 jy-mi + g ， 其中 m = 9 = 

— ma +6. 因此 m ， q ^ V . 

( ii ) C [ P , PQ ] 的方程为（: r- fl P + (： y — 6 产= 〆 ，其中••是 P 到 Q 的距离，又<>,由 

引理 4. si , p 在平方根下是闭的，所以 r = v (. c - a y + u - byev . ■ 

命题 4.53 每个多重二次的数 z 是可构作的. 

证明若*67>,则存在满足的2-塔 Q ( D = F , GF , e … GF ,. 我们对 n >0 用归纳法 
来证明由推论 4.48, Fo = Q («)£ K , 故基础步骤 成立. 由于 F ,= F ,-,( u >, 其中 u 是二 
次多项式/⑴=/+&!+<：€ Hi ] 的一 个根. 二次求根公式告诉我们由推 
论4.48, K 在平方根下封闭，由归纳抿设 Fc & K , 所以 
KC/F^i^K. ■ 
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下面是我们一直在寻找的结论. 

定理 4. S 4 —个教是可构作的当且仅当 z 是多重二次的. 

证明由命题 4.53 知只须证明即每一个可构作的 z 是多重二 次的. 设有 
复数1，叫=~1， U>|， •••， w_=z 满足 性质： 对所有的_/>0，叫可以由 w。 ， W| ， …， Wj-I 
中的点构作而得.我们对用归纳法来证明《«_是多重二次的.因为 — 1是多重二次 
的，故归纳的基础步骤得证.由归纳假设，我们可设助，^^.，为多重二次的，下面 
证明为多重二次的.只须证明若 Z 是由 P, Q, R, S 构作而得，其中 P, Q, R, S 是多重 
二次的，则 2 也是多重二次的. 

情形 1 *6L[P, QDflUi?. S]. 

若 L[P, Q] 为垂直的，则它的方程是 _r = a ; 若 L[P, Q] 不是垂直的，那么引理 4. 52表 
明 L[P, Q] 的方程是 y=m：E+g, 其中 m， g € V . 类似地， L[R, S] 的方程是： r = c 或; y = 
m'x+p, 其中 w', peV. 因为这些直线不是平行的，所以解线性 方程： 

y—mx +q 
>=mx + p 

得*=為+匕 0 €1*[戶， Q]flL(R, S ). 因此 *=1 0 +〜。€7>. 

情形 2 z^LiP, Q]nC[l?, RS]. 

HI C[R» RS] 的方程为 (i—“> l + (;y — 》)*=〆， 其中 R=(“，t»>，S*<5. *). ^*=(«—*)*+ 
(. v - ty . 进一步由引理 4. 52 知，它的所有系败均在 P 中.若直线 L[P, Q] 是垂直的，则它的 
方程是 x=a. 若*=*。+ 卜€乙[1>， Q]nC[R, RS], W(x。一 “>*+(^—w>* =〆 ，所以; y。 是 
7^1>]上某二次多项式的根.从而 *r= a +i；y e e ^ 若直线 L[P，Q] 不是垂直的，則它的方程是 
y =* mx + q , 其中 m, q ^： V . 若 *=J：D+i>iei*CP，RS]， 则 （a%—v>* = 
( f . 因为： r» 是上某二次多项式的根，所以 X06P . 从而加 swu + geP 和 

情形 3 z6C[Ps PQ]nC[R; 及 S]. 

若 R=(“，t»>, S-(j, t), _CCR» KS] 的方程为(: r-“>:+(;y_v> l =y , 其中〆 =»(«-*>* + 
类似地，若 P=(a, W, Q=(c, d ), 則圆 C<P, PQ) 的方程为 (a—«>* + (；>>-«* =rS 其 
中 y = (『# + (xr-0 2 . 由引理 4.52, 它们所有的系数在 沪中. g* = aro + i;y 0 €C[P, PQ]0 
C[R, RS], 则展开两个圆的方程 即有： 

xj +yj +or 。+ 办 。 + y = 0 = X* 4-># +a r x t +f/yt + /. 

消去 xS+W 得到线性方程 Ax+py+vao, 其中 A, A«，v€P. 亊实上， Ax+/o>+»=0 是某直 
线 L[P', C] 的方程，其中〆，泛6沉例如，可取 P' = <0, -wV), Q ' = (,~ w / X , 0)], 因此 
点* reCCh PQ]nC[J?s i?S] 就是直线 L[〆，Q'] 与两个圆中的任一个的交点.用情形2中的 
论断可以证明 *€P. ■ 

推论 4.SS 若复數 z 可是可构作的， 到 [QU) | Q] 是2的方摹. 

注此推论的逆是不成立的.可以怔明存在不可构作的教 z 使得 [Q(*)|Q]=4 ^ 

证明由定理 4. 54和 4. 31即得. ■ 

注蒙荷 （ G. Mohr) 在1672年、马斯 凯罗尼 （L* Mascheroni) 在1797年分别独立地证 
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明了每一个可由直尺和圓规构作的几何构作，不用直尺也可 得到. 韩格百勒 （ Hungerbuhler 〉 

在《 美国数学月刊 ) (The American Mathematical Monthly， 101 (1994), 第 784 真 〜 

787 中给出了这个定理的一个闻草的证明. 

13621 经典的希腊问题中有两个是被万提斯 （P. L Wantzel) 在1837年解决的. 

定理 4.56( 万提斯） 仅用直尺与园规来倍立方体是不可能的. 

证明 e 这个问题就是游是否是可构作的问题.因为2是不可约的，由推论 4.5S, 
[Q(*> | Q] = 3, 但3不是2的方幂 . ■ 

多么稍巧的证明！本节开始时，我们就请求读者思考如何来证明不可能性.这里的思想是 
将可构作的这个几何问題转换为一个代数的论断，再证明若存在这个构作則产生代败中的 
矛盾. 

我教的班上有一位 沉浸于 科技持续发展的同学 问我： “是不是用直尺和圆规来倍立方永远 
不可能？”这个论断在字面上很淸 楚了： 永远不可能. 

定理 4. 57( 万 提斯） 仅用直尺和圓规来三等分 60 •角是不可能的. 

证明我们不妨设这个角的一条边在■^轴 t, 这样这个问埋就是 Z = cos20° + isi n 20。 是否 
是可构 作的. 若 z 是可构作的，那么由引理 4.46 知 cos20° 也是可构作的.推论 1.26, 即3倍 
角公式给出 cosSoskos’ar — 3coso. 令 a = 20°， 則 cos3a="|". 所以 cos20。 为 4:r 3 —3o • — ■的一 

个根. 等价地， cos 20° 为个根.因为在模7下 /(； c) 是不可约的 
(定理 3.97), 故 /UWZO] 在 QO] 中是不可 约的. 由定理 3.116(iv>[Q(*> | Q] = 3 .因 
为3不是2的方幂，所以 cos2(nft 不可构作的. ■ 

如果作图的规则放松，则任一角都是珂三等分的. 

定理 4.58( 阿基米德） 每个角可以用米尺和圓规三等分.其中米尺是_条在上面能标记 
1/ 和 V 两且点 I； 允许在一个圓上潸动的直尺. 

证明由于构作30% 60% 90°等角很 容易. 故只须证明可三等分任一个锐角„即可，因为 
若3/9=0，则 3(/J+30*>= o +90*, 3( 尹+60。）=(»+180•且 

画一个给定的角 <»=Z：AO£, 其中原点 O 为单位圆的圆心.取一把标有长度1的米尺，即 
在米尺上有点1/和V使得丨 UV| =1. 作一条平行于 Ef 的通过 <4的弦,适当放置米尺使得 
_ 弦躭& AU . 因为^是锐角，所以 U 在第一 象限. 固定 A 滑动米尺使点 L7 向下运动，则这米 
尺交延长的直径 EF 于某点X且丨 UX | >1. 像在图 4 -6中一样，继续沿着圆向下移动点17, 
保持 A 在滑动米尺上不动，直至米尺交 EF 于点 X = C(V 变成了； O. 

如图 4-7, 给各点重新标名，即使得1/=8且丨丑0| =1. 我们断言^ =ZBCO=j«». 因 
为0是八八00的外角，因此它是两个相对的内角之和： 

a = 


© 在19世纪早期向置空间的 绻数不 为人们所知.作为推论 4 .55的替代 • 万提斯 a 明了，若一个数是构作的， W 它 
是 QO ] 中某个次败为2的方幂的不可约多項式的根. 
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因为 AGAB 是等腰三角形 (OA 和 OB 是 半径〉 ，所以因此 

a = e + 

但户/十/9==2/9,因为它是等腰三角形 ABCO 的一个外角，所以 

o = 2/9+/?= 3/a ■ _ 

定理 4.59( 林 徳曼） 用 i 尺和固规表化圓为方是不可能的. 

证明这个问题就是能否构作_个正方形使得它的面积正好等于单位圆的 面积. 若正方形 
的一条边的边长为 z, 这就是问*_斤是否是可构作的.又 QU) 是 Q(v^> 的子空间.我们前 
面提到，林徳曼证明了 >^是(0上的）超越数，所以 [Q(n> « Q] 是无限的，由推论 4.25(H) 可 
得 [Q(V?> 1 Q] 也是无限的，因此 [Q(^> : Q] 肯定不是2的方幂，从而不是可构作的. 

■ 

下面结果的充分性是高斯在大约1796年发现的，那时他还是一个孩子(他后来写到，正是 
这个结果使得他下决心成为一个败学家）.他断言必要性也是对的，但在他所有发表的论文中 
没有这点的完整的证明.第一个发表的必要性的证明归功于万提斯，时间是在1837年. 

定理 4. 60( 离斯-万提斯） 设 p 为奇素数，《正 p •边 形是可构作的 当且仅当存在 t >0 使 

得 p =2 J ， + l . 

证明 只证明必要性，因为充分性见定理 5.41. 这个 问魎是 是否是可构作的.注 
意 z 是分圆多项式 t(z) 的一个根，由推论 3.103 知分圆多项式是次数为 f >- l 的不可约多 
项式. 

因为 z 是可构作的，所以/>一1=2'，对某〆由推论4.55>.因此， 
p = 2* + 1. 

我们来证明 s 本身也是2的方幂.否则，存在奇数 4>1 使得 * 为奇数推出而一 1为 
y + 1 的一个根.事实上，在 ZDr] 上有分解 

a :* + l = ( jt + IX **-'- x *-»+ x * _, - + 1). 

令 :r=2", 即得 p 在 Z 中的一个不可能的 分解： 

户= 2, + 1 = (2-)* + I = [2- + 1][(2-)*-' - (2-)*-* + C2-)*-’ -+ 1]_ ■ 

高斯直接地构作了一个正 17- 边形，这是希磨人十分羡慕的功绩.另一方面，由此得到用 
直尺和圆规是不可能构作如7-边、 11- 边或 11- 边等正多边形的. 
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形如 F ,=2** +1的素数 F , 称为费马* 数. 对可以证明 F •，是素数，事实上它 

们是 

3,5,17,257和 65537. 

接下来 t 的少量取值给出 F , 是 合数. 是否还存在其他的费马索数不得而知. 

_ 下面的结果是已知的. 

定理正 n - 边形是可构作的当且仅去 n 是2的方幂与不同的费马素教的乘积. 

证明参见何罗克 （ Hadlock ) 所著的 《Field theory and its Classical Problems 》 的第 106 页. 


-4.3 线性变换 

向量空间之间的同态称为线性变換. 

- 定义称函數为 一个线 性变換，其中 V 和 W 为城* 上的向量空间，如果对所 

有向量 u , 以及所有纯董 ★，有 

( i ) 7 X “+ v ) = T ( ii ) + 7 Xv > » 

Cii ) T ( av )= aT ( v ). 

我们称线性变接丁为非奇异的（或为一个同构），若丁是一个双射.城々上的两个向量空间 V 
和 W 是同构的，记为 Vgw , 若存在非奇异的线性 t 换丁 I V — W . 

我们将很快看到线性变换是如何决定矩 阵的. 推论 4. 73将证明非奇异的线性变换对应于 
非奇异的矩阵. 

易见线性变换了保持所有的线性 组合： 

T(aiVi + ... +<j_v_> = flilXw， > + … +a.T(w.). 

-* 例 4. 61 ( i ) 任一个向量空间 V 上的恒等函败 l v I V — V 是一个非奇异的线性变换. 

( ii ) 若: r « u — v 是非奇异的，则它逆映射 T " 1 I V — L ； 是一个线性变换且同样是非奇异 

的. 若和 s I 是线性变换， 則它们 的合成 Ti U - W 也是一个线性变换. 

若 S 和了都是非竒异的，则 S . T 也是，且(5，丁广 | = 7'- | ，5- 1 . 

( iii ) 设 V 和取 为域★上的向量空间，记 

Hom .( V , W ) = 的所有线性变换}. 

定义 S+T 为 S + T « wn > S ( v ) + r ( v >, 对所有的 定义 cT , 其中 为 cT « t ； h 

cT ( v ), 对所有的 x » eV . 例行的检验可以得到 S +丁 和 cT 都是线性变换，且 Horn , ( V , W ) 是 
(3661 域4上的一个向纛空间. 

( iv ) 设 A 是域灸上的一个* nXn 矩阵.易见由 T a ( x > = Aj : 定义的函数7\ 是一个 

线性变换，其中: r 是一个" XI 列向量， A _ r 是矩阵 乘法. 在命題 4. 64中我们将看到，对某个 
mX ” 矩阵 A ， 每一个线性变换都等于 T a . 4 

我们现在来说明如何构造线性变换 V — W , 这里 V , W 为域 / fe 上的两个向童空间.下一个 
定理指出，存在一个线性变换将基映为任一组向童.读者应该将此定理与定理 3. 33作比较. 

- 定理 4.62 设 V ,,…， t •为城4上的向量空间 V 的一组基•如果 W 是城 A 上的向量空闽 
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且 u,, … ， u, 为 W 中的一个表，則存在嘈一的满足对所有的 《• 有 T(.v i )=w i 的线性变换 
T * V — W . 

证明由定理 4.15, 每一个 we V 都可唯一地表示为 w = •.所以由 T ( v ) = 

给出的 T > V -* W 的是一个(定义良好的） 函数. 经过例行的检验可以得到丁为一个线性变换. 

下面来证明： T 的唯一性.假设 S « 为一个线性变换，且 满足： 对所有的 i 有 S ( t /,〉= 

Wi = T ( vi ). ^ 1/6 V ,則 且 

S ( w )= S ( Sa . t »,) = SS < a , w .) 

= Sa,S(vi) = Sa,T(vi) = T(v). 

因为 t / 是任意的，所以 S ~ T . ■ 

- 推论 4.63 若线性变換 S , T « V-*W 在一个基上的像相同，則 S = T . 

证明若切 ，…， u ■是 V 的一个基且对所有的 i , S ( Vl ) = T ( Vl ), 则定理 4. 62中的唯一 
性给出 s = r . ■ 

我们在定理 2. 65的证明中已经应用了此推论，定理 2. 65证明了一个正 n 边形的对称群是 
二 面体群 £> z ,. 平面的每一个固定原点的等距间构是一个线性变换（命题 2. 59>,因此它由它在 
组 线性无关的两个向量组成的表上的取值确定. 

线性变换很容易描述，像在例 4.61( iv ) 中一样，每一个这样的线性变换都是由矩 
阵的乘法而产生. 

-* 命题 4.64 如果 T | V •是一个线性变糗 ，則存 在一个 wXn 的《降八，使得对所有的 

W 有 

T ( y ) = Ay , 

(这里: y 是一个 nXl 列矩阵， Ay 是矩阵來 法）. 

证明设，, ，…， e. 是々■的标准基，厶是*"的标准基.规定 A =[ :化]是它的第 
j 列为 T ( q ) 的坐标表的矩阵.若 V 定义为 S (: y )= A ； y , » JS = T , 因为它们在一个基 
上的取值是相同的： T <. e t ) = ^ a . e'^Aet = 此为 A 的第_ /列. 

A 的唯一性由推论 4. 63可得，因为 A 的第） 列是 T (*,> 的坐 标表. _ 

设了《 V - W 为一个线性变换， X = w ,, v , 和 Y = w ,, …， 分别为的一个 
基.则 T 的矩阵由如下等式 而得： 

TCv,) — aifu>, + a zt JVi + ― + a„iW„ — yia a w.. 

这就是我们记 T (. Vi ) = 而不是了<%> = 的原因，这样显得更自 然些. 

例 4.6 S 我们来证^关于原点逆时针旋转少 弧度 的旋转 J ?, « R l - R ! 是一个线性变换. 
(在命题 2. 59中我们给出了 是一个线性变換的几何证明）.若我 们将记 等同于 C , 則每一个 
点可以写成 ( rcosfl , fsin «( 用极坐标的方式），这样我们就有公式： 

i ?*( rcos^，rsin 沒） = ( rcos (^ + ^)， rsin (^ + ^»)). 

记 R 2 的标准基为 e 2 , 其中 

ei = (1,0) = ( cos 0« sin 0) 及 e 2 = (0,1) Ccosx /2* sinK /2). 



因此， 


尺〆幻）= J^(cosO，sinO> = (cos^>»sin0) , 


R ^(. ez )= R ^( cosx /2 ， sinit /2) 

% =(cos(ir/2 + ^),sin(it/2 + 0)) 

= (一 sin 0« cos ^). 

另一方面，若: r 为一个线性变换且满足 

T(€|) = (cos^，sin0> 及 T(e*) = (一 sin 分， cos^) ， 

則应用余弦与正弦的加法公 式有： 

T(rcos0 f rs\nO)= rcosBT{t \) 4- rs\n0T(e t ) 

=rcos^(co8^»sin^> 4 - rsindi— sin^»cos^> 

=(r[cos^cos^» — sin^sin0], r[cos^sin 必 + sin^cos^]) 

=(rcos(^ + 0)，rsinW + 0)> 

* ^( rcos ^ trsin ^). 

_ 因此 & = T, 从而 f? ♦为一个线性变换. ^ 

下面是线性变换与矩阵间的联系. 

-• 定义设 X=W, ，…， T；, 为V的一个基，/ = «；,,…，％为 W 的一个基.若了 i v-»W 
为一个线性变換，則 r 的关于 x 和 y 的矩阵就是如下的 mxnft ■矩阵 A = [ a(j ]， 它的第 j 列 
th ” a 2 ,， …， 是 T ( w ,) 关于 Y 的坐标表， T ( t ; > )= a 1> u , 1 +-+ a ^ T < ；„. *阵八依賴于基 X 
和 y 的选择，我们记它为 

A = y[T]x. 

在 V = W 情形中，我们通常假定基久一巧，…， w ■和7 =叫 ，…， Wl < 是一 样的. 如杲 
lv « V — V 为恒等线性变换，则 x [ l v ] x 是 / iX ” 单位矩阵 /., 通常省去下标 n , 记为1=[办], 
其中 &是克 罗内克 （ KroneckerW 函数： 

_ 10,当)•尹“ 

^■( l ， 当 ）= .•• 

因此，/的主对角线上元索全为丨其余的全为 o. 另一方面，若 x 和 y 是不同的基，則!^]^：]* 
就不是单位矩阵了，它的列是 t； 关于基 y 的坐标表(此矩阵经常称为从 x 到 y 的过渡矩阵). 

例 4 .66设 v 是以 x = Wl ，…， t ； •为- 个基的向量空间， tf es •是一个 置换. 由定理 
4.62,存在满足对所有 i 的 T ( t ；,) = t », ( i > 线性变换 r • V — V . 读者可以证明， P , = ) t [ T ] x 是 
用 < T 置换单位矩阵的列而得到的置换 矩阵. 4 

例4.«7设4是一个域， t •带有通常的内积：若 V =( ai , …， a ,〉，“=(6,, …，则 
< t <， 定义，对所有的“， v € k ', 线性变换丁| / t *— «■的伴随 9 为满足 


的线性变换《 k "-* k \ 


e 4. 3 节中上有另一个伴 a 的极念 • 但与此観念无关. 
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我们从证明了•存在开始.设 £=〃,，•••， 〜是标准基.若丁•存在，则对所有的 i ,), 它 
不得不满足 

( Te it ei ) — (fj.T'ei), 13691 

但是若 «,+••• +<! 〆■，则由习题 4. 14知 （T*j， ei )= a r . 将此记在心上，我们定义对 
每个 h : T 十…+^〆,.由定理 4.62, 我们就定义了一个线性变換： T. 

若 A=[ ai ]= E [T] E , 则 T •的定义等式表明 e [T*] b = A t , 也就是，丁的伴随矩阵是 A 的 
转置. 

伴随的定义可以推广.若 T: V—W 是一个线性变换，其中V和 W 是带有内积的向*空间. 

則它的伴随为对所有的 vev, w€W, 满足（凡， u.)=(t», : Tw) 的线性变换: r * w—v. 4 
例 4. 68 (i> 在例 4. 68中，我们考虑 R*， 关于原点逆时针旋转4 «度的旋转. 

关于标准基的矩阵是 

狀] e =[ C _ 

L sinip cos0 J 

(ii> 此例表明对于给定的线性变换，其相应的矩阵可以不同.设了| 圮 -R 1 是关于原点逆 


时针旋转 f* 度的旋转.同 （i> 中一样， r 关于标准基 x= ei , q 的矩阵是 


x [ T]x 


[: -：]• 


表7=1*,，灼 J1— 个基，其中 v,=(4, 1) T , v, = (-2, 1) T 是行 向*. 我们通过将了 (奶） 
和 T (巧） 写成 ，巧的 线性组合来计算 y [r ] v . 而 


—G -：][：]=[•：]• 
->=[： '：]['：] [：；]• 


我们必须求满足 


Tivi ) *= 
Tivt ) = 


[-；]= 

[：；]= 


avi 4 - bvj 9 
cu\ 4 - dv t . 


的数 a ， 6， c ，《/. 

每个向量方程给出了一个线性方 程组: 


4a-26=-l 
a + 6 = 4 


[ 370 ] 


易 解得： 


4c— 2rf=— 1 
c-hd=-2 
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从而 



此计算在例 4. 75中将再一次看到. 螭 

例 4. 69对给定的一个线性变换 V - V 和 V 的一组基 X ,我们已经解释了如何建立矩 
阵 A = X [ T ] X . 现在我们将此过程反过来并证明如何从 A 上的一个 n x n 矩阵来构造一个线性 
变换. 

考虑矩阵 

■0 0 8 - 
C = 1 0 — 6 . 

•0 1 12 . 

为定义一个线性变换 r « a 3 — 只需对毎一个在标准基 E = ei ，办， o 中的向最々给定: r (色〉 
即可.用 c 的列，我们定义 

T(ei ) = ej *T(et) = ea *T(es) = Se\ — 6e 2 4 - 12e 3 . 

当然， C = £ [ T ] e . 

我们现在来 求了关 于一组新基的 矩阵. 定义 a , 而为 
x 0 ** ex tXi *» ( C — 2 /)ei » x * =* ( C — 2/) l ei . 

我们通过证明 < X > = V 来证明 X 生成显然， ei = x 0 €< X >, 而— 26=0—210, 
因此 

e t — 2xo +«xi € <X>. 

又一 々 Cq+Oieej — 4々+4 q ， 所以 

e s = x t -h 4ej — Aei 

=Xz + 4(2 x 0 + xi ) — 4 xo 
= 4 x 0 + 4 j | ^ < X >. 

在一个 3 维向置空间中，3个向量组成的一个张成 V 的表一定是一组基，因此 X 是 P 的一 
组基. 

矩阵•/ = x [ T ] x 是什么？用前面的方程，读者可验证 

T(aro)=2jr 0 + 文 1 

TCxi )*2 j | + x a 

T ( x ,) = 2 x ,. 

由此得出： r 关于基 x 的矩阵是 

2 0 0 ' 

J = 1 2 0 . ^ 

•0 1 2 . 

下面命«是定理 4. 62的一个解释. 
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— 命题 4.70 设 V 和 W 是域 A 上的向量空间， X 和 Y 分别是 V 和 W 的基.則由 

Th ^ y [ T] x 

给出的函数 

fix.y « Hom “ V , W ) - Mat …⑷ 

是一个向量空间的同构. 

证明首先我们来证明 Aor.r 是一个满射.给定一个矩阵 A， 用它的行来定义 W 中的向量. 
详细来说，若久二％， …， I；■和7 =坤， …， 则 A 的第）行是（％，•••， ) T . 定义 

由定理 4. 62知，存在满足丁 (v,〉= z ，和 y [T]x=A 的一个线性变换 r: V—W. 
为证 i/ix.y 是一个单射，假设 y[T]x = A = y [S]x. 因为对所有）， A 的行决定了： r(%) 和 
5(巧>,由推论 4. 63知 S=T. 

最后，我们来证明是一个线性 变换. 因为对所有的尸 S +了 的第）行是 （s+*r> (巧）= 
S(t/ ; ) + T( V> ), 所以我们有；1以（5+丁）=舛.7(5)十; ix. y (: D. 类似的论断表明 ；ix.y(cT) = 

下面的定理表明了矩阵乘法定义的 出处： 两个矩阵的乘积是两个线性变换合成的矩阵. 

- 定理 4.71 设 T * V — W 和 S : 为两个线性 交换. 取 V 的一组基 …， x ,, 

W 的一组基7= : y ,， …， y •和 （ J 的一纽基，則 

zlS • T] X = ( z [ S ] y )( y [ T ] X ). 

证明设 y[T] x = [%]， 这样 TXjtP = 乏]〜 y,.r[S] y = [6 V ] ，这样 S(3V> = 互]则 

p « 

(S . T ) Ci ,) = SiTU ,)}= s ( 卢） 

p 

- 2 a * i S( >» ) - 2 2 a » 6 ** i = S c «*，， 

• p « • 

其中，〜 = •因此， 

: [s • T] x = Cf ^] = (* CS ] r )( y [ T ] x ). ■ 

推论 4.72 矩阵的来法满足結 合律： A ( BC ) = ( AB ) C . 

证明设 A 为一个矩阵， B 为…个 nXp 的矩阵，而 C 为一个 pX 9 的 矩阵. 由定理 
4. 62 知，存在满足 C =[： T ], B =[ S ] 和 A = [ R ] (为使证明不杂乱，我们将记号中的基省 略：我 
们记为[丁]而不是 v[T] x > 的线性变换 


则 


[J? • (S • T)] = [J?][S • T] = [J?]([S][T]) = A(BC). 


另一方面， 

HR • S) • T] = [R • S][T] = (CR][S])[T] = (AB)C. 
因为函数的复合满足结合律， 


r • (s • r> = a? • s) ♦ r. 


國 
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所以 

A ( flC ) = [ R -( S . T >] = [( R . S >. T ]=( AB ) C . _ 

我们也可以直接 BE 明推论4_ 72:巧妙地处理求和，但与线性变换合成的联系是矩阵乘法 
满足结合律的真正原因. 

推论 4.73 设 V—W 是城 4 上向 量空闽 V 和 W 的_个线性变換， X 和 y 分别是 V 和 
W 的基.若 T 为非奇异的且 A = V [ T ] X , « A 是一个非奇异的矩阵且 
x [ T-']v = A * 1 = GW 1 . 

反之，若对 V 的某组基 X 和 W 的某组基 W , A = y [ T] x 是一个非奇异的《阵，則丁是一个非 
_ 奇异的线性变换. 

证明 

/ = v [ lir]y - ( y [ T ] x )( x [ T -'] y ) 

和 

/ = Jt[lv]X = (xCT-'DyXvCTDx). 

因此， x [ T-']r = ( vCT ] x ) _, . 

设是一个满足 BA=J = AB 的矩阵.同在定理 4.62 中一样.存在满足 S (力> = 
的唯一一个线性变换 S | W — V . 由 B 关于基 y 和； f 的矩阵的定义，我们有 B = 

P 

x [ S ] y . 因此 • 

I = BA = *[ S] r y [ T]x = *[S • T ] x . 

从而对所有的；有 ( S * 7)(：^ = /1.=4, 故 S « T =1 V . 应用 / = AB , 类似的论断可以证明 
T - S = l w . 我们得出结论 T 是一个双射，因此它是一个非奇异的线性变换. ■ 

下面的推沦确定了从同一个线性变换而得的所有矩阵. 

- 推论 4.74 设了| V— V 是城走上向量空 W V 的一个线性变换， X 和 7 分别是 V 的基， 
則存在_个元素在*中的非奇异的《阵尸，也就是 P = y [ l V ] x , 使得 
y [ T]v = P ( xCT ] x ) P -'. 

反之， SB = PAP 、 其中 A , B 和 P 是元素在 A 中的矩阵， P 是非奇异的，則存在一个线性 
变换 ： Ti 和 r 的基 X 和 V 使得 B = y [ T ] r 和 A = X [ T ] X . 

证明第一部分由定理 4. 71和矩阵的结合律 可得： 

yCT]y = v[lvTl v ]y = (v[lv]xKx[r]x)<*[lv]y). 

记 P = r [ lv ] x . 注意推论4.73给出了尸“ | =»[^. 

为证明逆命题，设£=*,， …， 为 A •的标准基，定义 Ti •为 r (~)= A e > (记住， 
k ， 中的向 ii 足列向*,所以 A e > 是矩阵乘法）.因为是 A 的第 j 行，所以我们有 A = 
e [ T ] e . 定义一个表 Y = yi , …，： y ,， 其中: y ,= P M e > ，即， Y 中的向童是 P 1 的列向量. 

我们来证明 ysP -' e " …， P - e . 是的一 个基. 若、= 0 ,则产(2>,*, ) = 0 . 

/ > 

_ 在左边乘上 p 得到 Yi a . e > = 0 ,标准基的线性无关性给出所有士 = o . 因此 y 是线性无关的.为证 
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明 y 张成取■•又故 e 00 . 从而 y 是一个基. 
现在只剩下要证明 B=v[7S, 即 TC^)= J ^ b . y ,, 其中 B=[6 S ]. 

T(yj) = Ayj = AP-'e t = p-'Be, 

= p ~' = 2 *« p ' ，ei = _ 

- 定义城上两个 nXn 矩阵 A 和 B 称为是相似的，若存在 A 上一个非奇异的矩阵 P 使得 
B=PAP~'. 

推论 4. 74说两个矩阵是相似的当且仅当它们是从向 量空间 V的同一个线性变换而得的矩 
阵（由基的不同选择而得).例如，在例 4. 69中，矩阵 C 和/是相似的.第一个矩阵 C 是从一 
个线性变换 r | P 关于标准基£而得的，即 C= e [T] e . 在例子中，第二个矩阵 J 是从该 
线性变换关于基 x 而得的，即 j= x [r] x . 

例 4.7S 我们现在来简化例 4. 68(H) 中的 计算. 网忆到我们已经有 R z 的两 个基： 标准基 
E=fi . 和 F^tn，V2， 其中 [|],巧=['^]及线性变换7'«记-记，关于原点逆时针 


旋转 f 弧度的旋转.其矩阵为 


过渡矩阵为 

和 


因此， 


W :]. 

P -= E C 1], = [J ~\] 


1 厂 1 21 

p = , ci ] E =- E ci ]- r ' = T [_ 1 J . 


f [ t] f = p e [ t ] e p - = l 5 7 ]. 


这与 4. 3 节中的结果一样. 4 

如 J5! 群同态和环同态一样，我们可以定义线性变换的核与象. 

定义 设 T * 是一个战性交換 ， W 丁的核（或零 空间） 梘定为： 

kerT= {v ^ V t Tiv) = OK 

丁的象规定为 .• 

imT= Iwe w : 存在某个 ve v 使得 w = T(v)>. 

同例 4. 7(ii) 中一样，一个元素在域♦中的 mX” 的矩阵决定了一个线性变换 T A * 舻， 
也就是 T A ( ： y> = A ： y, 这里： y 是一个 ”X1 的列向最. T A 的核为解空间 So/(A> [参见例 4. 3 
(iv>], 的象为行空间 Col(A). 
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下面的命埋的证明是直接的. 

命题 4.76 设了： V—W 为一个线性变換. 

( i>kerT 是 V 的一个子空间，而 imT 是 W —个子空间 ■ 

( ii)：T 是单射当且仅当 kerT ={0>. 

我们现在可以给出推论 4. 20的一个新 证明. 推论 4. 20说，域上的 r 个方程 n 个未知量 
的齐次方程组有非平凡的解若 r < n . 若 A 是此方程组的 rXn 的系数矩阵，则是 
一个线性变换 ： T « 若只有平凡的解，则 kerT ={0}, 因此 K 与子空间 imT £ F 间构， 

这与推论 4. 25( H ) 矛盾. 

引理 4.77 下列 关于线性变換 TiV—W 的论断是等价的. 

( i ) T 是非退化的（即丁是一个同构）. 

( ii ) 对 V 的每一个基 X , 我们有 7 XX ) 也是 W 的一个基. 

( iii ) 对 V 的某一个基 X , T < X > 是 W 的一个基. 

证明 （ i )=>( ii ). 设 X = Vl ，…， v ■为 V 的一个基.若 Sf , TU _> = 0, 则 T ( Sc , tO -0, 
所以 Sc , t ;, ek « T = U 0, 因此 2 c , Wi =0. 因为 X 是线性无关的，从而对每一个/有.若 
w € w , 因为了为满射，所以存在 vev 使得 w = r ( t ；). 但”=2«,1»..,所以 w = r ( v ) = 
TCSa ^. O - Sa . Ttv .). 因此 T ( X ) 为 W 的一个基. 

< ii )=>( iii ). 显然. 

< iii )=>( i ). 若 因为 Tb,〉， …， W 的 —- 组基，故 《•■= Sc , T ( w _.) = 

T (2 c ( t / ( ), 所以： T 是一个 满射. 若 Scv . ekerT , WSc , TU >=0. T ( v ,), •••, r (%> 的线性 
i _ 无关性推出所有的 q =0 .因此 2«: 冲 =0, k « T ={0}. 从而丁是一个 单射. ■ 

- 定理 4.78 若 V 是城 A 上的 n 維向量空间，« V 同构于 V . 

1 证明取定 V 的一 •个基 w >. 设 e ,, …， 为 P 的一个标准基，由定理 4.62 知， 

存在线性变换 Ti V — P 使得对所有的；有由引理 4. 77知， T 是非退化的. ■ 

定理 4. 78不仅仅告诉我们每一个有限维向童空间本质上是我们所熟悉的 n 元有序元索组 
构成 的向量 空间，而且吿诉我们 V 的基的选择等价于对每个向量其坐标的选择.人们想自由 
地改变坐标，因为对给定的问埋通常的坐标有可能不是最方便的，读者也许注意到（在微积分 
课程中）旋转轴的采用可以简化二次曲线的方程. 

- 推论 4. 79 城 A 上的两个有限维向量空间 V 和 W 是同构的当且仅当 dim ( V > = dim ( WO . 

证明假设存在一个非退化的线性变换 T • V -* W . 若 X = ，…， 队是 V 的一个基，则 

由引理 4. 77可知， T ( w ,), T ( t ；,> 是 W 的一个基.因此 dim ( W )= | X 丨 = dim ( V ). 

若 ” = dim(VO = dim ( W ), 则由定理 4.78 可知，存在同构了《 ■及 S : *■. 从而 

合成 S 1 • T * 是非退 化的. _ 

- 命题 4.80 设 V 是城 A 上的一个有限维向量空间， dim ( V > = n , 了> V — V 是一个线性变 
换.下列论断是等价的. 

( i > 丁是一个同构 • 

( ii ) T 是一个满射. 
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是一个单射. 

注将 此命题 与习题 2. 13的鸽襄原理作比较. 

证明 （ i )=>( ii >. 此推理是显然的，因为同构是一个双射. 

( ii )=>( iii ). 假设： T 是一个 满射. 若 Xst ；,, …，1；■为 V 的一个基，我们断言了（；0 = 

T (. Vl ), tu ) 张成 v . ^ mev , 则 T 的满射给出 KV 使得 TO = r ( w >. 又 t »= ，对 

某些纯6 «，故 w = T ( x »> = 因为 dim ( V > = n , 所以由推论 4. 42得出 T ( JO 是 

V 的一个基.引理 <1.77 说 T 是一个同构，故丁是一个单射. [^771 

( tii )=>( i ). 假设 T 是单射.若 X = w ,, •••, V. 为 V 的一组基，我们断言 T ( X ) = 

T (切），…， TXk .) 是线性无关的.若 I ： c , T ( w .■)-=(), 则 T (^： c . Tv ,)=0, 故 2 qt », € kerT = 

(0). 因此 fox /,=0. X 的线性无关性给出 Cj = 0, 从而 T ( X ) 是线性无关的.因为 dim ( V )- 
n , 由推论4.24得出了(；0是7的一个基.引理 4. 77说了是一个同构. ■ 

称线性变换 T « V - V 是奇异的若 T 不是一个同构，即了不是非奇异的. 

推论 4.81 设7是_个有限堆向量空间，丁 • V — V 是一个线性交糗. T 是奇异的当 JL 仅 
当存在_个满足 t ( v )= o 的非零向量 V ev. 

证明若丁是奇异的，則由命埋 4.80 得 kerTVMO }. 反之，若存在一个满足 T ( t <) =0的 
非零向量 t ^ V , 则 kerT 尹 { Oh 从而7•不是一个 同构. _ 

此推论说一个具有奇异的系数矩阵 A 的齐次线性方程组 Ax = 0 总是有非平凡的解. 

回忆元索在域 A 中的一个 》 X ” 的矩阵 A 是非退化的，若存在一个含有域 A 中的元索的矩 
阵 B (它的逆)使得 AB = I ^ BA . 下推论表明 ••单 边可逆”就足够了. 

推论 4.82 设 A 和 B 是元素 在城*中的” Xn 的 任阵. 若 AB = f , 則 BA = 7. 从而 A 是 
非奇异的且 B = A _I . 

证明存在满足 x [ T ] x = A 和 X [ S ] X - B 的线性变换 T , S » 其中 X 是标准基.在 

此证明中，我们将 xlIrL 简记为 [ T ]. 因为 AB =/, 由命题 4. 70， 

[T • S ] = [ T ][ S ] = I = [1*»]. 

因为 I'M [丁]是一个双射，由命题4.70得出7'.5=1»-.由命埋 2.9, T 是一个满射， S 是一 
个 单射. 但命题 4.80 说了和 S 都是同构，所以 S = T 'R T • S -1 .--S - T . 从而7 = 

[ S . T ] = [ S ][ T ] = BA , 得证. ■ 

命題 4.83 设 r « v — W 为一个线性变換，其中 V 和 W 是城 A 上雉教分則为„和；„的向 
量空间 .W 

dim ( kerT ) + dim ( imT ) = n . 

证明选择 kerT 的一个基《:，…，“，，并通过添加 向量叫，…，叫将之 扩充为 V 的一 
个基. 因为 V 由表“ • ，…， “,， ui ] ，…， w , 张成，子空间 imT 由表 TCu ,), …， T ( u ,), [3781 

T( Wl )，•••， 张成. 而对所有的 《 •有 T ( iO = 0 , 因此 imT 由更短的表穴叫），…， T ( w ,) 

张成.因为 dimaerT 〉，/* 和 p + 9 = ”，故只须证明>,…， T ( w ,) 是一个线性无关的表 
即可. 



若 cKu/i > + … 则了 (qwi +… +c,w,)=0， 即， qwi + m+qxt^ekerT. 
因此存在 A ，…， ：使得 

Ci xvi 4 - ••• 4 - c,w, = a!ii, + ••• 4 - a p u p . 

因为 A ，…， w” 训， …， 是 V 的一个基，它是一个线性无关的表，所以 0 = q 
(当然0=4*| ==^"=a，>. 从而 T(w 丨〉，…， T(w,)S imT 的一个基且 dim(im*n= 穿 • 

- 推论 4.84 设 A 是在城 ▲ 中的一个 mX/i 矩淳. 

(i) rank(A)=dim(imT A ), 其中： T A * ▲•一是■由 T A Cr>=Ar 定义. 
<ii>rank(A)= B dim(Col(A)). 

(iiOrank(A) = rank(A T ) ，即， Row(A) 和 Col(A) 有相同的维数. 

证明 （i) 由定理 4. 43秩-零化度定理， dim(Sol(A)) = n —rank(A), 也就是 rankM〉 322 ?!— 
dim(SoKA)). 但 kerT A = Sol(A). 故由命题4.83， d»mCimT A ) — n—dim(Sol(A)) = rank(A). 

(ii) imT A = <T A (ei), •••* T A (^«)> = <Aej» ― • Ae,>=Col(A). 

(iii) 由定义， rank(A>=dim(Row(A)) ，而阳1^(八） = 出01((301(為））在（“>中已证. ■ 

- 定义设V为城4上的一个向量空间.所有非奇异的钱性变換 V—V 组成的集合称为一般 
线性群，记为 GL(V>. 

线性变换 S 和 T 的合成 S»T 也是一个线性变换.若 S 和丁都是非竒异，则 S*T 也是非 
奇异的.进一步，一个非奇异的线性变换的逆映射还是非奇异的.由此得出 GL(V) 以线性变 
换的合成作为运算构成一个群，因为函数的合成总是满足结合律. 

- 定义元素在城▲中的所有非奇异的 /iXfi 的矩阵构成的篥合记为 GU», 灸〉. 

易证 GL(n, U 以矩阵的乘法作运算构成一个群. 

13791 基的选择给出了一般线性群与非奇异的矩阵群之间的同构. 

- 命埋 4.8S 设V为域々上的一个 n 维向量空间， X = …，％是V的一个基.則由 

T 卜 ►xCTlx 定义的« GL(V)-^GL(«, 走）是一个群同构 • 

证明由命® 4. 7 o , 函败 * rH>[T]= x [r] x 是向貴空间 
Hom 4 (V*V) Mat.(A) 

的一个 同构. 进一步，由定理 4. 71,对所有的: T, S6Hom*(V, V), /i x ,x(T • S> 二岬 . X CD 柙. X (S>. 

若丁 €GL(V), 则由推论4.73,内^(丁）=^[7^是一个非奇异的矩阵.因此，若户是 
Aix.x 的限制，则/!» GL(V>—GL(n, 灸)是一个单射 同态. 

现在只剩下 证明; /是一个满射了. 因为冲 .x 是满射，所以若 A6GL0i, 则有某 T«V~*V 
使得 A= X [T] X . 只须证明 T 是一个同构，因为这样的话就有: T€GL(VO. 因为 A 是一个非奇 
异的矩阵，所以存在矩阵 B 使得 AB = /. 又有某 S: V-V 使得 B = x [S]x， 且 
/ix.x ( T • S) = a / x . x <T)^ x . xCS ) = AB = I = /<x.xUv). 

从而， T*S=lv. 因为 pxj 是一个单射，所以由推论 4.82 有 TeGL(V). _ 

一般线性群的中心很容易 确定； 现在我们来推广习埋 2. 84. 

定义线性变换 T * V - V 称为是一个纯置变换，如果存在使得对所有的有 
T(.v)=cv, 即 T=cl v . —个纯量矩阵是一个形如 c7 的矩阵，其中 eg 々且7是单位 矩阵. 
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纯量变换丁 =dv 是非奇异的当且仅当 c 关 0( 它的逆映射是 r ' lv ). 

推论 4.86 解 GL ( V ) 的中心由所有的非奇异的純量吏換组成 • 群 GUii , 走）的中心由所有 
的非奇异的纯量矩阵组成. 

证明若: T6GUV) 不是纯釐变换，则存在使得 TXv) 不是X；的纯量倍.当然有 z ^ O . 
我们断言我们知道 T ( v ) 不是 v 的纯量倍.若对有 V = 则除非 t；= 

0), 所以丁(奴)=^、，矛盾！因此由习题 4. 知， v, r(i；) 是一个线性无关的表。由命 
@S 4. 22,可将之扩充为V的一个基X；, T(v >, 吣，易见 v, v+TXv), u 3 ，…，〜也 
是 v 的一个基，所以存在一个非奇异的线性变换 S 满足 s(t；)== v , s(:r(tO>=t；+r(t；) 且对所 
有的1有 s(*o=i^ 注意 s 与 r 是不可换的，因为 sixv)=i；+7Xv >, 而 * rs(t；) = T(t；) •从 
而 T 不在 GL(V) 的中心内. 

若 /«G，H 是群 G 与//之间的一个群同构映射，则 /( Z ( G 》-= Z (//). 易见，若了= 
civ 为一个纯量变换，则对 V 的任意一个基％， …， V ,, x [* TL 在 GL ( ti , 的中心内.由于 
对所有的 | •有丁 (认)》功， 故 x[T]x=cJ 是一个纯貴 矩阵. ■ 

习題 

H4.32 判断对锚并说明理由. 

Ci> 每一个线性变换 V— V,其中V是 R 上的一个有限维向量空间，可用无数个矩阵来表示. 

(ii>R 上每一个矩 PV 撺相似于尤敢个不同的矩阵. 

<iii) 若 S 和 T 是乎 HiR : 上的线性变换，且它们在两个非零点处相等，則 S-T. 

(iv> 若 A 和 B 是 /iX” 非奇好的矩阵， W A + B 也是非奇异的. 

(v> 若 A 和 B 是《乂11 非奇沣的矩阵、也是赛奇异的. 

(心设4是一个域，則 

{A € Mm.(A) * Ab « fiA, 对所有的 B 
是 Mai a U) 的丨堆子空间. 

(vii)R J •.所有 3X3 的对称矩砗构成的向置空间同构于由0及所有满 M dcg(/)<5 的 /(deRLr〕 组成 
的向蹶空间. 

(Viii> 设X和 y 是域 * i •.有阳维向最空间V的基， JU y [W]x 是单位矩阵. 

(ix> 由 A—A T 给出的变换非退化的线性变換. 

(龙>设V是所有连续函数/， [0, 】]— R 组成的向置 空间. W 积分 /—£/(x)dxft— 个线性变换. 

4.33 设 K 是一个域，多项式环7 =是0]被视为*上的向置空间且 K = <1, * r , 夕 •…， />. 由习題 4.8, 
我们知道： = h X *, …， /是7的一个基. 

(i> 证明由 T(/<jO)»/(：r> 定义的徽分 T* 是一个线性变换且求微分的矩阵 A= Xa [T] Xl . 

(ii) 证明由 S(/)- £ /(Odf 定义的积分是一个线性变换且求积分的矩阵 A= X4 [S] X ,. 

4. 34设，€民，是相应的置换矩阵 （秦见 例4.66>，试证/ > m =P t . 

•4.35 设 V和 W 为域★上的向量空间.设 S, T* 为线性变换 • 

(i> 若V和 W 是有限维向貴空间，试诬 

dim(Hom*(V,W)) = dimC'OdixnOIO. 

(ii) 域 A 上向置空间V的对 铒空间 V’定义为 
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V * Honu(V，*>. 

若 ，…， ％ 为 V 的一个基， 定义衣 •…， 在 ,6 V •为 


试证杰， … ，么为 V ■的一个基（称为由巧 ，…， v ■而得的对僳 甚）. 

( iii ) 若 dim(V ) = »»• 试证 V ^2 V . 

•4.36 ( i ) 若 s * v —— w 是一个线性变换， / ew . W 合成是落在 V •中 的. 试证由 S _ * / h -> 
/• S 定义的 W - V •是一个线性变换. 

( u ) 设 x -切，…，％ 和 y -叫，…， u ; ■分別是 V 和 W 的基. 记它们的对偶基分别是 X •和 W (见习 
a 4. 35). 若 V — W 是一个线性变换，试证 S •的矩阵是一个转置矩阵： 

*• lS m ]y - ( r [ S 3 x > T . 

注下面是值城在函數的定义中是必要的主要原因.我们刚刪看到，每一个线性变 
换 S : V - MV 定义了一个线性变換: V ，其定义域为 W ' 因此改变 S 的 

值城就改变了 S •的定义城，故 S •以一种根本的方式改变了.我们得出结论，函数 
的值城应该是*教定义的核心部分. 

4.37 (0« 定义 d * t ( A)-«d — fee . 给定一个系败在一个域中的一个线性方程组 A ： fO , 

or + Ajy =» p 
cr + 办 ■ 

试证方释组存在唯一一个解当 R 仅当 d e t < A )9 tO . 

( ii > 设 Vft — 个向置空间，切 ，巧 是其一个基.定义 T « V — V 如下 * T{v l )=-av l +bvt 及： 
c^ -Vdvi. 试证，7*是一个晷奇异的线性变操当且仅当 deUx [ TU 尹 0. 

•4.38 设 I ；是向量空间 V 的一个子空间 • 

< i ) 试证由 vH ^ v + l /瘸 定的自然映射—个线性变换 • 其核为 I ；.(商空间在习題 4. 16中 
有定义 .> 

( ii > 叙述并 i £ 明向置空间上的第一网构定 a . 

4. 39设 * 是一个域， P 是4的非零元索构成的乘法群.试证 del : GL (2, 是一个满的群 同态， 其核 

为 SL (2, A ). 由此得出结论 SL (2, 4>< JGL (2, 4) 且 GL (2, *)/ SL (2, k^k x . 

H 4.40 设 V 是域 4 上的一个有限雄向量空间， S 是 V 的所有基构成的族.试证 B 是一个传递的 GUV 〉 •集. 

4.41 回忆到，若1/和 W 是向置空间 V 的子空间，且满足和則称以是 V 的直和项， 
W 为 I ；的补.在习埋 4.20 中我们#到，有限维的向置空间的每个子空间都是一个直和项. 

( i ) 设 a ) * a € R ). 求1/在 R 2 中的所有补. 

( ii > 若 t / 是有限维的向置空间 V —个子空间，试 i £ L 7 的任意两个补是闻构的. 

M .42 若 A 是一个 mXn 的矩阵，£}是一个 pXm 的矩阵，试证 
rank(BA) < rank(A). 

4. 43设 R * 具有通常的 内积： 若 v ( a ,， …， a .). «!■(&••••， 6.). 則 （ ti ，«)— a ,6| + — + a ,6». 

0>线性变换 17* 记― R •称 是正交的若对所有的 V ， w 6 R '. O / v , UwXv ， w >. 

试证，每一个正交的线性变换都是非奇异的. 

( iiU •的正交基是满足下性质的基 V ,， …，％ 
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( t % tVj ) = 馬， 

其中（功，巧）是内积，夂是克罗内克 d 函败.例如，对通常的内积，标准基就是一个正交基. 

试证，一个线性变換 U * R -— R •是正交的当且仅当1；(巧），…， U ( tO 是一个正交基若功 •…， 仏 
是一个正交基. 

( iii ) 若 w € R -， V *，•••， v ■是一个正交基，則 2 fiMi * 试证 tO . 

i-i 

4. 44 设 C；i R •是一个正交的线性变换， X * v ,. t ；. 是一个正交基.若 0* X [ U ] X , 试证 « O t . 

(矩阵 O 称为一个正交矩味). 

4. 45设 A 是一个 《 X » f 的实对称矩阵. 

( i > 举一个非奇异的矩阵的 P 例子，使得是非对称的. 

( ii > 试证 OACT 1 是对称的，对每一个实正交矩畔 O . 

-4.4 特征值 

我们来引人方阵的行列式，并用它们来研究矩阵的可逆性.此节中几个重要的结论将直接 
给出而不给出证明. 

一个 nXn 的实矩阵 A =[%] 的行列式通常的定义，尽管它不优美，为： 

detCA) = 2 •••«#<»>.«. 

* €S - • 

回忆到 sgn (( x > = 士1:若 a 是偶 * 换，则它取+ 1>若 j 是奇置换，则它取 一 L 项〜 

知^只有一个因子来自 A 的每一行，因为所有第一个下标都是不同的^也只有一个因子来自 
A 的每一列因为所有第二个下标也是不同的.我们经常称此公式是行列式的完全展开式.由此 
定义我们看到， det ( A ) 的公式对元索在交换环尺中的 nX ；! 的矩阵 A 是有意 义的. 

考虑行列式的另一个方式是将之看成一个函数 

D = D . * MmJR ) — 

公理化一些合乎需要的 D 的性质后，人们证明这些性质刻化了 D . 接着人们证明这样的函数 
D 存在. 视一个 tiX/i 的矩阵八=[七]不是由； I 1 个元索，而是由它的行构成的表奶，…， 〜， 
其中印 =( 如， •••，〜）€/?•. 因此 D : PX … Xi ^— 其中 有”个 K _ 因子. 给定任一个” 
元变量的函数，通过固定其中每组 n — 1个变董，我们可以构造 n 个一元变量的函数.更详细 
地，对每个 !•， 给定 ai 存在函数4 其定义 如下： 

dfifi) = D(ai » — tfitam ，•••，<*■>• 

当然，此记号太简化了，它依轅于 D 和其余行构成的表 a | ，…， i ,， …， 

— 定义设尺是一个交換环，视元索在尺中的 ” Xii 鉅阵 A 为它的行构成表 * A = ( a », ―, 
«.). 一个 hXii 的行列式函数是一个满足下性质的函數 D : Mat〆 尺 

( i ) £> 是交 替的： 若 A 的两行相等，到 D ( A )=0, 也就是若則 D( ai ，…， 
) = 0. 

( ii ) D 是多重线 性的： 对每一个表奶， •"• ，由•(兵 > = 0(^ ，…， ai-i，fi， av+i ， …， <!_〉 

给出的函數忒 《 R-—R 滿足 

d,Cfi-by) = dSfi) +4(y) ， di(cfi) = cd 八 fih 
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对所有和所有卩， yeR-t 

[384] ( iii ) D ( e ,. «?.) = ]. 其中 e ,， …，^ •是标 准基，也就是若 f 是单位矩阵，則 D (7) = l . 

可以证明，对任一个行列式&數 D , 有 


和 

D(AB) = D(A)D(B) 

(1) 

D ( A T ) = D(A), 

(2) 

其中 A T 是 A 的转置矩阵. 

进一步可以证明， D(A> —定等于完全展开式， 

因此若 D 存在则它 


是唯一的.更准确地，对每一个存在至多一个行列式函数 D : 

试图去证明由完全展开式定义的函数 D : Mat .( R )- R 是一个行列式函数看起来是奄无希 
望的.我们不是那样做，而是对进行归纳来证明行列式函数的存在性.若 A = [ a „] 是一 
个 1 X 1 的矩阵，定义对于归纳步，假设存在一个定义在 R 上所有 
的矩阵上的行列式函数 det (必然唯 一>. 对任意固定的《_,定义 

D ：< A ) = $<- 1 广〜 „ det ( A 4 >, (3) 

其中及,>表示划去 A 的第 i 行和第）列而得的的矩阵 • 

- 定义 公式 （3) 称为 det ( A > 在第 I •行的拉酱拉斯展 开式. 

对每个；， D ? 是一个行列式函数的证明相当长（例如，参阅科提斯 （ Curtis 〉 的 《线性代数》 
(Linear Algebra ). 此书考虑的是 K 为域这一特殊情形.至于任意交换环悄形的证明是完全不 
同的，其中砬用了“外代数”的理论.请参阅本人的书<高等近世代数 卢〉. 因为对每一个 i , 在 
第^ 行的拉 普拉斯 （ Lsplace ) 展开式是一个行列式函数，由行列式*数的唯一性可推出行列式可 
应用在任一行的拉普拉斯展开式的计算.进一步，由干方程 （2) 可写成 det ( A T > = deKA ), 由 
此推出 det ( A ) 可通 过任一 列的拉普拉斯展开式来计算（因为转 H 将行，列对换了）.拉普拉斯 
«开式，最关键的优点是适用于归纳证明.例如，应用归纳 法足求 解习越 4. 51的最容易的方 
法： 若 A 是一个三角矩阵，则 det (/ l > 是它的对角线上元素的积. 

当 A 是一个域时，有一个计算 deUA ) 有效的方法.应用初等变换 A — A ', 将矩阵 A 变成 

矩阵 

类型丨将 A 的某一行的某纯董倍加至另一行： 

类型 II 用某非零乘以 A 的某一行 | 

_ 类型 DI 对换 A 的两行. 

若 A — A ' 是一个初等行变换，則对某 det ( A ') = fdet ( A ). 若此变换是类 SID 的，则 
行列式函数的多重线性表明 r = c ; 对于类型 I 的初等变换，习題4.47表明『=丨 | 对于类型 ID 
的初等变换，习翅4.49表明1*=一1.当 i 是一个域时，习題 4. 26说由高斯消元法我们可以将 
A 化成三角形 矩阵： 存在一系列的初等行变换 

A -► A| - ► A 2 — A, = A* 

其中△是三角形矩阵.因此，我们可用 det ( A > 和这一串变换来计算 det ( A )， 而习题 4. 15表 


0本书中 文版巳由机械 工业出版社出版-编 鞴注. 
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明， det(A) 是它的主对角线上的元素的乘积. 

让我们回到元素在任一个交换环 i? 中的矩阵.现在我们修改类型 n 的初等变换的定 义为： 
用一个单位去乘 A 的某一行. 

- 定义交換坏 R 上的一个 nXn 矩阵 A 是可逆的若存在一个（元索在 R 中）满足 AB==J = 
BA 的矩阵 

当 R 是一个域时，可逆的称为非奇异的.推论 4. 88表明交换环7?上的矩阵是可逆的当且 
仅当它的行列式是 R 中的一个单位. 

- 定义设 A=[ aj; ] 是交換环 R 上的一个”X”*降 • A 的伴是指下面的《阵 

adj(A) = [c,]. 

其中 

c〆 = (- l) i * i det(A jl ), 

表示在 A 中划去它的第^行和第列后而得的 （n_l>X(n—l) 的矩阵. 

下标反过来是故 意的. 总之，是 i ) 位元索是（一矩阵的 转置. 我们 
经常称为的0 余 子式. 

例如，若 

-[::} 

则 

_>七 -：!=[-： -：]• 

- 命題 4.87 若 A 是交換环尺上的一个 /iXn 的矩阵，則 

A adj(A) = det(A)/ = adj(A)A. 

证明设 A = [a # ]， 在此证明中，记〜为 (A )— 因此若 C=»[c 0 ]， 则 （AC) S = 2 a * c «- 

* 

若我们定义0=[(： # ]«〜=(一1)〜<1«(八>>[这样0=8由(八>],则由 A 的第 i 行的拉普拉斯展 
开式可得 

(AC) S = 2<- 1 > H * a * det(A *> = det(A>. 

在计算 (AC>., 之前我们先停顿一下，这里定义]^=0^]为将 A 的第 j 行 ( an ，…， 
替换为第《•行（如， …， a,,) 后而得的 矩阵. 因此对所有*有 》«>•=««• 注意，对所有的灸有 
因为 M 和 A 只是在第）列不同，而在获得更小的矩阵仏和 A# 时，此行被划去 了）. 
当时， 

(AC) # = 2 a * <-1)iWdet(A >* ) 

= 2( 一 ” 〜 》 det(iW y > 

* 

=det(M) * 


0 4.3 节中有另一个伴随的氰念.与此无联系. 
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因为勾= 1 /^且 JV ^=、. 但 det ( M )=0, 因为它有两行 相等. 因此 ， A adj ( A )= AC 是一个 
纯量矩阵，其对角线上元素全等于 < tet ( A ). ■ 

- 推论 4.88 若 A 是元素在交換环尺中的一个 / iX / f 矩阵，則 A 是可逆的当且仅当 det ( A ) 
是尺中的一个单位.进一步， 

det ( A 1 ) = det ( A )" 1 . 

证明若 A 是可逆的，則存在一个矩阵 B 使得 = 由（1>可知 ， l = det ( J >= det ( AB ) 
= det ( A ) det ( B ), 所以 det ( A ) 是尺中的一个 单位. 反之，假设 det ( A > 是 K 中的一个单位.若 
B = det ( A ) - l adKA 〉， 則由命题 4. 87, » JAB =/ = BA . 

而 J=AA 丨给出 lsdeKDsdeMAA - OsdeUi ^ deKA - 1 〉. 因此 det ( A -1 ) = det ( A ) M _ 

■ 

在只是域这个特殊情形中，我们看到 A 是可逆的（即 A 是非奇异的）当且仅当 det ( A )^0. 
(这是来自标准线性代数课程中的一个熟知的结论).另一方面，若 A 是一个元索在 Z 中的 nX 
«的矩阵，则 A 是可逆的当且仅当 det ( A )»± l , 也躭是 ， A 1 存在且其元索为整数当且仅当 
_ det ( A ) = ± l . 若尺 =★!>], 其中々是域，则 A 是可逆的当且仅当它的行列式是非零常数. 

推论 4.89 设 P 和 Ai 是元索在交換环尺中的 nXn 的铥阵.若 P 是可逆的，則 
det ( PMP 1 ) = det ( M ). 

证明由推论 4. 88知，我们有 deKP — OsdWP 厂 1 .因为行列式在交换环只中，所以. 
det ( PMP _, )= dct { P ) dct { M ) det ( F ~ l ) 

= det ( M ) det ( P ) det ( P " 1 ) = det ( M ). 

推论 4.90 设: r 丨 v — v 为城 a 上向量空间 v 上的一个战性变換，且； c 和 y 为 v 的基. 
若 A « x [ T]x 和 B -^[ r ] y ， « dct ( A ) = dct ( B ). 

证明由推论 4.74, A 和 B 是相 似的； 也就是存在一个非奇异的（因此可 逆的） 矩阵 
使得 BsPAP - 1 . ■ 

由此推论得出，线性变换 T 的（在不同基上）矩阵有相同的行列式，因此我们现在可以定 
义线性变换的行列式. 

- 定义若丁 • V — V 是有限维向量空间 V 上的一个线性变換，則 

dct ( T ) = det ( A )* 

其中对 V 的某个基 X， A = x [ T ] x . 

像我们刚刚提及的一样，此定义不依赖于 X 选择. 

也许最简单的线性变换 r * v — v 耽是纯量变换 * r = ci v ; 也就是，存在一个纯量 r 6♦使 
得 T (1；> = C I ；, 对所有的 vev . 我们现在问，对任意一个线性变换 T * V — V ,是否存在 c €^ 
使得： r ( x ；)== C i ；， 对某些 I / GV (当然，只有 T ；# o 时才有趣). 

-* 定义设 T * V — V 是一个线性变换，其中 V 是域 A —个有限雄向量 空间. 一个纯董 
称为 T 的特征值 e , 若存在满足 


8原文为 - eigeitvahie ”， 部分译自德文思为数 值）. “ eigen ” 的意思特硃的”或“合适的”. 
故经常用 characteristic value 代替 eigenvalue * 这种部分译翻译法在其他单询中也有应用（例如，徳文单阏 
Eigenvecktor 就被译成 eigenvector 和 characteristic vector ). 
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T (») = cv . 

的非零向量 v , 称 z ■为 T 的特征向量. 

命题 4.91 设了： V — V 是一个线性变換，其中 V 是域* 上的一个向量 空间. 再设 Cl , 
c t i c , 为丁在6中的特征值.若 II ,为丁的属于 c , 的特征向量，*4表义=»1， ".， xv 是线 
性无关的. 

证明对用归纳法.基础步骤 r = l 成立，因为任意一非零向董是一个长度为1的线 
性无关的表，而由定义，特征向量是非零的.下面证明归纳步，假设 

<2it<i + ••• +a,+iw rt i = 0. 

用 T 作用此等式.则有 

a t ciVi +••• + aH-iCH-iv r+ i = 0. 

用 < v + , 乘第一个方程，再用第二方程减之，则有 

fll (fl — ff+l >»!+••.+ a,(,C, — CrU )w, = 0. 

由归纳假设，对所有 i < r , aAc .- Cr *,)^. 因为所有特征值是不同的，故 c , 一 c r + ,#0, 所以 
a ,=0, 对所有 i < r . 原始的等式就变成了 a ,+, v ,-,=0, 故由基础步驟， a , tl = 0 , 所以所有系 
数 a , 是零，从而奶， …， 1*, +1 是线性无关的. ■ 

引理 4.92 设 ri 是城 t 上一个向量空间 V 上的一个线性变換，則 ★是 T 的一 
个特征值当且仅垂 cl v — 了是奇异的. 

证明若 c 是 T •的一个特征值，则存在一个非零向馕 x *€ V 满足 T (仍 = CW , 因此 
( cl v - T )( t .)=0, 从而 civ — T 是奇 异的. 反之，若 cl v — T 是奇异的，则推论 4.81 提供了一 
个满足 ( fl v - T )( v >=0 的非零向最认因此 7 Xt ;>=«;, 且 c 为 T 的 一个特征值. ■ 

我们已经被引导至考虑形如 c /— T 的线性变换，对某纯这引导我们去考虑矩阵 
xl A , 其中 A 是表示 T 的一个矩阵，因为我们研究了元素在交换环中的矩阵，因此我们计 
算— A 这个元 素厲于 < M >] 的矩阵的行列式是有理论根据的. 

- 定义 若 A 是元 素在城 A 上的一个” Xn 的 矩阵， 則它 的特征多项式 hU )= d « U /- A >. 

若 ri 7—7是》维向 M 空间 v 上的一个线性变换，则特征多项式 A T ( I ) 定义为 LU ), 
其中 A = x [ T ] x 是任一个表示 T 的矩阵. 

若 R 是一个交换环， A 是元索在 R 中的一个 nXn 的矩阵 ， m det ( A )€ i ?. 特别地， z 卜 A 
的元*在/?=*1>]中，其中 * 是一个域，所以 AaU ) 二 det ( x 卜也耽是说，特征多 
项式确实是一个多项式. 

下一个命埋通过证明 det ( iJ - A > 不依赖于表示 T 的矩阵 A 的选择来表明 A r (; c >=* 
det (: cf - A > 是定义良好的. 

命题 4. 93若 A 和 B 是元素在城 * 上的《个相似的 nXn 的矩阵，則它们有相同的特征多 


㊀没有人称 characteristic polynomial 为 eigenpolynomial. 
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項式： 

A a Cjt ) = det(x/ — A ) = detixl — B) = A 0 (x). 

证明 gB=PAP' 则 

P(x/ - A)P-* = PxlP 1 - PAP' 1 = x/ - B. 

因此如1(户(0^-焱）广 , ）=€^( < 27—3).但 

det(P(x/ — A)P _, ) = det(P)det(a:/ — A)det(P _, ) = det(x/ — A). ■ 

推论 4.94 (i) 设 A •是域 走上的 一个” Xn 的矩阵.若它的特征多項式 A A Cr) 在灸上分裂， 
則纯量是 A 的一个特征值当且仅当 c 为/>“ 11 ：)的_个根. 

(ii) 相似的矩阵有相同的特征值，且特征值出现的重教也相同. 

证明 （i) 由推论4.88, d — A 是奇异的当且仅当 A A (c> = deKcf_A> = 0. 因此由引 
理 4. 92, c 是一个特征值当且仅当 c •是特征多项式的根. 

(ii) 由命题 4.93, A 和 B 有相同的特征多 项式. 由 （i> 知， A 和 B 有相同的特征值，且出 
现的重数也一样. ■ 

矩阵 A 的每一个特征值都是 A“:r> 的一 个根，但特征多项式也许有根不在 t 中.例如，视 

A=s [_l U 为 R 上的一个矩阵，其特征多项式为 P + 1, 它的 根为士 L 因为这些根不在 R 


中，所以它们中的任一个均无纪中的特征向 tt , 即不存在实数 a 和6使得 [_? = 

['^]- 然而，如果我们将 A 视为一个复矩阵（它的元*碰巧为实 败）， 则我们能出求特征向 *. 

例如，（1， i > T 就为一个特征 向*. 几乎所有的人将特征值的定义拓展以使得特征值包括这样 
_ 的根（当然.如果 A a ( x ) 的所有根都在6 中， 则没有新的特征值会出 现). 

- 注下面的“技巧”可使得我们免除推论 4.94 中的 假设： 特征多項式在 A 上分裂.设 
A 为城灸上的一个” X ”的矩阵，设 T » 灸"—务_为滿足 TCzOsAz 的线性变換，其中 
工 6 A •是一个列向量，由克 y 内克定理（定《 3. 18>,存在扩城 K /4, 它包含了 /^(工） 

的所 有根： 也就是 K 包含 A 的所有特 征值. 定义残性交换 T , fC " — K ： ■为 T (无> = 

Ai ， 其中 iGK •是一个列向量.由我们原来对特征值的讨论可知，若 < r €/ C 是 A 的 

一个特征值，则存在一个特征向量 iie / C * 满足 f (5)= ci ；. 

- 定义 若 A = [a fl ] 是一个” X” 的鉅阵，《它的迹为它的对角线上元索 的和： 

trCA ) = y ] a ,. 

• - _1 

命題 4.9 S 设务是一个城， A 为元素在灸中的一个 nX / i 的矩阵，則 A a ( x ) 是一个次數为 n 
的首一多 項式. 进一步，心<工>中 X - -1 的系教为 一 tr ( A ) 且常数項为 （一 l )- det ( A >. 

证明设 A =[ a# ], B = xl - A . 则其中况，是克罗内克占函数，其 
完全展开式是 

det(B) = SsgnWD〆: ， •:… 心 ->.|■- 
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若 ex 是恒等元（1)，则它对应的 d e t ( B ) = det (« rJ — A ) 的完全展开式中的项为 
b 、 r-b m = (or —a,i>(x —a 22 ) — (x —a.) = JJ(j: 一 a *)， 

它是 M >] 中一个次数为 n 的首一多 项式. 若 a 关 （1)， 则完全展开式中 < t 对应的项不可能恰好 
有 n — 1个因子在: rl 一 A 的对角线中，因为若 a 固定《 — 1个数码，则 c = U ). 因此 a 关 （1) 的 
所有对应的项的和或者为0或者是 ▲[>] 中次数至多为; I 一2的多项式.因此 degU A ) = n . 由习 
题 3. 102知，的系数是一 = /» 4 (工）的常数项为/^(0)=<1的（一八）= 

(一 l )- det ( A ). ■ 

推论 4.96 若 A 和 B 是元素在城 ▲中 的相似錄眸，則 A , B 具有相同的迹和行列式. 

证明由命题 4. 93, A 和] 3有相同的特征多项式，应用命題4.95即给出打(八> =打(3>且 
det ( A ) = det ( B ). _ 

设 A 和 S 是相似矩阵.11*(八）=^1：(3>的另一个证明在习《4.56中有所描述，而推论4•肋 
表明了 det ( A )= det ( B ). 

推论 4. 97 若 T « V— V 是一个钱性变換， dim ( V ) = n , 則丁至多有 u 个特征值. 

证明若 dim ( V ) = n ， 則由命埋 4.95 知 deg ( A T )= n . 所以由定理 3. 50知结论成立. ■ 
下面的推论阐明了迹的特征值的和（重根按重 数计〉 且行列式是特征值的积（重根按重 
败计). 

推论 4.98 设々=[%]为元素在城 * 中的一个” X ”的矩陣，且设 h ( x >= 为 

1-1 

它的特征多項式，則 

tr ( A ) = y ] a ,. det ( A ) = JJa *. 

证明由习题 3.102 知，若 /( ar >= 是-个首—多项式，且/⑴ *= f [(:一<»山 

/ 卜 | 

则且 c 。 = (一 特别地，当 /(d 时也成立•这样由命题 4. 95知 

> / 

结论成立，因为命题 4. 95指出 等于 一 tr ( A ), 而 c 。 等于(一 l > Met ( A >( 在每一种情形下，符号 

都可以去掉）. 

例 4. 99视为 M » t a ( Q > 中的一个矩阵.它的特征多项式是 

/uCr) = ―匕-： ；—〜])= / -5x-2. 

由二次求根公式可求出 a 的特征值为 "^( s 士#) . 注意 

- tr ( A ) =- y <5+ v / 33)+-|-(5- v / 33) = 5； 
det ( A ) = j(.S +733) +(5- v ^33) =-2 4 


國 
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若纯量矩阵是最简单的矩阵， 則对角 矩沣是第二简单的，这里;的矩阵 D = [ d „] 是对 
角矩阵若对所有 i 关_> 它的 所有对角线外的元索 ^^=0. 

- 定义 一个 JiXn 的矩阵 A 称为 是可对角化的 ，若 A 相似于一个对角矩阵. 

13921 当然，每一个对角线矩阵是可对角化的. 

命题 4. 100 ( i ) 城 A 上一个 nXn 的矩阵是可对角化的当且仅当 P 存在 一组由 A 的特征向 
量组成的基. 

( ii > 若 A 相似于一个对角形矩阵 D , « D 的对角线上的元素就是 A 的特征值（具有相 
同重 数〉. 

证明 （0 与通常情况一样，定义线性变换 TI •为 r ( v >= At *. 若 A 相似于一个对 

角矩阵 D = [坞]，则存在的一组基久=奶， …，扎使得 D = X [ T ] X , 也就是 T (巧 >= d uVl + 
-+ d ^ v ,. 因为 D 是对角形.我们有所以 X 由特征向量组成（所有 a 是非零 
的，因为0永远不会是基的一部分） 

相反地，设 X = t <,, …， .为 P 的由特征向纛组成的一组基，如对所有_/设: T ( vP = C> % 
对所有的 y , B = x [ T ] x 的第）列为 [0, …，0, 0, …， 0] T . 因此 B 是一个对角形矩阵， 

且对角线上元索为 ci , 最后， A 和 B 是相似的，因为它们是线件变換 T 在不同的基中 
的表示. 

( ii ) 若 D 是一个对角矩阵，对角线上元索为,則 det ( x /- D )= IX (. x - d ,). 因此 D 的特 

征值为它的对角线上元索.因为 A 和 B 是相似的，命埋 4. 39表明它们有相同的特征值（具有 
相同的重数). ■ 

例 4. 101 下面是一个不可对角化的 2 X 2 的矩阵的例子.若 H 則它只有一个 
特征值，即 1( 重数为 2>.由命题 4.100< ii ) 可知，若 A 相似于一个对角形矩阵 D , 則 D = 
[J J ] = /, 从而 矛盾. 4 

- 推论 4.102 设 A 是域 A 上的一个 nX ; i 的矩阵 . A 包含 A 的所有特征值.若 A 的特征多 
項式无重根，則 A 可对角化. 

注田忆习题 3.67, 多項式 /(: c > e *|>] 无重根当且仅当 gcd (/, /) = 1, 其中 /<*) 

是 / Lr > 的导數. 

证明因为 d eg ( A A > = n , 所以义有^个不同的特征值 Cl ，…， c ,. 因为这些特征值均在 * 
中，故 K 中的有相应的特征向量 u ， …， w >， 也就是由命题 4.91, 表切，…， v , 
是线性无关的，因此它为 V 的一组基.由命題 4. 100可知结论成立. ■ 

推论 4. 102的 逆命題 是不成立的.例如， 2 X 2 的单位矩阵 f 显然是可对角化的（它实际上 
_ 是对角形），然而它的特征多项式/一2^:+1有重根. 

例 4. 103 设为一个实(对称〉 矩阵. 我们断言 A 的特征值是实的. h A U )= a > - 
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(a+c)x+(ac -^). 由二次求根公式可得特征值为 

x = -|-[(a -f c) 士 >/(a + c> z — 4(oc — 6*)]. 

但 U+c) 2 —4( 沉一 6 2 ) = U — cV+4P>0. 因此它的平方根是实的，从而特征值 x 是 实的. 4 
如何来推广例 4. 103中的论断至 it>3 情形是不明显的，但结论是 对的： 实对称矩阵的特 
征值是实的.此结果称为主轴定理，因为它可应用于求（高维）圆锥曲线的规范形. 

回忆例 4. 67:若了，•是一个线性变换，则它的伴随是线性变换： T : R"—R •，且 
对所有 u ， I /6 R - 满足 

( Tu 9 v ) = (ii*T - v) t 

其中 u, t ；〉 是通常的内积.此例也表明，若 a = e [: r] E , 则 e [: t ] e = a t . 因此若 a 是一个对 
称矩阵，则 T-T-. 

因为实矩阵的特征值可以为复数，所以我们从将 R •上的内积推广至 C •上的内积开始.通 
常的公式 (M，v)=aiCi + — -f-a.c ll , 其中 “=(<»"•••， a m )f v=*(Ci， …， 是一个内积，但 
它是退 化的. 例如 C •中非零向* i> 满足 （a, 十 i*»0. 

- 定义 C" 上埃尔米特 <HermiUan}Sl 定义 如下： 

Cutv) — at Cj ― -f a, c,, 

其中 m 5 *(<ii ， … ， a n )y v=<C|, •••* 

埃尔米特 铟 是非退化的，因为(《4, h +*“+ a ^, 是实平方败的和， 所以立即有(“， II )= 
0当且仅当《=0.易证明 v)^(u f v)+(u 9 v ) 9 其中 t/6C". 然而，它不是一个 
内积，因为（ V ， M > = ( u . V > 不总是 成立. 事实上，（ V ， M > — C | 5 i 如… + C ■孑 ，（“， Z ；). 因此 
(u f qv) = (qv t u) a)=*g(t；, u)=g(u t v). 从而，对所有 ， 

(u 9 gv) — <7(u*v). 

- 定理 4. 104( 主轴定理） 若 A 是一个 /tXn 的实对称矩阵，則它的所有特征值是实的且 A 
是可对角化的 . 

证明设 （，） 为 C •上的埃尔米特型，习埋 4. 54表明若了： C"—C •是一个线性变换，则存 
在一个线性变换: C"-C •使得 （T«, v) = (u, 7^x0. 特别地，矩阵乘法 At； 确定了 
一个线性变换 T*C"-C_. 习题 4. 54也表明了若 A 是一个实对称矩阵，则:也就是对 
所有 u ， v € C **， 

( Tu » x ;) = (u,Tv). 

现在我们能够通过证明 T (和 A ) 的所有特征值是实的来推广例 4.103. 若 c € C 是： T 的一个特 
征值(它是存在的，因为 C 是代数封闭的），则存在一个非零 t ；6 C " 满足 T ( v ) = cv . 我们用两 
种方式来计算 （ Tv ， 的值. 一方面， （ Tv ， v ) = (cvf v > = £*( v ， v )， 另一方面，因为 
T # ,我们有 （ Tv , v ) = <Vf Tv ) = ( v 9 cv ) — c ( v 9 v ). 而 （ v , x ;>^0 因为 v #0. 故 c =?， 也 
就是 c 为实的. 

我们在通过对进行归纳来证明 A 是可对角化的.因为基础步骤；1=1是显然成立的，故 
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我们进人归纳步.取 A 的一个特征值 r . 因为 c 是实的，所以存在特征向量满足 Av = cv . 注 
意由习题 4.21 可知， R* = <v>0<t»> 1 ,所以 dim(<t»〉 x > = n-l. 我们断言 T(<t;P )£< ti > 丄 • 
若,则 （ w, w)=0. 我们必须证明 （ Tw, x;)=0. 因为 A 是对称的，于是 （ : T««, v)= 
(.ivy T r «) = (tu. Tv ). 但 （ w ， Tw ) = ( w , cv) = c(u>» w)=0» 所以 r ( tt <) € < 1 »〉丄 ，得证.若 
T 7 是 T 在 <»>•* •上的限制，则广 《 <w>- L — (v)- 1 . 因为对所有 u, w6R' 都有 （ Tu, w ) = 
(«, Two. 所以特别地，对所有我们有 （ r«, «.)=(«, r W ). 因此，应用归 
纳假设，： T 是可对角化的.命题 4. 100 说，存在一组由： T 的从而也是 T 的特征向设组成的 
< w > j 的基巧， …， V ,，而1»， Vi ， …， w , 是 ^ — •的一组基，因此 A 是可对角化的 

(再一次应用命题 4. 100〉. _ 

为了理解 为什么 有些矩阵不是可对角化的，最好考虑更一般的 问题： 两个任意的 nXn 的 
矩阵何时是相似的.给定域々上一个矩阵 A . 基本的想法是找一个相似于 A 的“最简单的”矩阵 
C . 这样的矩阵 C 称为 A 的标准型.标准型第一个可能的候选是对角形矩阵，但例 4. 101说这 
还不够.可以证明，每一个矩阵有两个常用的标 准形： 有3标准形和约当 （ Jordim ) 标准形.这 
些标准形的每一个都是为特殊的应用而设置的.例如，有理标准形的元索总是落在域 ft 上的 
(然而， A 的所有特征值都作为约当标准形的元素出 现）， 这结果在证明下面的结论时有需要. 

- 定理 设 A 和 B 为城上的 n X /« 的《 阵 . KA 是一个城扩张.若 A 和 B 在 K 上相似， 
則它们在々上也相似.也就是，若存在 K 上一个非奇异矩阵 P 使得 PAPN=B , 則存在*上 

_ 一个非奇异矩阵 Q 使得 QAQ l = B . 

例如，两个在 C 上相似的实矩阵在 R 上也相似.两个标准形都可应用至证明下面的 定理： 
毎一个 nXn 的矩阵均相似于它的转 S . 

可以证明，有理标准 S ! 的方幂是复杂的，而约当标准形的方幂很容易计算.很明显地，约 
当标准形的 性质被 应用于求一个非奇异矩阵在一般线性群中的阶.此性质也用于证明凯莱-哈 
密顿 ( Cayley - Hamilton > 定理 

- 定理（凯莱-哈密 《1 设 A 为一个” Xn 的矩阵，其特征多項式为&(1>=00+<^+0分+»，+ 

則 

c a I + CiA + cjA * + …+ A" = 0. 

也存在不用标准形的凯莱-哈密顿定理的证明.（例如，见贝克 S 夫-麦克伦 （ Birkhoff - 
Macl ^ ane ) 的 书）. 

习題 

H4. 46判断正误并给出 瓔由. 

(i> 若矩阵 A 相 似于一 个对称矩阵，兩 A 是对称的. 

( ii)G 

U 在 Z 卜.是可 逆的. 

<iv) 若 A 是 R 上一个元索均为正的 2X2 的矩阵 • 《 det(A> 是 正的. 
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<v) 若 A 是 R 上一个元素均为正的 2X2 的矩阵，則 det(A)^0. 

(vi> 若 A 和 B 是; iXri 的矩阵，则 tr(A+B) = ir(A> 十 tr(B). 

(vii> 若域 A 上两个;的矩阵具有相同的特征多项式，蝌它们是相似的. 
(viii) 若 • Ri]^ 2 -5A-2/-0. 

(ix)R 上每一个 wX« 的矩阵有一个实特征值. 


(x) 


Lo 0 oJ 


是坷对角化的. 


•4.47 设 i ? 是一个交換环， R 是一个行列式 函败且 A 是- 
定义忒： R *-* ■尺为 d •(炉 < r.-i • a . *.|* •••* fl 鞴）. 

( i 〉 若 i 尹）， r ^ R , 试 idi 

d t < m,) °» 0. 

< ii )# i^jt r 6 l ?. 试证忒 U + r a ,)- D ( A >. 

( iii ) 若 试证 


»X W 的矩阵，其行为 0 


d, (a. + 2 r » a >) "* D<A>. 


4.48 若 Oft —个正交矩阵，试证明 det (0>= ■士 1. 

H 4.49 若 A ' 是对换 nXw 的矩阵 A 的两行而得的矩阵 • 试证如 t ( A 八 ■一 deKA 〉. 

4. 50若 A 是交换环 1?上的一个 nX ” 的 矩阵. r€R 试 ff dct ( rA > ■产 det ( A ). 特别地 del (— A >_ ( — irdct ( A >. 
•4.51 若八》[〜]是一个的 K 角矩阵，试证 

dct(A> ■ an<>n•••<>_. 

•4.52 若 a ,, …，是域6中的一个表，則相应的范德蒙德矩蟀为 

M| M? M? ••• Ilf 1- 


V ■ VanCiii ••“，《■)■ 


“！ ul 
ul ul 


« r * 


detCV) = JJ (“,一«•>. 

Ki 

由此得出 V 是祁奇异的若所有是不同的. 

H (ii> 若 <*> 是一个本 》(n 次单位根（对且 o； 关 1>. 试 it Van(l, 你 ，…，V 1 

Van ( 1 *to 9 <u : t ••• *w"~ l )~' = 一 Van ( l ’ oT 1 ，《 -2 
n 

( iii ) 设 + y ,*/(« i ). 试证系败向 M a = ( a «, 

下面线性方程组的一个解 

Vx - y 

其中 加， •••* %>. 由此得出若所有 14, 是不同的， W /(： c > 由（4> 决定. 

4.53 定义三对角矩阵为具有如下形式的一个 《 Xn 的矩阵 


) 是非奇异的且 
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X .]).试 Dt-^A j :* + 1 且对所有 ”>2， 

[3971 O. - x.D„-, + D m - t . 

<ii) 证明，若所有 石_1,則即第 n 项斐波那契败.（间 忆判 F*-0, f\-l 且对所有》1>2 
F. —F.-i -fF.-*.) 

•4.54 设丁 • C-—C •为一 个线性变換，设为丁关 f 标准基 €_,•••, e , 的矩阵. 

H(i> 若（，>是 C* 上的埃尔米特 B, 试证存在线性变癀 P C •满足 

(Tu>v) ~ (m.T^ v)* 

对所有 tt , v ^ cr . 

H CH> 试 ffi T# 关于标准基的矩阵 ft A# (因此 A# 是对 A T 的毎一个元索取共轭而得的矩晬.一个 
nXn 的复矩阵/\称为是埃尔米特的若 . 当然每一个实对称矩阵是埃尔米特 的〉. 

H(iii> —个 nXn 的实矩阵 A 通过矩晬 乘法： 7 Xv >_ Ati 定义了一个线性变換 T: C _— C ". 试证若 A 是对 
称的，則丁 # -T. 

H (iv) 试证 C 上毎一个*尔米特矩阵 A 是可对角化的 • 

•4.55 若 A 是域 A 上的一个 mX” 的矩阵，试 iErank<A»d3 且仅当 A 有一个非奇异的的子矩阵.由 
此得出 nmk ( A > 是具有这样的性质的 d 的最大值. 

•4.56 (i>*A 和 B 是元索在一个交換环 R 中的 nXn 的矩阵，试证 tr(AB> = tr(BA). 

<心试用此4«的（〖>給出推论4.96的另一个证明：若 A 和 H 是元素在域 A 中的相似矩阵•则 tr(A)« 
tr(B). 

4.57 若 A 是域*上的一个《父|«的 矩阵， 其中”彡2,试证 dcKadKAW ^ deUAV - 1 . 

•4. 58若 /?(•!：>=» j *+ f 0 , »1它的伴豔矩》(：(度>是1><1矩阵[一0 ) ]:若 且度•- • x | - | +".+ c ■: c + 
Co , 则它的伴》矩阵 C ( g > 是矩阵 



若 C = c ( g ) 是的伴随矩阵，试证 C 的特征多项式 A c Cr〉= det(xJ—C>=^Cr>. 

•4.59 设 K 是一个交换环，若 A 是上的一个 nX« 的矩阵， B 是1?上的一个 m X m 的矩阵.则它们的直和 
定义为下面的 （m+n)XCm + »i) 的矩阵 
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rA On 

A ® B =[o b} 

若 A ,, …， 久是 反上的方程，试证 

det(Ai © …㊉ ■= det(AiV"det(A*>. 

• H 4.60 若 …， A , 和 B ,, …， R 是方阵，且对所有 *•, A •相似于 B .. 试证八 ㊉ … ㊉ 八•相似于 B,© …㊉ 
玖（矩阵的直和如4埋 4. 59中的定义). 

4.61 试圧元 索在域 A 中的 个 nX " 的矩阵 A 是奇异的当且仅当0是 A 的一个特征值 • 

H 4.62 设 A 为域 A 上的一个的矩阵.若 c 是 A 的一个特征值•试证对所有，是 A •的一个特 
征值. 

4.63 求满足下条件的 R 上的 《 Xit 的矩阵 A 的所有可能的特 征值： A 和 A •’是相似的. 

4. 64 ;*Xn 的矩阵 /V 称为幕零的若 / V -=0, 对某 m > l . 试证幂零矩阵的所有特征值是 0. 应用机莱-哈密顿 
定理去证其逆 命娌： 若矩阵 A 的所有特征值均为0,則 A 是幂零的. 

H 4.65 若 N 是-个幂零矩阵，试证 I + N 是非奇 异的. 


4.5 码 


在习题 1.79 中讨论缠码时，我们的 S 点是在安全上：我们如何才能防止一个未经授权的 
人获取我们的信息？为考虑获取的信息的准确度，现在我们离幵侦探的世界，假设帕特问迈克 
要埃拉电话号码，但当迈克回答时一只狗在吠叫，由于这个嗓声，帕特不确信他正确地听到了 
号码，因此他要求迈克重 a —遍，有可能大多数悄况下，一次或两次的重复才能保证帕特得到 
埃拉的电话 号码. 但是简 单地東 复一个信息败次可能是不可行的，地球上的科学家需要査看发 
自火星或木星的照片即是一个很好的例子.在2004年，送至这些星球的机器人照相机将每一个 
图片用下列的方式编码成个二进制败字，一个图片被分成 1024 X 1024 的格点九（这是真实使用 
的数宇），则有2 | 。乂2 | °=2*° = 1 048 576个格点.每一个格点带有一个12-位的二进制败，用于 
描述它的顔色、密度 等等. 矩阵 [>,] 被写 成一个 2-进 制数： 第一行，第二行 ，…， 直至 
第1024行.在这种情况下，一张照片被转換为一个带有大约有12 000 000节的 信息. 此二进 
制数必须在太空中传播，而太空是“嘈杂的”，因为宇宙射线会干扰电磁 信号. 显然，传送如此 
长的信息穿越太空是不经济的，甚至即使被重复多次发送，也很有可能在直接收到的信息中没 
有两个会是一样的.俅我们在埃拉的电话号码的例子中看到的，很自然地我们会重复地说，并 
且冗长码是准确接收的关键.我们来寻找一些可行的信息编码的方式，使得在接收信息时，错 
误能够被觉察，甚至更 W , 能够被修正，这就是使得我们有能力合理地看到从其他星球中传回 
的真实的图片而应做的. 

4.5.1 分组码 

码的数学研究是在二十世纪四十年代从香农 （ C * E . Shannon )、 汉明 < R . W . Hamming ) 和高 
宙 （ M . J . E . GoU )0 的工作开 始的. 将一个信息在一个嘈杂的渠道中传输涉及 三步： 对信息編码 
(编制冗余码） s 传送信息，对接收的信息译玛 • 

记号在此节中我们将用 B 表示有限域 F :. 

- 定义称一个有限集>4为一个字母表，它的元素为宇母.若 m 和 n 是正整教，则一个编码 
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[4001 


函数是一个单射函数£» *4 ■•或>4 ■•中 的元索 u > 称为字，集合 ■•称 为4上的 

[ n , m ] 分组码 e , C 中的元素称为码宇.若 《A = B , W —个 [ n , » t ] 分组码称为一个二进制码. 

因为编码涉及冗余，这是通常在 m < n 情形时出现的.1»»的选择是不受限制的，因为任意 
一个长的信息可以细分成一些长度的更短的子字.一个传输的信息可能是从外层空间传至 
地球的一张照片，当然，这是我们想要看的.如果在传输中没有干扰，则任何码字 c = E ( u >> 可 
以如同 W = Ed ( C ) —样被译码，因为编码函数是一个单射.然而，因为有可能会出现错误，所 
以我们的任务是给一个码加上足够多的冗余码，使得人们能有效地从它的用于传输的版本中恢 
复出原来的码宇. 

例 4. 105 < i ) 奇偶性校验 [ m + l , m ] 码 

定义一个编码函数 £• B _— 为 

w = («|, ••• 9 a m ) 6 i -> E ( tc ;) = ( a \ $••• * a m 9 b ) 9 

其中 6= f a ,. 显然 £ 是一个单射.易证码（: = imESB _ H 如下 给出： 

I *-屋 

C = e B -*' « …+6_ + , = 0>, 

设则 E ( w ) 的奇供性为偶若它的坐标的和在 B 中为 0. 如果人们收到一个奇偶性为奇 
的信息（即坐标的和为 1), 这样人们知道在传输中一定出现了一个错误，因此此码可以觉察出 
单个错误的 存在. 然而，在收到的信息中若 有一对 错误.则不能被觉察出，因为此时奇偶性未 
变.例如，两个0被换成两个 1. 

( ii > 三重道复 [12, 4]« 

考虑定义为 £：<uO = («>, w , 的編码函数 E * B u , 也 就是， C 由如 ' F 形式的宇 

组成： 

£(ai ， t»2 >aj，<!，）=* (di »Oi ， a ，， a<，ai id ： <aj .a<，ai ta ： ><>i t«<). 

现在传输 ( a 、， ai , a 3 , a ,), 设收到的信息为 ; y = < r ,, …， r „). 由于干扰.有可能 
(n t—.ru) ^ E(a, ,ai ， a) ,a t ). 

对收到的宇 ysCr ,, …， n ,) 译码如 下： 若在传输中无错误， »] r ,- r s - r ,. 因为 n , r ,, r , 
的取值只有两种可能，因此在任何情形下，它们的值至少有两个是相等的.定义 <>,为这个取 
的最多的值.类似地， 定义6” 6,和6,,因此:>>被译码为 (6,, 仏，(因为信息必须被译 

码，我们不考虑二重重复 [8, 4 ]码，这是因为比如，若 n # r 5 , 译码 （ n , …， /时，就不存 
在自然的候选).注意这种编码方案可以检査出 错误： 若 r ,, r i+ ,, r i + , 不全等，剌存在一个错 
误（哎！真的遭糕的错误也许没被觉察出 来〉. 亊实上，此码在该意义下可纠正一个 错误： 若收 
到的信息 y 含有一个错误 • 则>> 可以替换成除一个字母外其余与 y 的字母一样的码字. 

( Hi ) 二维 奇俱性 [9, 4] 码. 

记字 y =( r ,, …， r ,)€ B * 为一个 3 X 3 的矩阵 



e 称之为分租码是因为所有码宇具有相 h 的长度 ■ w ». 我们可以很容易地修改分»码以允许不同长度的宇. 
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考虑如下定义的编码函数£：| B »: 



a b r s "j 


a 6 a + 6 

E(a*bfC*d) = 

c d r % 1 

= 

c d c -\-d 


iTi r t r，_ 


b d a +b-\- c-\- d. 


因此 n 和 Q 是头两行的奇偶校验， r r 和0> 是头两列的奇偶校验，而 f , 既是 r , 和 r e 也是 n 和 
n 的奇偶校验.我们就构造了一个由 B 上的所有行和列均为偶的 3 X 3 矩阵组成的 [9, 4]- 码 
C = imE . 假设收到的矩阵是 

10 1' 

: y= 1 1 1 . 

J 1 0. 

我们觉察到第二行有一个 错误. 第一列也一样.因为它们的和在 B 中不等于 0. 因此在 （2, 1> 
位的元素的错误被发现，从而可以改正之.现在我们证明2个错误也能被发现.例如，假设收 
到的矩阵是 

10 1 - 
y = 1 0 1 . 

.1 1 0 . 

在行上的奇偶校验是正确的，但奇偶校验检査出了在开始两列中的 
错误. 

将三®重复[12, 4] 码与此码作比较.我们发现将一个长度为4 
的宇编码成一个长度为9的宇比编码成~个长度为12的宇的效率 
更高. < 

我们来度中宇之间的离. 

定义设 X 是一个集合， X 上的一个度量是满足下列条件的一个*数 5 XXX—R 
< i )«( a , 6)>0. 对所有的 a , fceX 且 且仅 

Cii )«(«. b)=Sib, a >, 对所有的 a , 6 €Xi 
< iii > 三角不等式： 

diatb) ^ S(.a,c) + ，对所有的 a，b，c & X. 

度 ft 具有距离这个特定槪念的本质的性质.距离是非负的（两个点不能相距 -5 个单 位〉. 
两个不同点的距离应该是正的.乌尔巴纳到芝加哥的距离与芝加哥到乌尔巴纳的距离应该是一 
样的.三角不等式是说两点之间“直线”是最短的路. 

例4_ 106 Ci ) 若 X = R ,则 SU, y )= | x~y t 是一个度最 • 

这就是在微积分中引人绝对值的原因.在此情形下，点 z 在: r 和; y 之间当且仅当択; c , y )= 
Sixj z)+S(.z, y). 

( ii ) 欧几里得度*. 

若 X = R"，j = ( x , , — =(力 ，".，％)， 則 d(.x,y) = J 名 Ui-y。 2 是一 个度童 .注 



m 4-8 三角不等式 



SoH 意 # = 丨 o： I ，因此当 《 = l 时，此定义与 (i) 中的定义一致. 

( iii ) L 2 度置. 

设 L 2 [d, 6] 表示所有平方可积函数构成的集合，也就是 L 2 [ fl ,6] : 
f / 2 (or)dr < 00} •则 


{/ ! [ a ，6] • 


S ( ffg ) ( fix ) — g (. jc)) z dz 

是 PO , 6] 上的一个度 fi . 

(iv) 尹进 «度置 

若/ > 是一个索数， 《€ Z 是非零的，則/« = 〆 “，其中々>0且 p / w , 即 〆 是整除 / I 的/>的 
最大的方幂.记灸=是( 11 ).若我们定义若 n 关 m , $( n , n > = 0 且占 ( n , m ) = p -* < ^" > , 则 5 是 Z 
上的一个度量. 4 

定义设<4是一个字母表， w^Cait •••. a .). !!/ = (〜' ，…， a /) 6 ^4*. 定义函数 
衣： WX 乂 R 如下： 

占 ( w ， t «/> = 满足 尹 <2:的 £ 的个教， 

称之为汉明距离 e . 

- 命题 4.107 若4是一个字母表， n >\, «汉明炬离是乂•上的一个度量. 

证明设 w =( fli ， …， a .)» rv — Ca[t •••» a ^)6^". 显然， diw 9 w /〉>0 且 d ( w ， u ;>=0. 
另一方面， 若扒 w , ti /)=0. 则对所有的 1 有 a ,== fll ， 从而 u ;= w /. 显然狖 w ， u »)* 
因此只剩下三角不等式要证. 

若我们定义衣 （ w ， 1|/> = 1 若 a •关 flfi ti /> = 0 若 则 

5( w ， u /> =* 衣 （ w ， u />. 

••1 

只需证明对每一个丨有 A ( w ， u / XA ( w ， z )+ ft ( a :，w ), 其中 2 =(^ 1 ，…， 若 ft ( w ， w /) 
=0, 则此不等式 成立. 否则戌 （ w , u /> = l . 而 A ( w ， z )+ AU , u /> 为 0, 1 或 2 中之一，故 
只须证明 ft ( w ，*)+ 衣（《， w /> 尹 0. 若此和为0，则5.( X 1；， *)— 0=^(«, W ')， 也躭是〜=匕， 
14031 ^.= a /. 然而若 A ( w ， u /) = l ， 则 a , 尹 a /, 矛盾. _ 

— 定义若是一个字母表， CE 乂•是一个码，則它的最小距离是 

d = diO = min 占（《;，《/)• 

•••* 

其中 d ( w , w /> 是汉明炬离. 

最 小距商 是非常重要的概念，它通常编人用于描述码的参数中. 

记# 〆 上的一个 ( n , M , d )- 珥指的是码 CGA % 其中>1是一个字母表， M=\C \ , d 
是它的最小距离. 

注意，若 Id 丨 =<?,则 / Vf =9", 因为编码函败 E : 是一个单射.因此如果用我们 

以前的记号的话，一个 ( n ， M , rf )- 码就是一个 [ n , log ^ M ]- 码. 


© 为纪念汉明 （R. W. Hamming)*! 命名. 
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现在我们给出査错与纠错的准确定义. 

- 定义设乂是一个字母表， Cej •是一个码•碼 C 可以 Ss >0 个错若在至多 j 处改变一个 
玛字 c € C 不会得 到一个 码字. 

例如，奇偶性检验 [m + 1, »«]- 码可以査1个错，因为改变一个码字的一个坐标就可将一 
个偶宇转变成一个奇字. 

—个码 C 可査 s 个错，若对每一个 c € C 和: v €_4-, 从 0<#( y , 可推出 y 任 C . 

- 定义设是一个字母表，•是一个码.若; ye _4*, 則称 tree 是一个与3>最靠近的 

码字，若对所有的 e ' ec 有 tf (： y , c ). 

对给定的; y , 可以不存在唯一的与; y 最靠近的码字（习題 4. 73要求给出一个例子，使得不 
同的码字与一个宇等距).当一个接收到的字: y 的确有唯一的最靠近的码字 c 时.则我们就将 
: y 译为 fTVd . 我们不是说 C =£<««), 但它是真实解的最好(并且是最自然）的候选. 

- 定义设 -4 是一个字母表， CS 4 •是一个码.称码 C 可纠/个错，若在至多 f 处改变一个 
码字 C , 得出一个字; >4" 且: y 的唯一最靠近的妈字为 r . 

因此，一个码 C 可纠 t 个错，若给定的一个码宇 r 和满足 My , f )</ 的一个字; y , 則对每 
一个码宇 c '^ c , 均有 5( y , c )< d ( y , c ). 

-* 命题 4. 108设义是一个字母表. CQA - 是一个 （ n ， M , d )- 码. 

( i ) 设 且； ye «4-. 如果鴻足 5(： y , cX * 的码字 C 存在的话.則它一定啼 一. 

( ii ) * d > s + l , 則 C 可以査 s 个锈. 

( iii > 若 rf >2«+ l , «0可軔/个婧. 

证明 （ i ) 假设 c , 〆 是满足 3( y ， c )=^ y , 的 码宇. 则由4角不等式有 5( c , 〆 >< 

8( c , y )+ S ( y , c ')^2 t . 但不同码宇之间的最小距离是 d ( C »2 t + l . 因此 c = c '. 

< ii > 若■与 c 至多在 s 处不同， S'J 0<9(. c , w )^ s . 但若 w € C ， 则 
s ^ S ( c , w ) ^ d > s 

矛盾. 

( iii ) 若访是改变 t 的至多 * 处而得 ， W 8 U , »)<!. 若存在一个码字 c ' 满足 S ( 〆 . w )< 
8( c , w ), 则由三角不等式得 

2t+l<rf 

^ Sictw) +5(w»c ， ) 

< 2« c , w ) < it . 

此矛盾表明 C 可纠 < 个错. _ 

- 例 4. 109 ( i ) 例 4.105( i ) 的奇偶性检验 [ m +1, m > 杩是一个 （ w +1, 2_, 2) -码，它是由 
B "+ i 中的所有具有偶数个1的字构成的.极小距离至少是2,因为改变具有偶数个1的字一 
处，则产生一个具有奇数个1的字.由命题 4.108( H )， 此码可査1个错，然而不能纠错 • 

( ii ) 例 4. 105( H ) 的三重重复 [3 m , m > 码由 B 1 •中形如 ( xt >, «>,切)的宇组成，其中•.它 
是一个 (3 m , 2-, 3>-码，因为我们必须至少改变一个码字的3处才能获得另一个 码宇. 由例 
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题 4.108( iii ) 知，此码能够查2个错，此码也能纠1个错 • 

( iii ) 在例 4.105( iii > 中，二维奇偶性 [9, 4]- 码 C 是由 B 上所有每一行的元索的和与每一列的 
元素的和均为0的 3 X 3 的矩阵 组成. 习题 4. 67要求读者验证，将一个码宇（此处是一个 矩阵〉 变 
[4051 成另一个码字至少需要改变3处•因此^>4.因此 C 能査2个错， C 也可以纠1 个错. 螭 

一个码若具有大的极小距离 t /, 则它可纠多 个错. 例如， 一个 101 — 次二重重复码 C 是 
[101«, m ]- 码，其编码函数 Ei •将一个 m 位字重复101 次. 此时 d =101, 因此由 

命题 4. 108( iii > 知， C 可纠50个错.显然 C 是一个非常不切合实际 的码. 我们可測量这种实 
际性. 

定义一个 O , m ]- 码的倌息窜规定为巴.若 Ml =9,則我们知道从=疒，因此一个 

72 

(«, M , 码的倍息車是 （ log » M )/ n . 

信息率是一个很自然的 概念： 它表示的是 n 个宇母被用于发送； n 位的信息.刚刚描述的 

多重重复 [101 m , m ]- 码的效率是低的，因为它的信息率是 gy : 发送一个短的信息需要数撖 

庞大的宇母.另一方面，无冗余 [ m , »»]- 码 E = l_r 1 的信息串为1，它仅仅是毫无改 

动地重复信息.因此，信息率小的码能纠多个错，但它们是效率低的；而信息串大的（接近 U 

码不能査错. *4 上的 （ n , -码可纠 < 个错若 因此， 当 d 越大，它越稍确.习 

趟 4.68 定义了单 字界： 若 Ml = 9 ,则 因此 Bi +</< n+l 且2 + + 丄. 

n it w 

若 m 很大，则比率 $ 接近 1, 但此时</较小.另一方面，若 m 较小，则信息率也小，但此时 d 
n 

可能较大，也就是，此码可以纠正多个错.因此，我们寻找一个折衷的比率.给定山我们寻找 
( m ， 心 - R , 使得其中“较大”一一这样的犸相对地更有效些》给定 m , 我们寻找 ( n , 矿， d )- 
码，使得其中 f 较大”一这样的码相对地更准确些. 

4.5.2 线性码 

设 *4 是任一集合，函数乂_-«^的定义可能很复杂.另一方面，若义是一个域，则 
和 *4” 是带有标准基 的向童 空间.进一步，若£:是一个线性变换，則用下面的公式可高效地描 
述它：存在一个 mX ; i 矩阵 G 使得 E ( u ;)= T £』 G , 其中 u ; 是一个 lXm 的行向量. 

— 定义有限城々上的一个 [ n ，7 W ]- 线性码 C 栺的是务•的一个讲维子 空间. C 的一个 鑲码 
函数 E « k m -^ k n 是一个满足 E ( f > = C 的单射线性变換. 

若々 = F ，是一个具有个元素的有限域， 則一个 [ n ， m ]- 线性码就是一个（/ I , 9' d >_ 码， 
_ 其中 d 是极小距离.在一个线性码中，有另一种方法求它的极小距离. 

— 定义若 …， 其中 it ： 是一个城， Ww 的支捸定义为 

SuppCu ;) = { 相标 i 丨 夫 0}. 

若（：是一个线性 Oi , M , d )-^， 則 u ； 的汉明权是 

wt ( w ) = | SuppCu ;) 1 5 

也就是， wt ( u ;> 是 U ； 中非零坐标的个数. U ； 的零集是 Supp («;) 的 补集： 
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Z(.w) = { 推标 t * a t = 0}. 

注意 wt(w)=^(w, 0>，其中衣是汉明距离，且 0=(0 ，…， 0K 它在 C 中，因为 C 是走” 
的一个子空间）. 

— 命题 4. 110 若 C 是有限城 F, 上的一个线性 （n, M, 心•码 ，則 
d = min {wt(c) « c 6 C ). 

t€C,<^0 

因此， d 是非零码字的最小权教. 

证明因为 C 是一个子空间，所以由 u;, u/€C 可推出 w—u/€C, 

因此 

d = min 8(. Wtiv ) 

•».«*€ c.«^w 

= min 丨 wt(w — u/) * w 9 w r 6 C) 

tmiW € C.*p#» 

=rain (wt(c) * c 6 C} _ 

我们来引人一个可描述给定线性码的矩阵，为此先介绍关于一个矩阵 L? 的划分. 

记号设 A 是一个的矩阵， B 是一个 mX* 的矩阵，则 
1/ = [A | B] 

是一个 mX(r+s> 的矩阵.它的头 r 列为矩阵 A, 后 s 列是矩阵 B. 

若 N 是一个的矩阵， A 是一个 》nXr 的矩阵，则由矩阵乘法. NA 的 （;，p- 元素是 
点积： ROW N (i) • COL a (>). 因此 NA 的第 j 列与 A 的 COU(j> 之外的列无关.因此得出， 
若 l/=[A | B]， 贝 ij 

N[A | B] = [NA | NB]. (1) 

因为在码理论中我们习惯于将中的向量看成行向量，而不是列向置 （与 前面的章节不 
同）.因此以后我们将元索•视为丨 Xn 的行向置，而 nXl 列向董记为 w T . 

S<r€S 胃 是一个置换， ft 是对单位矩阵用 a 置换其列而得 的 /iXn 的置换矩阵.若 * 是一 
个域， f=(c,, c,>€V 是一个 lXn 的行向釐，则 

cQ, = (ci ， —,c.)Q. = <c»u， ，...，《〆 •山 

第 cd 的第 j 个坐标是 •:与 Q. 的第）列的点积.但若是在 <»()> 位的坐标为1其余为0向 
嫒，则 C > =(d ， …， c,> • (0，•••，1，…， 0). 囚此 C • *〜, 若0» 是一个 《X” 的 
置换矩阵，則定义 K 为 

a. (c) = cQ.. 

定义 城* 上两个 [n, m]- 线性瑀 C, C 7 是置换等 价的， 若存在 < r€S 1 ■使得 ■»•((：>-C. 
也就是， c=(ai， …， <i,)6C 当 且仅备 （a〆。 ，…， a^« ) )€C ， . 

易见置换等 价是* •中所有线性码的一个等价关系，置换等价的码实质上是一 样的： 例如， 
若一个码 C 中的所有字被翻转过来，则新的线性代码与原来的码具有相同的参数. 

- 命题 4.111 若 C 是城 A 上的一个线性 [n, m]- 码，則存在置換等价于 C 的线性码 C 和一 
个具有形式 G = [I I B] 的 mXn 的矩降 G， 其中 J 是 mXm 的单位矩阵，使得 
C = {w'G « w 6 k m ). 
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因此 ， CT 是矩淳 G 的行空间. 

证明若 c … ，〜是 P 的标准基， y,, …， y_ 是 C 的某组基.由 £r(e.) = y< 定义一个 
线性变换 E I 由引理 4.77<iii> 知£是一个 单射. 亊实上， E 是-个同构由命 

题 4. 64, E(.w)=Aiv T , 其中是一个 lXm 的行 向量， 而 A 是列为向董 £(«,.> T 的 nXm 
的矩阵.因为我们将 P 中的元素看成行向童而不是列向董.故我们可记 E(w)=u<N， 其中 
N=A T 是一个 mXn 的矩阵. 

由命题 4.39. 高斯消元法将矩阵 N 转变为一个阶梯形矩阵 G. 存在一个非奇异的 》nXm 
的矩阵 P 和一个的置换矩阵 Q， 使得 G = P/VCi = [l/ 丨 B], 其中 U 是一个阶梯形矩阵， B 
是一个的 矩阵. 因为£是一个单射，所以阶梯形矩阵 U 无零行，因此它是一个单 
位矩阵，从而 G=[7 丨 B ]. 定义 

d — {v/G » vJ € *" K 

注意 e,G, …， 〜 G 是一个线性无关的表，所以 mgdin^C 7 ). 我们断言 （:和 C' 是置换等价的， 
也就是 C'=<»,(C). 设 c'=w/GeC% 定义 w = h /P 并且定义 c = 注意 c&C 因为 wN = 

E(w)€C. 则有： 

c =w'G 
=w'PNQ. 

= xvNQ, 

= cQ. 

=o. (c). 

因此， C '£< t . ( C >. 从而 M < dim ( C / )< dim ( ff . (0)» dim ( C >= m . 由推论 4.25( iii >, 我们有 
C = a . ( C ). 所以 C 和 C ' 是置换等价的码. ■ 

- 定义若 C 是城 ★上 的一个[”， m ] 战性玛.則鴻 lC = ROW ( G > = < t €/ G « «/€*■> 的 mXn 
的矩阵 G 称为 C 的生成矩砗. C 的 阶樣形 生成矩阵是具有形式 G = [n B] 的生成矩阵，其中 J 
是 mXm 的单位矩阵 • 

每一个线性码 C 有一个生成 矩阵： 例如，任一个由其行向量构成 C 的一组*的的矩 
阵就是 C 的一个生成矩阵.应 用命® 4. 111，我们可以假设每一个线性码都有一个阶梯形生成 
矩阵. 

亊实上，到目前为止我们给出的码的例子只有二元线性码，也就是说，这些码是 4=B=F 2 
上的线性码. 

- 例 4.112 (i) 考虑例 4.105(i) 中的奇偶性检验0 + 1, ™]«c. 码字是所有满足 S6 ( = 0 的 

c=(A,, 6„ +1 )6B- +, . 这些码所构成一个子 空间. 因此 C 是一个线 性码： 回忆到它的编码 

函数£: 8"+*定义如下 

E * («"•••，<!■) (ai t••• %a m *6) * 

其中6= 2 a,. 易见£是一个线性变换.进一步，一个阶梯形生成矩阵是如下的 mXOw + l> 

i-i 

的矩阵 
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G 


0 

X) 


0 


0 



用划分记号， G =[ f | B ], 其中/是 mXm 的单位矩阵， B 是所有元素为1的列向量. 

( U ) 考虑例 4. 105( ii > 中的二维奇偶性[9, 4]- 玛. 

由定义， 

a b a +6 

E * (a*6»c»^) c d c-\r d . 

jb + c b-\~ d a + 6 + c + i 

易证 £ 是一个线性变换.求£：在》的标准基上的值可得出一个生成矩阵 G , 因为 G 的第 i 行 
是 e t G . 


0 

0 

.0 


0 

1 

0 

0 





因此 G 是一个阶梯形生成矩阵. 

( iii ) 考虑例 4.105( ii > 中的三重重复 [3 m ， m ]- 码. C 的阶梯形生成矩阵是 G = [ r 丨丨丨 I ]， 
其中/是 mXm 的单位矩阵. 

(~>上面的例子太简 单了. 给定一个线性 O , m ]- 码 C , 其缠码函数为 Ei A —- V , 行为 
E ( e ,), EUJ 的矩阵 G 是 C 的生成矩阵（其中*_为4•的标准 基). 一般地，将 G 


化成 C 的（或置換等价于 C 的线性码 C ' 的） 一 个阶梯形生成矩阵时需要用高斯消 元法. ◄ 


若匸=[/丨 B ] 是线性 [ n , m ]- 码 C 的一个阶梯形生成矩阵，則对所有的》€浐，前面的等 


式 (1) 给出 

xvG = wC 7 I B ] = [tu I tuB ]. 

若在传输 C 时没有错误，则如何译一个码字是显 然的： 仅仅是取它的头 m 个坐标.一个 
阶梯形生成矩阵 G = [/ | B ] 的后 n-m 列应该被视为例 4. 112( i ) 中奇偁性 [ m +1, 检验码的 
阶梯形生成矩阵的最后一列的推广.因此 G =[ I 丨 B ] 的后几列 B 是推广的奇偶性检验，它提 
供冗余码以有助于译出一个嘈杂通道传递的玛. 

在例 4. 12中，我们从一些线性码开始并对每一个码都求出了一个阶梯形生成矩阵，现在 
我们从一个阶梯形生成矩阵 G 开始，用它去构造一个码 C = ixvG > w ^ k "). 

- 例 4. 113考虑 4X7 的矩阵 


_ 


1 0 0 0 0 1 1 - 

0 10 0 10 1 

0 0 10 110 

X) 0 0 1111- 


麵 
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定义汉明 [7, 4]- 码为 C =< u <；« w eB *>. 

显然，信息率是》*=+.我们来计算 C 的最小距离 d . 记 G 的行为 y ,, y 2 , y ,, y 4 . 因为 
此时 A = B , 所以线性组合就是行的和（因为<«,是0或 1). 由命题 4. 110,我们可以通 

过计算码宇的权来 计算* f . 注意 

wt ( yi ) = 3 iwt ( y 2 > = 3» wt ( rj ) = 3» wt ( y 4 > = 4. 

G 中两行的和共有个，此时一个简短的计算表明最小权败是 3. G 的3行的和有 

个，最小权数是3;所有4行的和的权为 7. 我们得到结论 C 的最小距离是3,因此 C 可以査2 
个错.由命题 4. 108( iii > 可知码 C 也可以纠1个错.计算 d ( C ) 的另一种方法参见例 4. 117. 

此构造也可以 推广. 若 则在 玫中存在浐一 1个非零的宇.定义一个 <2* — 1 _/)X 
(2<—1)的矩阵 G =[〖 | B ], 其中 B 的行是由所有满足 wt ( w »2 的 u ^ B ^ i 〜组成的.定义 
汉明[2^ — 1, 2^1—幻-«为0={«6 » 当然， G 是 C 的一个阶梯形生成矩阵. 

汉明码的信息率是 

2 , - 1 2 , - 1 1 

当/变大时，第/次汉明码的信息+作常接近 1. 与在 [7, 4]- 码中一样，可以证明每一个汉明 
码的极小距离是 3. 4 

下面的命埋给出一个测试一个宇是否为 冉宇的 准则. 

- 命题4.114设匚=[/丨 是城* 上一个线性 [w + h m ] 玛的 mX(m + p ) 的阶梯形生成 

te 萍（因此 B 是一个 mXp 的矩萍），則 《； e *- + ， 落在 C 中当且仅[ — B T 丨 ；] T = 0, 其中 J 
是 />X/> 的单位矩阵. 

证明记 ( m + pX /) 的矩阵[一 B T 丨 _/] 为因为 C 是 G 的行空间，所以每一个码宇 c 
是 G 的行的一个线性 组合. 但 G 的第； 行是 e . G , 其中 *,,•••, 是4•的标准基（在此节中， 
*" 中的元索均被视为 lXm 的行向童），所以 c = 其中 a , € 因此只须证明 GH T = 

0,因为这样的话 fff T = ^ ai e . GH T = 0. 

v, 的点积等于矩阵的乘积， w • tc;=rw T . 特别地， GH 7 的位元索是 ROW 0 (i> • 

COL h t (»=ROW c («)COL„t <»t, G 的第 i 行是 

ROW g (i) = e,G = ei[_I I B] = Qe, | e.B]= ( 句，知， 6 a ，…， 

的第） 列是 ff T (<) T ， 其中 …， < 是 P 的标准基，且 (<) T 是一个列 向量. 注意 
H T (^) T = [-B T I J] T Ce / i ) T - (^[-B T I J]) T = [—e 〜 B T I «^] T . 

但 e 〗 B T 是 B T 的第 > 行，它是 jB 的第）列.因此 

COL h t O ) = ( 一 厶1” 一 6 2 ” •“， 一 6勿， e ;) T . 


且 


COL« T Cj) t = (— b\j * — bij ，…， 一 bfj f e；). 
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因此的 y 位元素是 

ROW c (i) • COL„t(>) = ROW c (£)(COL m t (» )t 

， b n ， 6 a ， … ， bip、• (— b Xi , — b 2i ，… ，一 6 办， < 〉 
=6 好 一 ba 
=0 


因此， GH 1 ^, 且 cHTq [ — B T I J ] T =0, 得证. 

反之，考虑齐次方程组 [— B T 丨 J ] T : r T =0 和它的解空间 S =< i ; T e ^^ * [一 B T | i ] T v T -0}. 
注意当且仅当 i /[— B T I J ] = 0, 因此由此证明的第一部分即有 CQS . 但 dim ( C > = w , 
而 dim ( S ) = m + /> — r ， 其中 r = rank ([ — B T I JD T ) = p . 由定理 4.43， 我们有 dim ( S > = 
m + p - p = m 9 所以由推论 4. 25, C « S . 因此，若 — B T I /] T =0, 则 u /€ S , 从而 

■ 

定义设 C 是城是上的一个线性 [(iw + p ), m ] 码，一个 mX(m + p ) 的矩阵 H 称为 C 的 
一个奇 俱性检矩阵， 若对所有的我们有 u » H T =0 当且仅当 u *€ C . 

命题 4. 114说，若 G=[H B ] 是线性 [( m +/>>, m ] •码 C 的一个 mX(m + /0 的阶梯形生成 
矩阵，则 H = [_ B T | J ] 是 C 的一个奇偶性检验矩阵.像我们在命 @ 4. 132中看到的一样， C 
的奇偶性检验矩阵不必唯一. 

注若是一个码，定义它的对僞 码为 正交补 

C 1 =» {y 6 * ( y ， c ) = 0,对所有的 c € C }, 

其中 （ y , «:>_>^ | + “，十> 1> 6 11 是> : =(：)» 1 ，“，，>>和 ，…， 的普通点积•应 
用命越 4.114, 可征明若 | 是 C ； 的一个生成錄阵，則奇儡性检脸矩阵 = 
[- B T I J ] 是对偶鸹 O 的一个生成矩阵. 

下面的推论是用一个与奇偶性检验矩阵相关的奇妙的数来计算线性码 C 的最小权数 4(0. 
定义若 A 是城上的一个 ihXti 的錄阵，其中 m < n , 則由它的列组成的表是线性相关的. 

定义 


^( A ) « A 的线性相关的列的最小列數. 

若 A 是一个 mXn 的矩阵， m</i 和 rank ( A ) = r , «任意 r +1 列是线性相关的.因此 

/i(A) <r*+l. ( 2 ) 

例 4.11 S 考虑矩阵 



三个 矩阵的秩都是 2, 但是〆 A ) = l ， ai ( B ) = 2, 而〆 C 〉= 3. A 

推论 4 . 116 设 C 是域々上的一个线性 [>， 111>码， ff 是 C 的一个奇偶性检验矩阵，則 

(ii)^(C)<m+l. 

证明 （ i > 设戽， … ，尽是 H 的列 向量. 因为 H 是 C 的奇偶性检验矩阵，字7 =(力， …， 
: yjeC 当且仅当: yH T =0. 但: yH 7 =0当且仅当 H ： y T =0, 也就是， 
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yifit + ••• + = 0 . 

设 <f(C>=d, 取权为 d 的码 字; yeC, 设； y%, …， ；y~ 为 y 的非零坐标.因为: y 是一个非零的码 
字，所以 

0 = Hy r = yi/3i + …+ 3» 冰 = A., + …+ y> t P^ » 

故表凡 ，…， 屯是线性相关的，因此 〆 假设有线性相关的表 A ,, …， ft ,, 其中 P < 
d , 则存在不全为零的 纯量％ ，…，、使得 ft ,+••• + &#, =0. 定义 5 = ，…， 5.)6 

* •使得 L = A .， 对 v =1, …， p ， 而其他的乙 =0, 9 I \ H £ T =0. 因为 H 是 C 的一个奇偶性 
检验矩阵，则这是一个矛盾，因为 wt (5><«/. 

[4131 (ii> 由等式（2)， /i(H><r+l， 其中 rank(ff>=r， 因此 r=ni. ■ 

- 例 4. 117在例 4. 113中，我们计算出汉明 [7, 4]-«C 的最小距离为 3. 应用在该例中给 
出的 C 的阶梯形生成矩阵，我们看到， C 的一个奇偶性检验矩阵是 

X) 1 1 1 1 0 0_ 

H= 1011010 
i 1 0 1 0 0 1. 

(因为元索在 B=F ，中，我们有= 易见 H 的任意两列是线性无关的.因为第1, 4, 5 
列是线性相关的，因此〆 H)=3, 所以 d(C) = 3. 4 

现在我们希望能构造出能纠多个错且相对更有效的（线性）码. 

回忆定理 3.114: 若 A 是一个域，若 7 = (/(*)) 是由 /(x> 生成的主理想， 
则商环是 * 上的一个向*空间.有基为表1，其中因此 
*Dr]/7 是 n 维的，且存在一个（向置空间的)同构 V-zfcO]//. 若我们记中的宇为(咖， a ,， …， 
«,-i) 而不是 (ai， ••■， a»>， 则(《。》 «i，a_-i>H> <J»+ai *+ … **—* Lr]" 的 
—个同构. 

- 定义域上的长度为 n 的循环码是一个满足以下条件的线性码 C 

(a 0 ，ai. …， a,-i) € C 可推出 （a,_i，a 0 ，“.，a,-t> 6 C. 

AO]/ 〖是一个交换环，也是一个向量空间.这些*实现将被 利用. 请将以下证明与引理 3.26 
的证明作比较 • 

- 命趣 4.118 设是一个有限城， 7=(；!^ •— 1) 是中由 — 1生成的主理想.设 Z = X + J , 
则 CS 40]" 是一个循坏玛当且仅当 C 是交换坏中的一个理想.进一步， C =( 〆 *)), 
其中容 ( or > 是 ★!>] 中 x "- l 的某賁一因式. 

证明设 C 是 *[>]// 中的一个理想， trsoo + mje+w + a - ifdeC . 因为 C 是一个理 
想，所以 C 包含但*"=1(因为 Z 是 X * — 1的一个根).因此0,4 + 
< jQZ + ai ** + … + a ,-2 z* _l GC ， 从而 C 是循环的. 

相反地，假设 C 是一个循环码.因为 C 是一个线性码，所以 C 在加法下及在与 A 中元索 
的纯量乘法下是封闭的.像我们刚刚看到的一样，用 z 乘的结果是将函数向左边移进一步（并 
_ 且使得为常数项).读者可以证明，对 i 进行归纳，（：在用所有元素6。+6 | *+〜+6<- | *'_ 1 . 
的乘积下是封闭的，因此 C 是一个理想. 
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设芦 1 是自然映射，考虑逆象/=/9 _| (0 = {/(;«：>€社： r ] : / u > ec }. 由习 

题 3. 47知，_/是中包含妒一1的一个 理想. 但由定理 3. 59, A |>] 中每一个理想均为主理 
想，因此存在一个首一多项式 g <_ r )€*0] 使得 J = ( gU >>. 因为 •!•一1€ J , 所以我们有*"一 
l=hCx)gU), 对某多项式 ACr ), 也就是 gOc ) 丨 U -_ l ). 最后，因为 •/ 是由生成，所 
以它的象 C =/ SU ) 是由饵 S U >>= gU > 生成. ■ 

- 定义设 cq * o ]/ i 是一个循环码，其中 i =( x -_ i >. 首一多項式称为是 c 
的一个生成多项式，若 C =( g (*)>， 其中 *= a:+r 

与在命题 4. 118中一样，长度为 n 的一个循环码的生成多项式可选为 ■>:* 一丨的一个因式， 
因此它的所有根都是 n 次单位根. 

推论 4.119 若 C 是城 > 上一个长度为； I 的循环码，其一个生成多項式为 g (: c 〉， « dim ( C ) = 


n—deg(g). 

证明因为 gCc) I (x*-l), 所以存在理想间的包含关系/ =(x*-l)C 
(*(x))=J. 视 A[ar] 和它的商仅仅为*上的向量空间，我们看到，由 H_r) + 

I + J 给出的“陪集的扩展”函数 y ， * CxD / I -*[ x ]/ J 是一个满的线 

性变换.为计算考虑右图，其中 a , P 是自然 映射. 注* /3= y a , 且 
«，卢和 y 都垦满射，因此习 B 2. 102的假设成立，所以 

kery = o(ker^) = o((g(x)) =* <g(*)) = C , 

其中 *=*+/. 作为向撒空间， GK >]/ J )/ C ^4[ x ]/ J (这就是第一同构定 理〉. 因此 
dim<jt[：r]/f) — dim(C) = dim(A[x]/J). 

但 dim<*C*]"> ■ deg(x* — 1) = n 且 dim(*[*]/J> = dim(*[x]/(^( j:))) = deg(g), 所以 
dim(C) =n—deg(g). ■ 

推论 4. 120 设 C 是一个长度为 n 的循 环碼 . 其生成多項式 〆:《：> = 容。 + 扪工+"，+ 5 ^‘的 
次數 deg(g)=h 则 C 的生成矩阵是下（》 1—0>< ； | 的《阵 



'go 

gl 

gi 

… 

gi 

0 

0 • 

• 0_ 


0 

go 

gl 

茗 2 


g* 

0 • 

• 0 

G = 

0 

0 

go 

gl 

g2 

••• 

g> • 

• 0 


• 0 

0 


0 

go 

gl 

gl • 

• g •- 


t[x)—i**W// 

* W ". 


证明因为 C 是一个理想，所以 g (: r )， Ig ( x ), •••, 是码宇，且这些码字对应 

于 G 的行. iBG=[X I T ], 其中丁是由 G 的后 S 列构成的 S XJ 的子 矩阵. 因为 T 是-••个对角 
线上元索全为 &的下 H 角矩阵，由习埋 4. 51我们有 detCT ) = 〆 • 但*, = 1,因为生成多项式 
是首一多项式.因此 det ( T > = l ?60, 从而 G 的 7 i _ j 行构成的表是线性无关的.因为由推论 
4.119, dim (0= n - i , 所以 G 的行构成的表是 C 的一组基，从而 G 是 C 的一个生成矩阵._ 
- 例 4.121 设 C 是 F , 上长度为 ”=6的循环码，其生成多项式为 

容 U> = (JT —3)(：! • — 3 l >Cr — 3 J >U-3*> = x* + 6x* + 3x* + 2 j; + 4. 

由推论 4.120, C 的一个生成矩阵是 


sm 
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6 1 01 

3 6 1」. 

由高斯消元法， C 的一个阶梯形生成矩阵为 

_ rl 0 4 2 3 6 T 

= Lo 1 4 6 5 2」. 

一个奇偶性检验矩阵是 

■3 3 1 0 0 0* 

5 10 10 0 

H = . 

4 2 0 0 1 0 

J 5 0 0 0 1. 

浚者可 以验证 GH T =0. 4 

x "- l 的根称为 《次单位根.回 忆到域 A 中元素 z 称为 n 次本质单位根若 = l 且 z^l 9 
_ 对所有满足 0< f <; i 的 《'. 

引理 4.122 设 F , 表示有 g 个元素的有限城.若; I 是一个正整數，則在 F , 的某个扩域中存 
在一个/»次本元单位根当且仅当 gcd ( n , ^) = 1. 

证明假设(/ I ，0 = 1, E 7 F , 表示 / Cr >» x 〜 l 的在 F , 上的一个分裂域. 导败 = 
nx - '-1^0, 所以 gcd (/, /) = 1(它们无相同的根>,因此由习題 3.67 知， /( i > 无重根 •从 
而.若 K 是 /(*)=/ 一 1的所有根构成的集合，则 K 是一个 n 阶乘法群.但由定理 3.55, /C 
是循环的，从而 K 的生成元一定是一个 n 次本挹单位根. 

相反地，假设存在一个”次本顷单 位根. 注意对某素数 p , q=p'. 若 (《, q)^\, 则/ 
也躭是 " = p « t , 对某整数 u . 因此 ： f —l = ; c，_l = ( ar • —1>、这样所有的”次单位根构成的乘 
法群的元索少于《个，从而无 n 次本原单位根. ■ 

- 推论 4. 123设 CGF: 是一个循坏典，其生成多項式是 g(j：), 其中 （；!， 9 ) = 1, 則 “ = U, 
ai ， … ， a, 在 C 中当且仅戋 = 0 . 对的每一根 7 ， 其中 u(x> 这办 +d|j：+ …+ 
a .- ix *-'. 

证明由命勘 4.118, C=(g), 它是 AO]// 中由 g(:r) + / 生成的主理想[其中 /=(!* — 1>]. 
若 a€C, 则 “€(发)，故存在 /Cr>€*l>l 满足 a(_r>+/*/(j^(.r) + /， 因此 “(x> — /(x> ff Cr>e /: 
存在某 A (: r ) eCr ] 使得 

o ( j ) = /( x )^ U ) + fc ( x )( x " - 1). (3) 

因为 g (_ t ) 丨 （ jr _- l ), 所以 g <: c > 的每个根均满足丨 =1. 因为方程（3> 右边是零，因此 
o ( iy )=0. 

因为 （ n, 9 ) = 1, 所以由引理 4. 122 知 X--1 无重根.因为 g(x) I (x'-l), 所以生成多 
项式也无 重根. 从而当 I ?取遍 gOO 所有根时，多项式 ar — 7是两两互素的.若对 g (: c > 的 
每一个根有 a(iy) = 0，则对毎个 7 ， X — t ) \ a(x). 由习题 3 . 59知， a(ar 〉 被 JJ Cj: — 0 = 
g ( cr > 整除，也就是 a €( g >= C . ■ 

下面的定理将使得我们能够构造出能纠多个错且相对地更有效的码. 


T 4 2 3 

N = 

L 0 4 2 
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— 定理 4.124( 傅泽-丘德贺理-霉可汉姆 ) e 设 C 是 F , 上长为； I 的一个循环码，其生成多項 

式为 gU )， 设(心 n ) = l , f 为一个 / I 次单位原根.若连缝方幂 r ，？•+*,•••, 是器（工）的 

根，其中0<14且《+/<1 |， M </=</( C »^+2. 

证明将码宇 c =( c 。， q ， …， >6 F ; 与多项式 c ( < r > = c <) + c , < r + … + € F fl [: c ] 

等同.它的权数 wt (< r ) 是非零系数的 个数. 由命题 4. 110,只须证明每一个非零的码字至少有 
/+2个非零的系数.相反地，假设存在一个满足 wt ( C ></+2 的非零的码字 c . 因此 c ( x > = 


其中 *•,<•••<“. 若昤1， 则 c (炉是下 点积： 
c (. fi ) *= ( o , $ cs z ，…， Cj'w > •( 〆 • ，…， p •…） • 

构造 Q +1) X (/+1) 的矩阵 W 使得它的第 j 列由而得，对 
^•*1 f - '? •— 


因此，若 c . =( o ,, 


W 






^<k+/)i, j^lm+Ot 2 


J < B + ^ V+i J 


則 

=( f ( f ), c ({: * +, ), — , c ( f* , )) T = 0. 


对所 有）， 用去除 w 的第 j 列，即得到 7+ i > x (/ 十 i > 的范德蒙徳矩阵（的转置 




1 

i 

•• 1 




^ • 

•• fVn 

V = Van(f6 ，• 



{: ，，： • 

•• f /肀 



X n ' 

r: - 



由习题 4. 52,我们有 


det(WO = f^deKV) = f. — f*v JJ <p-). 

i <* 

我们断言所有 P 是不同的.若 j<l 则 — 因为所以 C '*、= l . 因此， 
若 a ， ,则与 f 是 n 次本原单位根 矛盾. 我们得出结论 det ( W )? iO . 但 cT 垆0且 WV !： =0, 
这与 W 的非退化性矛盾，从而权<^+2的码宇不存在，即 ^02^+2. ■ 

为更明智地应用定理 4. 124,我们对给定的和/!来寻求有效的码，这就是，我们想使信 
息率》大化，这躭要使 deg ( g ) 极小化(因为由推论 4. 119, w = n - deg ( g )). 

- 定义城 A 上的一个线性码称为是一个长度为"的 BCHW , 若它是一个具有最小可能次 
数的生成多項式 g ( i ) 的循环码，且 〆 ■!•) 的根中有连埃方幂 （•， f + i , …， r +< . 其中 f 是一 
个 n 次本原单位根， 0< u < tt +/< n . 


- 推论 4.12 S 设 C 是一个长为 n 的 BCH 玛.其生成多項式为 gCr ). 若连续方摹（“，？* +1 . …， 
f +2f jb 现在 g ( x > 的根中，其中0< “且 “ + 2 t < n , 則 C 可* >U 个错. 进一步，设 y 是一个字， 
若满足扒3«，的码字(•存在的话，則 <■ 一定唯一. 


© ••博浲—丘 德贺理_«可汉嬅”即 Bose"Ch»udhuri"Hocquen*henu —— 泽者注 
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证明用定理 4* 124的记号，我们有/=2<,故由此定理， d (, 0 > i + 2 > 2 t +\. 命题 4.108( iii ) 
表明 C 可纠 f 个错.命题 4.108 U ) 表明了满 足沢: y , c )< t 的码字 C 的唯一性，若有一个这样的 
C 存在的话. _ 

- 推论 4.126 对任意素教/>和任意正整數 h 存在 F , 上的一个可糾 t 个错的 BCH 码. 

证明设 * = F ,, 其中 g 是 p 的方幂， 2 t + l < 9 - l . 由定理 3. 55,乘法群 P 是一个阶为 

9一 1的循环群，生成元 {: 是一个 <7 — 1次本原单位根.因此{:，是不同的.由 
命题 4. 32,每一个 f 是 F ,|>] 中某多项式的根.推论 3. 117给出了以{^为一个根的唯一的首一 
不可约多项式最后，定义 

g(x) = lcm{A| (x) t ••• • A tH .| (x) }, 

定义 C 为以 g (; r > 为生成多项式的 BCH 码，由推论 4.125 即得出此结论. ■ 

没有一个简单的确定的能给出 BCH 码的生成多项式的次数的公式是已知的，但存在描述 
它们的大相关范围的表. 

要判断以 gOr )€ F ,[>] 为生成多项式的一个循环码是否为一个 BCH 码，我们必须决定 
震(工)的根，这就迫使我们更详细地研究有限域. 

- 例 4. 127让我们来描述 F ,. 我们知道，它的非零元构成的乘法群是7阶循环群，生成元 
是一个7次本原单位根.存在一个以 f 为根的不可约多项式 m (; r >6 F :[ x ]. 像在例題 3. 116中 
—样， deg ( m ) = 3 = din ^( F ,). 在例 3.98 中我们看到，在匕1>]中，仅存在两个不可约三次 
多项式，即 P + or + l , x 5 + x 2 + l . 为更淸楚些，我们首先选择 f 为第一个多项式的一个根， 
这样 

表 4-1 是 F , 的加法表.因为 F , 的特征为2,所以对角线上的元索形如 f+f = 2 t _=0 .因 
_ 为加法是交换的，所以加法表是一个对称矩阵，因此只需 © H •算它的 上三角 部分.让我们计算 

C 3 = f+1- 


表 “1 F , 的加法表 



表 4-1 中的第一行，它由 f +1 构成，其中我们有 ？+l = f 且？ 3 + l = ( f + l > + l = f . 
其次 

?*+1 = (?+D l = (? 3 )* = (•} 

?'+1 = ( f , + l ) 1 = (^) 1 = ?'*= ? 5 , 
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?'+1 = ( C J + 1) 1 = 

由此得出 p + l = t , 因为 C 的其他的方幂都已经出现了.现在我们来用第一行来计算第二行. 
例如，请读者验证其余的项. ◄ 

— 例 4. 128 ( i ) 在 F 2 (>] 中，： r 7 — 1的不可约多项式分解是 

x 7 - 1 = x* +1 = (x+IKx'+x + IKx 1 +x* + l). 

设 C 是长为7的循环二元码，其生成多项式为 g (_ r > = ar s +; c + l . 注意 g ( jr 〉 有一个根是一个7 
次本原单位根，记为 f 为求其他的根，我们来应用表 4-1. 对每一个 G 求 /(fO 的值. 我们 
看到 f 和 f 的连续根，因此 C 是一个 BCH 码，相应的/=1.事实上， C 是一个 [7, 4]- 码. 
[因为7 — d e g ( g >=4], 且《/(0>/+2=3.由推论 4. 120, C 的一个生成矩阵是 


因此， C 是例 4. 113中的汉明 [7. 4]- 码，所以此码是一个 BCH 码（可以证明，所有汉明码都 
是 BCH 码〉. 

( ii ) 考虑具有如下生成多项式的长为7的循环二元码 C , 

g(x) — (X+ 1)(X* + J：+ 1) =>•!’ + •!*+■!*+1. 

注意 l = f °, {:和是 g ( JT ) 的根，所以 C 是一个 BCH 码.亊实上， C 是一个 [7, 3]- 码，且 
d ( C )>4. 由推论 4. 120, C 的一个生成矩阵是 


通过应用有限域 F , 而不是素域 F ,, 我们可以选择多项式，使得它比一般的 BCH 码的生成 
多项式更简单. 

- 推论 4.129( 理德-索罗门）设 g 是一个素数幕， t 是一个正整数，且满足— 1. 則存 

在 F , 上长为 9 — 1 的一个码.它可糾 < 个譜且它的信息率为 1-^ y . 

证明设为一个 9 _1 次本原单位根•设 

客 (■!) = (x—p(x—— 5**) 6 

其中 2 t < g —1. 设 CSFr 1 为一个 生成多项式为 *(： t > 的码. 使用定理 4. 124的记号，1+/= 
2 t , 故定理4.124推出以0>/+2 = 2!+1.由命题 4.108( iii ) 知，码 C 可纠 * 个错. 因为 
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deg ( g )=2/, 所以由推论4.119， dim ( C ) = 9 -1-2«.因此 ， C 的信息率是 = 



- 定义 F , 上一个纠 t 个错的理徳-索罗门 （ Reed - Solomon)W 指的是_个长为 9 -] 的 BCH 
码，且其生成多項式为 

«(x) = Cr-pCr-r — Cr-f :，）， 

其中 f 是匕 中一个次本原单位根且— 1. 

我们说过不存在计算一般 BCH 码的生成多项式的次数的简单公式.相对地，在推论 
4. 129中，生成多项式的次数是 2 f . 若 C 是一个纠 t 个错的理徳-索罗门码，则由推论 4.129 
14211 知， dim ( C ) = q —\ — 2 t . 

- 例 4. 130在 F : 中 [3 J 是一个6次本原单 位根. 以多项式 

g(x) = (j: 一 3)Cr — 3*>(1 — 3 ， Kj ■一 3*> = 4 + 2x + 3X 2 + +x a 
为生成多项式的码 C 是 F , 上的一个纠 2 个错的理德-索罗门码.由例 4. 121 , C 的一个生成矩 
阵是 

2 3 6 1 01 

4 2 3 6 1」. 

因此 C 是行空间 R < m >( G ), 

C = { (4 a ,2 a + 46, 3 a + 26,6 a + 3 b,a + 6 b , b ) > a,b ^ F7 K ^ 

- 例 4.131 设是一个 7 次本雎 单 位根.以多项式 

«(x) = (a- + {：)(x + ?*)(x + {： J )(x + C 4 ) 

为生成多项式的 F , 上的 BCH [7, 3] 码是一个 F , 上的纠2个错的理徳-索罗门码（因为 F , 的特征 
为2,所以一1 = 1 〉.应用表4-1，我们看到 g ( i > = t * + fr +； r *+ f *： r *+ 1 i *. 由推论 4.120, C 
的一个生成矩阵是 

? 1 1 0 O ' 

G = 0 f 1 f 1 1 0 . 4 

.0 0 f 1 f J 1 . 

从太空发送来的一个长信息有可能被一个宇宙射线击中而导致破裂，即把一串连续的字母 
搞乱.为对付破裂，人们首先应用 F , 上的一个理德-索罗门码对信息进行编码，其中 9 是 2 的 

方幂. 例如，设 C 是 F 2S •上的纠5个错的理德-索罗门码，其生成多项式为 gU ) = 

其中 f 是一个255次本原单 位根. 注意因为256=2*，所以中每个元索都可以写成长为8的 
一个串.通过将 C 中的码字中的(属于 F 2S4 中的〉 宇母替换成长为 8 的串来构造一个长为 8 • 255 = 
2040的二进制代码用二进制代码0^发送一个信息，并且译码成理徳-索罗门码 C . 因为 C 
可纠5个错，因此在收到的二进制信息中，这对应于可改正一个长度为33个二进制符号的二 
进制区间 （一个 长度为34的区间涉及理德-索罗门码的 6 个字 母）. 按这种方式，理德-索罗门 
_ 码可应用有限域的理论来改正二进制的错误的破裂. 
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4.5.3 译码 

设4是一个有限宇母表， CSW 是一个 m] 块码. 一个宇可按下面效率低的方式进 
行译码.将所有的字沒<：进行编号，如， C | , …，其中 r= 丨/|".对所有 i 计算 
译码 y 为其中 q 是距 y ft 近的码宇（若存在数个最近的码字.取编号在最前的码 字）. 

若 CSF; 是一个线性码，則刚刚描述的朴索的译码方式可更好地组织.但它仍然是效率低 
下的.我们的 B 标是将按收到的宇: y 译码成与之最近码字这就启发我们去考虑形如; y_c 
(其中 c6C) 的宇 ，因为 S ( y , c )= wt ( y - c ). 

- 定义设 CGF •，是一线性 [n, m] 码.若: y6F •，且 f6C, 則错误向最指的是 e = «(_y ， c)= 
y — c . 

注意向 懂空间 fj 是一个加法交换群， c 是一个子群.给定; y, 則所有错误向 tty— c 的总 
体就是陪集: y+C, c€C . 说是与 . v 最近的码宇就是说错误向貴 e(y, f > = ;y- r 在; y + C 
中是权 S 小的. 

定义若 CSFJ 是一钱性 O , m ] 码.若; y + C 是 C 在 F 〗 中的一个陪集，則一个陏集的头字捎 
的是一个权最小的向黃 e ^ y + C . 

FJ 中的向撤可以适当组织使得一个分组码的朴索的译码方式变得稍为更有效些.将所有宇 

进行编 *> ，如， C | , 对一组防集代表元冉进行编号，如，叫作一个表 
使得它的第 j 列由第 ） 个陪集叫 +C=< 叫 +c, • i=l, …，的元素排列而成.给定一个向* 
y, 确定它所在的(唯一的)列 叫 +C (群 F; 是所有不交的防集的并).若《，是一 个陏集 的头字，则 
et - y - c , 对某 c6C, 从而 c 是一个与 y 最近的宇.（如果 ft 近的字多于一个，则在陏集叫 +C 
的列举中选择第一个).我们可以使得此程序的效率变得稍撖商一些.若 HftC 的一个检验矩 
阵，则由例 8JU.114, : v6C 当 a 仅当; y/^sO . 而两个向 厲于 C 的同一个陪集当且仅 
当; y-wscGC. 但 因此; y, 在 C 的同一个陪集屮当 E 

仅当 

- 定义设 f /是一 个线性 o , m ]- 码 CSF 〗 的检验 矩阵. 若; yeR , 則它的和声指的是 S (; y ) = 

yH 7 . 

线性码 C 的检验矩阵 H 不必是唯一的，而和声 yH T 的确依賴于 H 的选取.为对一个收到的 
宇 y 进行译码，首先 H •算它的和声接着计算陆集的头宇 e , 的和声直 
至 S(A> = S(：y) 成立. 只有一个这样的陪集 e;+C 存在，因为若 S(q> =S(o〉， 则 
S (. e ,~ e t )=0, ej -e,6C, 从而 q+C=e,+C. 因此 c=;y — *r, 是与; y 最近的码宇，即 y 被译成 
c. 尽管此方法比一般分组码的朴索译码方式好一些，但它仍然不是很实用的.总之，若 C 是 
F, 上的一个 [n，m] 线性码，则 C 有•个陪集. 

对所有 BCH 码，存在效率高的译码程序.但我们将稍力集中在理德-索罗门码上.更精确 
地，若 C 是一个 F, 上的纠*个错的理德-索罗门 》. 对某码宇 c, 若; y 是满足 S(y， 的一 
个接收到的宇，则我们将说明如何去求 c (没有更多的信息，试图去译一个与任一个犸宇都不靠 
近的宇是非常愚蠢的）. 

通常，我们将一个向量 y = <y。， ％ ，…， A-deFr 1 看成一个多项式 
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+ …+ 

- 命题 4.132 设 f 是 F , 的一个本原元素， C £ FJ _ I 是 F , 上的一个* It 个错的理德-索罗门 
码，其生成多項式 WxJsOr — pCr — ph . Cr - pX 定义 2 tX ( g — 1) 的矩阵 



.1 r 

K 1 • 

. - 

17 = 

1 

? 4 • 



.1 C 1 ' 

r • 



⑴若 >=(>, M ， …， yrDeF :- 1 , 則 

yir = <>({：) 

其中： y ( {：‘ >= 加+力 C +… . 

( ii ) 设 /( x ) =/ 0 +/| J ： + …+/ 〆 6 F ,[ jt ]， 其肀 若我们记 /—(/ o ， …，/,， 

0,…，0>€打，則 

/u = (/(i) ， t/-(f) ， c i /(?*>.-.r'Vcr" 1 )). 

( iii > U 是 C 的一 个检脸矩阵. 

( iv ) 若是一个错误向量.和； y 有相《的 和声： 

S («) = eU T = yU T = S (. y ), 

_ 因此对所有的 e(fO = y ( fO . 

证明 （ i > 注意到 U 是1%上的一个矩阵因为 f € F , (若 C 仅是一个 BCH 码，则这点未必成 
立〉. yU 7 的 ij 位元索是点积 

y ROW u («) -= y ,+>,{：*+ •••+ y ,-»{： K, " ，， = y ( f '). 

因此 

yU 7 = (: y(|：>. 

( H >/17 的 iy 位元索是点积 

(/«.-./r.0,-,0) • COLu(j) /,.0,-,0) • (fV..，!： w ) 

=/ oC y +/. r ,> +-+/^ ,/, . 

=r (/.+/.«：'+ … +/ f > 

=f'/( {: 

(阳由推论4.123,若 CGFr 1 是一个以 g ( i ) 为生成多项式的循环码，则 >=(;»>», 力，…， 
iDeFr 1 落在 C 中当且仅当: y( 7 )=0, 对 《 <o ：〉 的每一个根子因此， y ec 当且仅当; yl^sO. 
< iv ) 

AT = (. y-cyir ^ yir-cir = yU T . 

最后一个论断成立是因为； y (^)). ■ 

设 C 是 F , 上的一个纠 t 个错的理徳-索罗门码. U 是例越 4. 132中的检验矩阵.通过求 ; y 
的错误向* «=3>— c 来译接收到的字; y . 在译码过程中最困难的一步是确定*的非零坐标的位 
置. 总之，若 C 是一个二进制码， 则* 的非零坐标实际上是决定了 *( 当然，一个理德-索罗门 
码 CeFl 1 —定不是一个二进制码，除非9=2且 1 = 1). 
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回忆第3章中的 定义： 若 A = [~] 和 B =[ 岣]是域々上的 mX « 的矩阵，则它们的阿达马 
积是 A » B =[%~]， 特别地， lXn 的向量的阿达马积被定义为 

[<2,，…， <!■] • [6"."，6爾]=[〜厶 "…， a •办 •]• 

定义若 e 是一个错误向量，則满足的非零向量1/称为错 误定位 向置. 
c 的支撑总是包含 于一个 错误定位向量 w 的零集中的. _ 

引理 4. 133 若办 ，…， 之,- 2 )和 “=(iio ，…， u r 2) 落在 F ; _1 中，則由 e 。(0，…， 

0> 可推出 

lj * ^ 0} = Supp (^) C Ziu ) == {j * u t = OK 

证明假设《。 u =(0 ，…， 0) 是说对所有的 j 有 ^^ = 0. 若代 SuppU ), m e ^ O . 因为 
… =0, 所以我们必有 〜 =0, 从而 _/€2：( u >. _ 

我们来构造一个多项式，使得它的根以方幂的方式出现，其中 AeSuppU ). 

- 定义设 C 是 F , 上的一个 H t 个错的理德-索罗 门玛. 设: y 是一个接收到的字.设1?« 

y — c =( e 0 ， q •…， q - 2 ) 是一个错误向量，若 wt (« X / 且 Supp ( e ) = ， …， jr ) • 其中 

t . 则错误定位多項式 指的是 

fix ') = (JT 一 )(x — > — (x — = /o 十 /l*r + …十 fr-l X r_l 十 /r J： r ， 

其中 /r = h 我们记 /=(/。，/,，•••，1. o , 0)6 F ? (这样矩阵乘积 yv 就被定义 
了，其中 L / 是命题 4. 132中的检验性矩阵 >• 

现在我们来改进引理 4.133. 

- 引理 4.134 设 C 是 F , 上的一个纠 f 个错的理德-索穸门码，设 C ； 是命趙 4. 132中的检脍 
性矩阵，设 y 是一个接收到的一个字， e = y — c =(^ j ，， …， e ,-2〉 是一个满足 wt ( e )< f 的譜 
谋向量，若“ =/ U =(/( l ), {:/(?)，•••，其中 /»(/<>，/|， …， / r-M 1. 

0, …， 0)6 F 2 / 是错谈定位多項式，則1/是一个铕误定位向量且 

Supp ( e ) ™ Z ( u ). 

证明设 S U pp (*> = <> "…，人>,其中 r < t . 设 / U >= •为错误定位多项式，我们 

1-1 

断言<?。《=>0.若 ），€ Supp («>, 則由命题 4.132( ii >, «>. =/({: J *) = 0, 所以 w =0 .若 
j ^ Supp («) ,则 e >=0. 所以>=0，因此 e •“ = [0， …， 0]. 也就是“是一个错误定位向 
最.由引理 4. 133得出 Supp ( e > GZU ). 此包含关系不可能是真 包含： 若 u ;=0, 对某 
0,, 则 r/(fO = 0, 因此 /( fO =0, 它给出了次败的多项式 /< jt ) 的太多的根， 

因此 Supp («> = 2(“>. _ 

我们现在来证明错误定位多项式，且错误定位向量可以通过求解一个线性方程组而求得. 

定义设 C 是 F , 上的一个纠 t 个错的 a 德-索罗门码，设 S 为 F , 的一个本原根， y =( 加， 

%，•••， y «- i >6 Fr '. *= y — c 是一个满足 wt ( e ) = r < t 的错误 向量. 則和 库矩阵 指的是 rXr _ 
的銪阵 

y ( f ) … yCC r ) "I 

>( r J ) … >< r +, > I 
… 




y(.V 
: y (?” 

Lv(n 
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命题 4. 135设 C 是 F , 上的一个纠/个错的理德-索罗门码，3» = (3»<>， yi ， …， y „- t ) 6 
F ?— 1 ， c 是一个满足 wt ( e ) = r < f 的错误向量 • 

( i > e 和: y 有相同的和声 绝阵： S ( ir ) = S (^). 

( ii ) 若 /( a ：)=/ 0 +/ iar + …是错误多項式，則 
/ = e F ； 

是线性方程组 

S ( y)/ r =^ T 

的一个解，其中 A = [ — ： y ( f ^)， 一: y ( r ^), •••，一: y ( f 2r >]. 

( iii > 和声绝阵 2(： y ) 是非奇异的. 

证明 （ i > 由命題 4.132( iv > 知 e 和: y 有相同的和声，又由命题 4. 132( ii >, 对所有的 j <2 f , 
我们有 〆 {:: y ( t >， 因此 SCc )» S ( y ). 

( ii ) 对 i /= l , …， r , 每一个 p 。 是错误定位多项式 / Cr > 的一个根，所以 

/o + /i 0+ /* …+ / V -• 

对每一个 | = 1 ，…， r ， 用 ft 乘此方程可得 

fo^+fi {：“+">•+••• + /；-• f “+〜= 0. 

回忆到《(1>=* <| ；^'1+* | > ,0： > :+如+ ~,；«： > ，，将 U=l， …， /■的方程连加，即得到 

/ oe ( f f ) + >•!—. + + 0. 

因此，对 i -1, …， r , 这 r 个方程构成一个非奇次 rXr 的线性方程组 

S ( e )/ T = A T . 

[4271 其中办=[-少{^”），一 y ({:—*>，•••，一； y ( j ^>] T . 但是由⑴有 S ( e ) = S ( y >. 

< iii ) 我们断言存在分解 E ( y >= VDV T , 其中 V 是； " Xr 的范得蒙徳矩阵 



' 1 

1 

… 1 ' 

… 

v = 



… 



广 1 ) 八 



且0=出叫{^0, %{：>•，•••， e ir ^). 注意矩阵 VD 是用•乘 V的第 k 列而得 到的. 对所 
有的 u=l ，…， r， 考患乘积 





… w 

■ 1 ^ • 

•• f _ 

(VD)V T = 

^ K v ' 


… ^X 1 " 

1 f y * • 

“ ^2 

• • : 



^,r* 


1 0 • 

- r-. 


则(^^^的（1, 1) 位元素是 

气 P P + …+ ^ = e(p. 

事实上，应用命题 4. 132(iv), 类似的计算表明 VDV T 所有的元素与 S(;y> 相应的元索相等. 
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因为所有是不同的，所以由习埋 4. 52,范得蒙德矩阵V是非奇异的.对角矩阵 D 是非 
奇异的因为它的对角线元素都是非零的.因此 S(;y)=VDV T 是非奇异的. _ 

命题 4. 135可求出错误向 Me 的错误位置 通过解线性方程组 StWi'TsAT 可 

求出错误定位多项式 /(■!)[> 的唯一性由 S(;y> 的非奇 异性而得].因为夕=(/。， /,,•••, 
所以我们有 /(d = y 0 +/ l :c+m+/ r -,x^ l +/. 首一多项式 /(i) 确定错误定位向童 
u = fU , 其中 U 是命题 4. 132中的检验矩阵，引理4.134给出{_/,,_“， i，> = Supp(e) = 2(u). 
要译码 y, 我们去掉元素 y,,, …，： ％,将这些错误的元索替换成真实的值. 

下定理是译理徳-索罗门码的方法，推广此方法可译所有的 BCH 码. 

- 定理 4.136 设 (：是 F , 上的一个糾/个错的理德-索罗门码 ，； y 是一个字.存在一个满足 

的错误向量 c 則； y 可以被有效地译玛. 

证明命題 4. 135 可求出错误向 ft* 中的错误位置 j ,， 因为 Supp( e > = 2(/L0, 
其中 /(x> 是错误定位多项式， I ； 是命翮 4. 132 中 C 的检验矩阵. 

首先设设 IT 是在17中去掉 除第力，…，厶 行外的其他行而得的矩阵.由习题 4.31, 
通过解 = Uy T , 可以求出 e 的非零坐标[按我们用下面的记号，，是 lXt 的向量（％,•••, 
« i ( ). 习 ffi 4.31 进一步说此更小的非夺次线性方程是可解的（用高斯消 元法) 若 ran k ( LT >==< .此 
时是这样的. U 的任意/行构成一个非奇异的 的范* 蒙德矩阵，因为它的行是不同的，所 
以任意/行构成一个线性无关的表.求出了，，从而求出 o 我们躭有码宇 c =; y _*. 由推论 
4.125, (:是 唯一的最近的码字.译码; y 为 £ TUf >, 其中 E 是镝码函数. 

^r<t, 则此程序将失效[和声矩阵 2(y) 为奇异的，错误定位多项式就不可能确定1.求 
出使得 rXr 的矩阵 E(;y> 是非舒异的最大的 r<f, 则结束译码. ■ 

- 例 4.137 设 C 是例 4. 130 给出的 F, 上的-个纠 2 个错的理徳-索罗门码，注意 3 是 F 7 中 
6 次本原单 位根： 

3: =9 = 2, 3 J = 27 = 6, 3* =81=4 ， 3 s = 243 s 5, 3* s 1. 

这里 f=2, 9=7, 因此命題 4. 132 中的检验性矩阵 l ； 是下面的 4X7 的矩阵 

•1 3 2 6 4 5-. 

12 4 12 4 

U = . 

16 16 16 

.1 4 2 1 4 2. 

假设存在一个满足 wt(f)<2 的错误向釐 《■, 我们来译字: y=<4, 0, 5, 1, 0, 1). 

<i ) 和声是;1, 0, 3>. 

(ii> 和声矩阵是 S(y>=P H 

Ll 0J 

此时为 J][^°]=[g ], 得到 >=(4, 5>. 因此错误定位多项式 


\m\ 


是 / OcH + Sar + x 2 . 

< iv ) 错误定位向董是 《 =/U=(3, 0, 1 ， 0, 6, 4>. 因此艺(“）=<1, 3}, 故 Supp<e) 
U, 3}. 

(v> 求解方程组 IT〆 =U ： y T , 此时为 



解为 〆 =(1, 6). 错误向童是 e =*<0, 1, 0, 6, 0, 0〉.我们现在来译: y . 
c =y - e 

=(4,0,5,1 ， 0,1) — <0,1,0,6,0,0) 

=(4,-6,5, 2,0,1) 

= (4,1,5,2,0,1) 

因此: V 被译成 E He ), 其中£是编码函数. ■ 

习题 

4.66 设 Z 是一个宇母表， UI 设•为一个发送函数.设发送宇时一个宇母出错的概率为 

p . 其中 0< p < l . 

(i> 试证在发送一个字母长为"的宇的时候 • 恰好出现/个锚宇母的亊件的襯率— 

(ii> 试证由此得出结 论襯率 P 是与 9无关的. 

•4.67 试证其中 d 是例 4.105<iii> 中二绻奇偶性码的最小矩离 • 

•4.68 设 *4 是一个宇母表， Ul -q ， 设 C&4 •是一个 (》, M, 心码. 

(i) 定义 ir * C— 为 jr(q •…， c„). 试证 it 是一个单射. 

<ii>< 攀宇界)试证 

•4.69 设4是一个字母表， 1*41 .若 k 6«4 •，定义以 a 为中心的以 r 为半径（闭）的球为 
B r (u> ■ (tw ^ A" 1 ^ r) • 

其中 d 是汉明 距离 . 

(i) 试证 


I {w 6 «4_ * ^(u*k ；) *= «} 


i= (")<9 - 


iy. 


( ii ) 试证 


I B r ( u ) |= 2 (")<«-1) 1 . 


H4.70 ( 汉明界 ) 若 CQ4 • 是一个 (n, M, */) • 码，其中丨 A 丨 = q , J-2I+1 , 试证 
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4.71 字母表 4 上的一个 (《, 心-码称为完 备珥， 其中丨4丨 = q . 若它达到汉 明界： 

M= - - i- - • 

试证例 4. 113中的汉明[方一1, 济一1 一/]码是完备码. 

4.72 设码 C 可査 s 个错，且可糾 r 个错.试证/ 

• H 4.73 扣 F -* -个线眺最试举一个线性碍和-个宇 W 的例 
子，使得 c 得可纠 * 个错， W ec , 且存在不网的码字 C '€ C , 瘸足 a(UN c )* r «^ Cx , c ; ). 可以得 
出结论，对一个发送 的字， 选择最接近它的码字来译它可能不是定义良好的. 

4. 74设 C 是有限域 F 的上的一个 [ n , m ] 线性码， G 是 C 的一个生成矩阵，试证 mXn 的矩阵 A 也是 C 的生 
成矩阵当且仅当对某矩阵 H € GUi «, F ). A - GH . 

4. 75试证 F 2 上的长为 m +1 的以 x -1 为生成多項式的 BCH 码是奇偁性检 玱码. 

4.76 H ( i > 在朽 O ] 中将 x 1# - l 写成不可约多项式的乘积. 

H ( ii > 求一个二次不珂约多项式 g < x )€ F * Cx ]. 并用之去定义一个15 次本廉 单位根 C € F „. 

H ( iii ) 求 F : 上一个长为15最小矩离 dia > 3 的 BCH 码 C . 

114.77 设 C 是例 4. 131中 F , 上的纠2个错的理徳罗 门码. 板设有权为2的错误向童存在，试译码宇: y » 
( C *, f ， 1, f * + f . 0, c ** t *>. 


第 5 章域 

多项式根的研究与域的研究密切相关.若其中 ★为一 个域.则很自然地考 
虑是和更大的域£之间的关系，其中 E 是通过将 /(*) 的所有根添加入6而得到的域.例如， 
若 E = l 则 /( d 是 々[_ r ] 中线性因式的乘积.我们将看到， E 和 * 之对有伽罗瓦群 Gal ( E /«， 并 
且此群决 定了是 否存在 /( x > 的一个推广了二次公式的求根公式. 

-5. 1经典公式 

16世纪早期，西方世界经历了一系列 变革： 在1450年左右发明了印刷术》与亚洲，非洲 
的贸易空前 繁荣； 哥伦布发现了新大陆；马丁 •路德挑战罗马教皇的权成.改革与复兴即将 
开始. 

那时意大利半岛不是一个国家.而是一个聚集了世界各地的富有商人的城邦的联合体.各 
城邦的君主们发起的公开数学竞赛是一个年代久远的传统项目.据记录，比萨 （ Pisa ) 的莱昂那 
多 （ I ^ conardo , 1180—1245), 也称为斐波那契 （ Fibonacci ), 在 1225年给出了 / +2 j *+10 x — 20 
的具有较好稍确度的近似根.求一个给定的4次方程 

X , +6 X I + cX + < / = 0 

的根这样的问题妗常被提出 e , 其中6, 是实数，通常是整败. 

在16世纪初期.现代的记号是不存在的，所以求根的技艺牵涉到的不仅仅是数学的稍巧， 
而且要克服坩言上的障碍.用宇母来标明变董是韦达 （ F . Vihe , 1540—1603) 在1591年发明 
的，他用 辅在来 表示常摄，用元音来表示变置（用宇母表中开始的字母 a , 6, c , …表示常 M , 
用宇母表中后面的宇母: r , ; y , z 表示变量，这种现代记号是笛卡儿于1637年在他的书 《U 
Gfion ^ wieH 1 引人 的）， 指数记号 AS A 3 , A 4 , …实际上是休 S ( j . Hume ) 在1636年引人的(他表 
示为 AS ，炉， •••). 符号+, 及诸如 a / A 中表示除法的/是魏徳曼 （ J . Widman ) 在 

1486年引人的.用符号 X 表示乘法是奥奇徳 （ W . Oughtred ) 在1631年引人的.用符号+表示 
除法是拉恩 ( J . H . Rahn ) 在1659年引人的.符号=是理科徳 （Oxford don Robert Recorde ) 于 
1557 年在他的书 《Whetstone of Wit > 中引 人的： 

为避免令人厌烦地 玄复“ 等于” 一词， 我经常在我的著作中用一对平行的或两条相 

等的线段（即= >表示它，因为两事物相等. 

这些符号并没有被立即采用，而且还有其他的类似的记号.直到下个世纪（即17世 纪）， 
当笛卡儿的书 《La Gtom 6 trie » a 版后，才使得大多数符号在欧洲变得通用起来. 

我们回到二次 方程. 缺乏好的记号确实很不方便.例如，三次方程 X *+2 X *+4 X —1 = 0 


e 大约在1074年，奥马•海亚 》<Omar Khayyam , 1048-1123). 在当今由于诗作而更有名的伊朗数学家，就用 M 
锥曲线给出了三次方 S 的根的几何构造. 
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只能大概地如下给出： 

取某东西的3次方，加上此东西的平方的2倍，再加此东西的4倍，最后必须等于 1. 

复杂情况更让人难以接受，负数是不允许的，方程欠 3 _2；^ — 4 X +1 = 0 只能用如下形式 
给出： X 3 + 1 = 2 X J +4 X . 因此根据系数是正的、负的或 0( 依我们的记号），三次方程有许多 
形式. 

以下历史来自于提格诺 a - P . TignoD 的书 《 G a lois ’ Theory of Equations 》 中的枏彩 描述： 

大约在 1515 年， f + mX ^ n 的代教根首先被费罗 （Scipione del Ferro ) 获得，费罗 
是意大利博洛尼並 （ Botogiw 〉 的數学教授，关于他本人及他的解知道甚少，因为由于某 
种原因，他决定不公开他的结果.在1526年他死后，他的方法传给了他的一要学生. _ 

此解的第二个发现通过作者本人的叙述让人们知道了更多，作者是来自布 * 西 
聋的符塔呷 （Niccold Fontana , 1500—1557), 诨号 “ o 吃者 ” e . 1535 年他曾经求解 
出 T 三次方程的_呰特殊情形 的解. 那时，他接受费罗从前的一个学生费欧 
(Antonio Maria Fior ) 的挑战，进行一个解 方狂的 比赛，当他听说费欧已经从其老师 
处获得了三次方程的求解公式时，符塔那硝尽所能地求解，最后他成功地在规定时 
闽内 找出了解，给•了费欧盖辱性的打击. 

符塔郅找到三次方租解的消息传利了卡尔达诺 （Giralamo Cardano . 1501—1576) 

耳中，卡尔达诺是一个多才多艺的科学家，他35 了一系列沙及多个学科的书，包括 a 
学、占星学、天文学、哲学及數学.卡尔达诺要求符塔那将解给他，这样可将之收入 
他的一篇算术方面的论文中.俚符塔那断然地柜绝了，因为他自己打算就这个专题写. 

一 本书. 据考证，后来符塔坏改变了想法，至少是部分地，因为在1539.年，他用诗 
角的形式蛤了卡尔达诺方狂； T + mX = n 和 ■ rX 5 + n 的解及方租 V +n = » iX 的 

解的««表示 . 

收到符塔那的诗后，卡尔达诺开始进一步考虑.他不仅发现了这婆公式的根据， 

而且还解决了其他类型的三次方租的求解 问題. 随后在他的划时代的专著《伟大的艺 

. . I 术，代教学的法 W 》（ A rs Magna，sive de regulis algebraicis > 中， 

： ft 他发表了他的结果，并将这个榮誉归于符塔那及费罗. 

-我们先来推导低次多项式的求根公式.推导二次求根公式的通常 

方法是“配方法”，且这种方法可以用文宇进行叙述.考虑二次方程 _ 
X P + fcr + f ^ O , 其中 6>0. 将 jr 2 +6_ r 看成图 5-1 中的 面积. 通过在 
~~— 角上添加面积为的小正方形就可凑成一个大正 方形. 大正方形的 

BS-l R 方 面积为若 <: + +6*>0,則我们就构作了一个边长为 


© 原文 Tartaglia , 音 “塔尔 塔利亚 ”. ——译者注 






( i + iy 面积为 c + +6 2 的正方形.不用假设某些量是非负的就可以代数地完成此几何构作. 
设 /( x ) =^x 2 -\-bx-\-c. 

x 1 + &r + c =ar* + &r + ^rb l + c — \b 2 
4 4 

= (: + jfc ) +- i - C 4 c —6 ! ). 

因此，若 z 为 / Ct > 的一个根，则 

x + ^b =± ^Vff~—Tc. 

我们现在给出二次公式的一个不同的推导方法，它是从将给定的多项式替换成一个更简单 
的多项式开始的. 

定义一个”次多項式 / Ct )6 RO ] 称为是简化的 e ， 若它没有 項； 也就是， /( x ) = 

a » a : ■+ a,-a 工’ — 1 + … + a 。. 

引理 S.1 作替換； C - a — ia ,-” 

/( X ) = X '+ a .-. X'- 1 + ACX ) 

将变成一个 簡化的 多項式 

/• (x> = 

其中 A ( X )=0 成 deg ( A )<» i -2. 进一步，若《是 ru ) 的根，則是/( X )的一个根. 

证明作锊换—,就有 

广 ( x > 

= 卜 - +h(x- 

— fl.-ix " -1 +gi(x)) +a.-i (j ^ _1 +g*(x)) + 九 (j: 一 ■- i ) 

= x ’ + gi ( Z > + 份（工）十 A (x — ^ ， 

其中 gi (* r )，gt ( x )» — ) 和幻 （ arJ + a ,-， 容 ja •一 ^ ) 中的每一个或者为 0 

或者是次数— 2 的多项式.由此得出多项式 ( x > = /(x — ) 为简 化的. 

最后，若《 为 /• ( J ：> 的一个根，则0 = /•(“ ）=/<“一+«!•-, ^ 即 /( JO 的一 

© 若 /(JT) = :f+c ll - l ar«- | + … +ciar+fo = Ct—n> … Ct—r_)， 期 〜-■--(n + … +r_). 因此， /U) 是简化的当且 
仅当它的根之和为 0. 
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个根. ■ [4351 

下面是二次求根公式的另一个证明. 

-» 推论 5.2( 二次求根公式 } */( X ) = X l + ftX + c , 則它的根为 

—6 士 — 4 c ). 

证明通过 X =; r — +6定义: r , 则 

/ *< x ) 一 (：一 jft )* + ft ( x - \b)+c. 

线性项抵消了，简化的多项式为 

/• ( x ) = - j (6»-4 c ), 

且 /•(*> 的根为引理 5.1 说/( X )的根为"一也就是./( X )的根为 

下面这个二次求根公式的推论在推导 H 次求根公式时很有用. 

推论 S .3 给定教 c 和 d , « 存在数 0 和卜使得 a + p =< ■及 o / S = d . 

证明 若 d=0, 則取 a =0 和 /9~ cr 即可.若垆0 ,则》尹0,我们可以令沒=<//«»,替换后 
即有 c^a-^p—a+d/at 从而 

a * — o » - f - £/ = 0. 

二次求根公式表明这样的 o 存在，再令^即可（当然， a 和# 有可能是复数). _ 

引理 5.1 简化了原来的多项式，与此同时还控制了它的根.特别地，若 n = 3, 则 /• (X) 

具 有形式 x 3 + ga :+ r . 

卡尔达诺在求解简化的三次多项式的根时的“技巧”是将 x % +qx^r 的一个根《写成 
m = a 十 /?• 

再去求 a 及尽又 

0 = a 3 -f flw + r 
=(a +^)* + q(a + /9) + r . 

注意 

(a+py =« , +3 fl l /9+3 a ，+， 

= a * 十沒 ’+3 a /9( a + 炉 
= a 3 - f /?* + 3afiu. 

因此， 0= a 3 +/9 3 + 3< i ^ u + gtt + r ， 所以 

0 = a 3 + f +“(3 c ^ + g )+ r . 

我们已设《+/9=«.由推论 5. 3,我们可以再加第二个条件， 

op = 一+9， 


[4361 

(1) 

( 2 ) 
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这就将方程（1>中的《项去掉了，剩下 




a 3 十 /? 3 =— r . 

(3) 

对方程 （2) 的两边取立方即有 




々 3 =->. 

(4) 


像在推论 5.3 中一样，带有两个未知量 a 3 和/? 3 的方程 （3) 及（4>可解出.在方程 （3) 中作替换 
穿*/<27<»”，即有 

° 3 ~2 V =_r， 

将其整理得 

a *+ f »: — 士 9 s = 0， （ 5 〉 

由二次求根公式，即有 

a 1 = r +>/ D )> (6) 

其中 £)=〆 +為注意矿也是方程(5>中二次方程的一个根，因此 

/9 s = ^{- r - VD ). (7) 

取它的一个立方根 & 即可得到 a . 由方程<2>, #=_ g /(3 a >， 所以 u = o + 尽 

那另外两个根呢？定理 3.49 吿诉我们， 若“为 多项式 /(: t 〉 的一个根，则存在多项式 
使得 / U ) = <： r — u ) g ( x >. 在求出一个根 “= a + 芦后，用 “去除 即可得到 
商式 < T ( ar ), 再用二次求根公式求商式 g (_ c ), 即可求出另外两根 [« Cr > 的任意一根也是 /( x ) 的一 
个根 •] 

在这里我们给出/(•»：〉的其他两个根的一个直接公式（以替代上面刚刚给出的求解方法 ）. 3 


次单位方根有3个，即1, =— j+if 和 = — if . 这样，除 0 之外 d 的3次单位方 

[437] 根为《««和 a > 2 o . 若月为 a 的“相伴数”，即像在(2> 中一样， p =~ q /(. Za ), 则 《■«» 的相伴数为 

— v /(3 oh ») = p/io = at ’ P , 

< o l a 的相伴数为 


— 9/(3a» 2 a> = p/at 1 = tufi. 

因此 / Or ) 的根的直接公式为： a + p , 和 a ^ a + 叫 9. 

我们已经证明了三次求根公式(亦称为卡尔达诺公 式〉. 

— 定理 5.4( 三次求根公式） i *+ 9 ; r+r (其中 9 麥0>的根为 
«+/»• coa + 和 + w /9 • 


© 数 ■(— r+>/P) 可齙是复数.求*的立方根最容易的方法是将 z 筲成《坐标形式* = k*, *>0, W 它的一个 
立方 根为? 
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其中 tt 3 = •!•( — /•+ v ^〉， fi =~ q /(. 3 a ) t D = r *+ 吾 g 3 且 为 3 次单位方根 之一. 

证明我们已经给出 了 时的 证明. 由方程 （2) 我们有<^=_ 9 /3，因此 a_0 时必有 
<7=0,也就是简化的三次式为 P+r， 此时〆 = _»•,根为/?, o/jS 和0**办所以三次求根公式在 
此情形下也成立. ■ 

回忆一下，方程 (7) 给出 /S s ="| ■(— 

二次及三次求根公式在仟意系数域 A 上无 效. 例如，在特征为2的域; t 中，因为2=0,所 
以二次求根公式对 A |>] 中的二次多项式无意义，因为 •! ■无定义.类似地，三次求根公式（及下 
面的四次求根 公式) 不能应用于系数属于特征为2或3的《上的多项式中，因为公式含有+及 
j , 它们在这些域中无意义. 

- 例 5.5( 好的例子）我们来求126的根•因为此多项式无 X 8 项，故已经是简化 
的，具有可以用三次求根公式的形式（若多项式不是简化的，则需要像在引理 5.1 中_样，首 
先将其简化).这里？=一15, r =-126, D =(-126)*+4(-15) , /27 = 15376, >/^=124•因 
此三次求根公式给出 a 1 ■[ —（一 126) + 124] = 125且 0 = 5.而/9= _ 9 /3(»= 15/(3 • 5) = 1. 

所以多项式的根为 。 + 沒 =6, 0.0 -3+2i W l a+«/J= 3-2i^3. 

也可用另一种方法求解.在求出《 = 6为一根后，应用除法算式可得 
x *-15 x -126 = (^:-6)(^+6^ + 21>, 

这样二次求根公式躭给出因式 P +6: c +21 的根，_3士 2 iv 任. < 

- 例 5.6( 差的例子）在例 5.5 中，用按部就班的三次求根公式方式就给出了 J ： 1 一 15* —126 
的根. 

我们来对多项式 

x f - 7 x + 6 = ( x - l ) U -2 )(x + 3) 

用一下三次求根 公式. 显然它的根为1, 2及 一3. 此多项式无 P 项 ，9 =一7, r =6 且 D = r » 
+ V /27 =一 400/27 C 0. 三次求根公式给出 了一个 糟糕的 回答： 它的根是 
«+/». coa + 和 a#*a ~h ai /3 * 

其中— 且卜 j (- 一些奇怪的东西出现了，存在三个奇 

怪的方程，它们吿诉我们< 1, 2及_3中每一个数都等于上面列出的糟糕表示中的某一个- 
因此 

如^¥、 + 善':羅 

等于1, 2 或一 3中某 个数. 除去3次复单位根不说，这个表示还牵涉到负数 一400/27 的平 


14381 
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方根. 

此例子表明为什么三次公式很少使用.尽管它的确给出了三次式的根，但它给出的形式是 
不可辨认的. < 

直到中世纪，数学家们在处理二次方程时忽略负数的平方根的做法没有遇到什么困难.例 
如，考 IT 求面积为 A 周长为/>的长方形的边长: r 和: y 的问题.从方程 
xy =為及 2 _c + 2 y = /> 

可得出二次方程 2 x * — /«+2 A =0. 像在推论 5. 3中一样，二次求根公式给出的根为 
x = — 16 A ). 

若 〆 一16 A >0, 人们可求出: r (及； y ), 若 〆 _16 A <0, 人们只是仅仅说不存在周长及面积满 
足这种关系的长方形.但是纟次求根公式不允许我们抛弃“虚”根.因为我们看到一个“标准”的 
实及正的根，甚至是正整数，可以用复数来表示 e . 在古希腊时，毕达哥拉斯学派所说的数就 
_ 是正整数.到中世纪，数可以认为是正实数（尽管对实数是什么几乎一无所 知）. 在数学史中三 
次求根公式的重要性在于它迫使数学家们严肃地考虑负数及复数. 

苷特南国家数学年赛的第一个获奖者.物理学家（也是诺贝尔物理奖获得者）费伊曼 
( R . P . F e ymmm ，1918 — 1988) 建议给三次求根公式另一个可能的评价.像在本节开始时所提及 
的一样，三次求根公式是在1515年大变革的时代被发现的.在欧洲中世纪的黑暗时期，人们 
对古代希腊及罗马的文明几乎是&目崇拜.当时认为在很久以前人类就巳取得了最离的成就， 
当代人比他们的祖先低能.（与现在人持有的人类不断进步的世界观正好相反 D 三次求根公式 
实质上就是第一个古人不知道而现代人知道的败学公式，它有力地证明了 16世纪的人与他们 
的祖先一样聪明 • 

四次求根公式是费拉理 （Lodovici Ferrari , 1522—1565) 在16世纪40年代早期发现的，也 
出现在卡尔达*的书中.但比三次求根公式所引起的注意要少很多.原因在于三次多项式可以 
解释为体积，而四次多项式没有如此明显的解释.卡尔达诺 写到： 

正如一次方归请于直线一样，平方归请于平面， 三 次方归诸于立方体.如果我们偏离 
这个现点，那将是 砟常愚 蠢的.大自然不允许那样.因此……所有郢些岌至并且包括立方 
的东西是完全被证明了的.但对于我们要加的其他的东西，我们仅仅是列示出来而已. 

三次多项式 / Cr )6 R |>] 的判别式是一个可发觉许多有趣的性质的数， / Or ) 的所有根是 
否全为实的？ 是否有重根？ 

定义若 /( j ：>=; t 3 +9" r + r =(; r — M >(; t — w)(;r — tu )， 則定义厶= ( u — w )( tt — w ) ， 

且令 

= [<“一 u )(“一 u/Mw — w )]:， 

称数乂为 /( t > 的判期式 . e 


e 我们在定理 i . is 中看《了类似的 现象： a 波* 契序列 中为整数的項珂以用 vf 表示. 

© 3 S - 般地，设 /( xhCr — mKr —均） •••(*-«•>»” 次多項式. W /( i ) 的««式定义为 其中 JJ 


(取目的是使得#在乘积中出現且仅 出理一 次）.特期* • 二次求榧公式表明/+^1+<的«»式为^一如. 




很自然地，我们考虑的是 f 而不是因为△是一个不仅依赖于根而且依赖根的排序的 
数. 例如，如果我们将根排为 M ， U ；， 11，则 （K — W)(K — V >( U ； — 一厶，因为因子 U ； — V = 

一 （ I ； 一 XX ；)变了符号，而平方就消去了这种差异. _ 

注意当么 2 =0时， A =0, 此时三次方程有重根.我们能够不先计算根而觉察出这个性质来 
吗？三次求根公式使我们能够用和 r 来计算厶 1 . 

引理 S .7 /( or )= x 3 + 弘 + r 的判别式是 

A 1 =一 27 r * —切 3 =— 27 D . 

证明设 / Oc ) 的根为 u , v 及那么由三次求根公式， 

u = a + /Jj v = aia 4- ufp% w = ofa + eofit 

其中 tt >= — " I ■一 if , 0=?^- h ^^ 3 » a =^ j (— r 十 */&> 且芦=一 j 子. 易验证： 
u — V «= a + urn — top = (1 — «)(o — a>*p) » 

“ 一 ai =* cr +/? 一 一 <0沒=一 ai*(l 一 ai)(ff — atfi) t 
a — a » = a»a + — <op =» a»(l — a»)(a —/9). 

因此 

当然，一0>* = — 1，而 

(1 一 《>* = l -3 ai + 3 ai 2 一《， =-3( a ,- w l ). 

伹如备•一 j + i f 及 =5= 一"|■一 i 令，所以 a; 一 ai* =i>/?， 因此 （ 1 一 ai>’ = 一 3 (w 一 a> 2 ) = 

—3 iV 5 ■，且 

一 w*(l 一 《) s =* 3 i V 3. 

最后，习题 3.85( ii > 给出 

(a —卢 )(a — wP)(a — ufp) = a * —卢 3 = VD. 

因此 △=3 i # V ^ 且 

27 D =— 27 r ^ — 4^. ■ 

例如，我们不用三次求根公式躭能看出 /(： c > = : c * 一 3 x +2 有重根，因为一27 〆 一 47=0. 

由此也可以得出，若 / Cr ) eiM >], 则它的判别式也在★中. 

下面我们用判别式来判断二次多项式的根是否全为实数. _ 

引理 S .8 每一个奇次多項式 /(: r >€ R |>] 至少有一个实根. 

注我们的证明假设了 /( x ) 有一个复根（这由代教基本定理可 得〉. 

证明对； i >0 用归纳法，其中 deg (/) = 2 n + l . 基础步骤 /i = 0 时结论是显然成立的•设 
71>1且“为/(：1：)的一个 复根. 若“为实数，则已经成立， 否则* /= ci + i 6, 习题 5. 6表明“的 
复共轭 — 也为 / U > — 个根. 进一步，因为“不是实数，所以《关5. x —14和 x — G 都是 
/ O :) 的因式，并且是互索的，所以它们的乘积也是/( X 〉的因式，即 /( or ) 在 C [>] 中有 分解： 
fix) = (x- M )(x-a)^(x). 
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又 (: r 一 m )( j : — 5)= j : 2 — 2 fl ： r +< i 2 +6 2 €R [>]• 由除法算式， g ( x ) =/( x )/( x — m ) (x — « ) 6 
R W . 因为 deg ( g ) = (2 n + l )_2=2 (ii — 1) + 1, 由归纳假设 g ( or ) 有一个实根， 从而 f ( x ) 有 
一个实根. ■ 

命题 S .9 P + gjr + reRO ] 的所有根“， v , w ； 均为实数当且仅当它的判别式 A 2 ^), 即 
27^+4分 3 <0. 

证明如果 II ， V 和 W 为实数，则厶 =( M — v )( M — u»>(v — 也是一个实数，从而一27 〆 一 
V = A 2 ^0, 即27/+4 9 3 <0. 

反之，假设 w = s + fi 不是实数（即《关0>,由下面的习题 5.6, —个根的复共轭也是根，故 
我们可以取—汰由引理 5. 8,剩下的根《—定是实数•又 

△ = (u — 5 + < i ) ( « — 5 — ri ) [i — n — (s + n )] 

=( - 2/ i )[(* i -5)*+^]. 

因为 u ， s & t 为实数，故 

A* =( - 2ri) , [(u-s) l +« , ? 

=4 rM*[(ii — s >*+ f 1 ]， 

=—4f:[(«< —s) 2 +〆] 2 < 0, 

所以 0> A 2 _ 27 〆 一句 3 .我们巳经 BE 明了若存在一个非实数的根，则 27 r *+4 f >0, 等价 
地，如果所有根为实数，则27/+4^<0. ■ 

下面介绍由笛卡儿给出的四次求根公式的推导. 

- 定理 5. 10 《四次求根公式）存在一个计算四次多項式 

的四个根的方法. 

证明 同- 次情形一样，通过令 "6, 可将四次多项式简化为 

4 

x 4 qx l + rr H - (8) 

进一步，若《为第二个多项式的根，则 m — 为第一个多项式的根. 

将(8>中的4次多项式分解为二次多项式 的积： 

■ T ’ + gr * 十 rr + s = ( x * 十 +/>(* r * — /r + m ) (9) 

(第二个因式中 x 的系数为一 7 是因为厣 4 次多项式中无 o : 3 项）. 若>,/及 r / i 能被求出，则应 
用二次求根公式即可求出 （8) 式中四次多项式的根. 

将（9>中的右边展开，由对应项系数相等能给出方程 
m + t — j 1 =qi 
* jim—O = r ； 
itn = s , 

将 （10) 中头两个方程相加、减，即有 

|2 m = j 2 + q + r " I 
\ 2 £= j z ^ q - r / j . 


< 10 ) 


(11) 



将它们代人 (10) 的最后一个 方程： 

4, = 4 An = ( i * +9 + r / jKj , + q ~ r / j ) 

=</+?>* — 〆 /， 

消除分母并整理，即有 

/ + 2® 4 + (^ - 4 s ) j 1 - r * = 0, (12) 

它是 j 2 的三次方程.由三次求根公式可求出/,应用 （11) 即可求出/及 m . _ 

- 例 S . 11 考虑 

j ： 4 —2 x *+8 x -3 = 0, 

所以9=一2, r=8 及 j =_3. 若我们分解此四次多项 式为： 

< x * + jx +^)< x * — jx + m ), 

则 （12) 给出 

/ - 4/ +16, 一64 = 0. 

我们可以用三次求根公式来求但这样会很烦琐.因为我们要去掉 j ‘后才能进行其余的计 
箅.就这个例子而言，我们可以处理得更简洁一些.观察到 ）= 2 为它的一根，因为方程可 
写成 

/一 4/ + 16, - 64 = / - 2*>* + -2* = 0 

(许多初等教材 B 欢说，在这种情况下，由*•观察法”得 j _ = 2). 我们现在来用（11>式求/和 m . 
21 " 4 -2 +( 8 / 2 ) = 6 
2m = 4 -2-(8/2) =*-2. 

因此职来的四次多项式可分解为 

(: c *-2 :r + 3 H ?+2: c - l >. 

由二次求根公式即可给出四次多项式 的根： 

不要被这个例子误导，与三次求根公式一样，找一个使其根若用四次求根公式表出是可辨 
认的四次多项式是很困难的.读者可以检验，四次求根公式给出的/一 25 P + 60 X — 36 = 
( j ~ l )( a ■— 2 K ; c —3 M : c +6) 的根具有非常复杂的形式. 

至此对我们的前辈来说，求五次多项式 g(JO = X i +6 T + cX 1 + dX J +« X +/ 的根就是一 


巧的替换外加低次多项式的求根公式能够求出 g ( X ) 的根.但是5次多项式阻挡了这样的尝试 
几乎300年.我们将在下一节中继续讲述这个故亊. 

韦达三次公式 


利用含有开方的求根公式并不是求三次方程根的最简单方法.我们现在给出 x s + 9 x+r 
的根的另一个公式，它归功于韦达 （ Vi 6 te )， 他用余弦的賦值来代替根的开方运算（总之在它 
们的值需要极限的意义下，它们是“无限的”，这与“有限”域的运算不同 .） 由推论1.26,我 
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们有 


cos (30) = 4 cos s fl —3 costf . 


从而三次方程 

- jy - jcos (3 tf ) (13) 

的一个根为“ = co »9. 由习 B 5.8, 此特殊的三次方程的另外两个根为 “ = cos ( tf +120°> 及“ = 
cos ( ff +240°). 

设 /(*>= x »+« x + r 为一个所有根为实败的三次多项式（命题 5. 9给出了一个判别此种悄 
形出现的方法).我们来将 /( or > 转化为（13>的 形式. 若 t * 为 /( x ) 的一根，设 

V = Ult 

其中《 和“待 定 6 .代人即得 

0 /(»«)= t * u s + qtu + r , 

所以 

u* )» + »■/<* ■ 0. 

也就是“为尽 (: + 的 一根. 若我们选择 t 使得 

q / t l — (14) 

且对某沒， 

r / t l -^- cos (3^) (15) 

則它的根为 

u = cos ^» u = cos (设 + 120。）及 m = cos (沒 +240*). 

但若 “ 3 + ( g // 2 >“ + rA 3 _0， 则 f *“’+ 识 “ + r «-0， 也就是说， /( j :>= x 3 +^r + r =*0 的根 v = 
tu 是 

v = tu = tcosO , v = tcosid + 120*) 和 v = tco9 (0 - f - 240°). 

我们现在来 求/和 方程 （14) 给出 t * = _4 g /3, 所以 

t = >/— 4^/3. (16) 

由命题 5. 9, 27^+4 9 3 <0,立即有 
f 445 l V <-27 r ^5 

因为右边为负的，所以9必定为 负的. 因此一知/3就是正的，从而—4 9 /5为实数. (15) 给出 
cos (3 汐）=一 4 r /1 * * 

若丨一 4 r / t 3 |< l , 则可确定0的值.因为27/< —句 3 ，即有9—/^<一知/3.取平方 
根，因为户 V -4 g /3, 所以有 

© 费罗的技巧是将一个根写成一个和《+士而韦达的技巧是将一个根写成一 个积. 



又 z * = —4 q /3, 故 


满足我们的要求.实际上我们已经证明了下面的定理. 

定理 5.12( 韦达） 设 /U)«:c 3 +^r + r 为一个三次多項式且27〆十4#<0.若之= 
y-4g/3 , cos(3^) = -4rA 5 , 則 /(x) 的 根为： 

tcosd ， 比 osW+ 120。）和 fcos (沒十 240°). 

例 S. 13再次考虑在例 4. 13中讨论过的三次方程 :c*_7x+6 = (x — Z>U+3>. 当 

然它的根为1，2和一 3. 求根公式给出的3个根的表达式相当复杂，牵涉跳/一 4d0/27 这样的 
复数的三次方根.让我们用定理5.12来求这些根（因为27|* 2 + 4 <? 3 = —400<0,所以可以应用 
定理5, 12), 我们首先计算/和沒： 

t = >/- 4g/3 = ^- 4( - 7)/3 = >/2873 ^ 3. 055 
且 

cos(3 们 =- 4r/< 3 勿一 24/(3. 055> 3 勿一 0.842* 

因为 cos(3 们勿一 0.842, 由三角函数表或计算器知3 炉 ^148°,从而 

夕勿 49°. 

故三次方程的根近似为 

3. 055cos49°, 3. 055cosl69° 和 3. 055cos289°. 

这些是对准确解的良好的近似.再一次用三角函数表或计算器，我们有 
cos49° 勿 0. 656且 3. 055cos49° «« 2. 004 ^2. 00» 
cosl69° 0. 982且 3.055cosl69。 勿一 3. 00> 

cos289。 知 0. 326且 3. 055cos289° ^ 0. 996 ^ 1. 00. 4 (HU 

注由引理 5.8, 每一个三次多項式 /(x)€R[x] 有一个实根，略改韦 达定瑾 的证明 
就可得 /(:r) 柯时有复根，也就是多判則条件是 
- V < 27〆 

的时候. 

回忆双曲函数为 

cosh^ = *!■(〆 + e' # ) 

和 

sinW = - e’). 

我们在前面看到，对所有 cosh^l, 可以证明 sinM 可取值为任何一个实数.这些函数满足 
下面的三次方程（习题 5. 

cosh(3^> = 4cosh 3 (^) — 3cosh (汐） 


和 


sinh(3^) = 4sinh 3 <a) + 3sinh(0). 




由上面第一 个三次 方程，可见人( 5 0 = /_^ 1 —^0 8 11(3们有一根为 1< = «)6_.为将 /( a :> = 

x ^+ gcr+r 变形为 A (: y >, 我们记 /( x ) 的实根 v 为 u = tu . 与在韦达定理的证明中一样，我们有 
t * = —4 g /3 且 cosh (3 ff ) = — 4 rA *. 

若一4 9 /3>0,則 t 为实数，应用判别条件4 9 3 <27 〆 可以证明 -4 rA *> l . 因此存在数 f 
使得^(».) = -4^ 3 ,因此 /( d 的实根由下式给出 
v = tcosh ( f >/3) > 

其中 t =^/-\ q / Z . [当然， / Cr ) 另外两个 (复） 根为二次多项式 /( a ：> Aa — t >) 的根 .] 

若一4 9 /3<0,则我们用双曲正弦 函数. 我们知道 sinh (们是 / Ky > = / + ^" y - j 8 inh (3 们 

的一根.为将 /(*) 变形为 Ky ), 我们记 /( x > 的实根1；为1» =如，其中 t =^^( 我们现在的 
假设可推出4<//3>0)且 sinh (3« = _4 r / t ». 同我们前面注解的一样，存在一个数 y 使得 
8 i n h ( y ) = -4 r 7 t », 所以此时 /<*> 的实根为 

14471 v = £ sinh ( y /3). 4 

习腰 

5.1 ⑴求 /( d-P — Sx+l 的根. 

H ( ii > 求— 9 x +28 的根. 答案： 一4, 2± i ^3. 

( Hi 〉 求/(1>_/一24/ -241-25 的根.答案：17, - y ± i ^. 

5.2 ( i ) 用三次公式求— 的根.答案：和/«-^2 — 7— 121. 

( ii > 用三角公式求 / U > 的根.答案： 4, -2 士 

5.3 求 /(: r >-« x *-6: r +4 的根.答案： 2, 一1士万. 

5.4 求 jr 4 一 15 jt * — 20 j : —6的根. 答案： 一3, — 1, 2±^6. 

*5.5 下面的城堡问題出现于一本旧的中 W 教材中，它是由败学家泰九》在1247 
年解决的.有一个 W 形的城堡，其直径未知.城堡有4个门，在北大门的2 
单位长外有一棵大树，从距南大门6单位长的东边可看到此大树.问此城 
堡的直径是多少？ 

( i > 试证城堡的半径/*是三次多项式； C * + X * — 36的一个根. 

( ii ) 试 + — 36有一个根是整数，并求另外两个根.将 你的方 S 6 E 

法与用卡尔达诺公式和韦达的三角法的 解答作 比较. 图 5-2 城堡问« 

• H 5.6 试证若 u 为多項式 / Xr )€ Rt >] 的 一根. W 其复共軛 1 «也是 /( X 〉的 一根. 

*5.7 设 0<3 d <360' 

( i > 若 cos ^ 为正的，证明存在一个 锐角仏 使得3«胃3沒或 3 a -3( 戶 +901并且败集 
cosfi t cos (^+ 120*) ， cos (芦 + 240*> 

与败集 

cos (/?+90 # ), cos (/?+210*), cos ( p + 330*) 

[44?| 相同. 

( U ) 若 cos 3 a 为负的，证明存在一个 锐角士 使得3«»3(沒+30,或 3 a -3( p +60°) 并且败集 
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cos(/J+ 30, • cos(/9 + 150, ，cos (計 270*) 

与败集 

cos (泠 + 60*). cos(fi+ 18(0 , cosCfi^ 270.) 

相同. 

H5.8 试证：若 cos3^*r, 期 4；r*—3:r — r 的根为 

cos^, cos(^+ 120*) 和 cos(^+ 240*). 
■5.9 H (i> 证明 cosh(30>*= 4cosh*(®) — 3cosh(0). 

H (ii) 证明 s»nh(3«)=4sinh s (0)+3sinh(a>. 

H5.10 求 x» — 9a: 十 28 的根. 

H5. 11 求？一 24? — 24j:_25 的根. 

5.12 H(i> 用三次求根公式求 P — lSz — 4的根. 

H (ii) 用三角公式求上面多项式的根. 

H5. 13求 的根. 

H5. 14 求^一 15r* 一 20x —6的根. 

-5.2 一般五次方程的不可解性 


从16世纪初期到19世纪初期，数学家们花了几乎300年的时间来寻找二次.三次及四次 
求根公式的推广，以便求解出任何多项式的根.最终，鲁费尼 （ RRuHini , 1765—1822) 在 
1799年和阿贝尔 （ N . H . Abel , 1802—1829) 在1824年都证明了对一般的五次方程不存在这样 
的公式(尽管他们的证明都有漏洞，但阿贝尔的证明被他同时代的人接受了，而♦费尼的没 
有〉. 伽罗瓦 （ E * Galois ，1811—1832) 在去世之前有能力准确地碥定*些多项式，它们的根可 
以由牵涉败的平方根、立方根.四次根……及#通数域的加、减、乘、除的运算的公式求出. 
为达到此目的，他也创立了群论. 

若 /( x > 640]*- 个首一多项式，其中*是一个包含/(^>的所有根 Z ,, *«， …， (可 
能有 重复） 的域，則 

fix ') = x * + a m -i x " -1 + ••• + <ii x + flo = ( x 一 — *,). 

对; I >1 用归纳法，我们很容易将习埋 3. 102 推 广为： 

a--i —— 

«•-* = 

«/ 

<!•-, =一 2 z * z i x i 


fl 0 =<— l)"*i *2 •••*.. 

注意一 Id 是所有根的和，士是所有根的积.给定/(*〉的系数，能否求出 /( Z ) 的根？ 
即给定心能否解出带有 n 个未知数的 n 个方程组成的方程组 （1)? 若7« = 2,且 A 的特征不是 

2, 回答是“可 以”： 可用二次求根公式(这就是推论 5. 3). 若 n =3 或4,且 * 的特征不是2或 

3, 则回答也是“可以”，因为可用三次和四次求根公式.但若；1>5,我们将看到没有类似的解 


_ 


( 1 ) 




存在. 

我们不是说当时，方程组 （1) 无解.而是说不存在能用类似于经典公式表示的解.我 
们已经 看到： 若我们限制自己用一种特殊的方式使用特殊的工具，经典的古希腊问题是不可能 
解决的.但若我们放松限制（如我们已经看到阿基米徳是如何三等分角 的〉， 这些问题是可解决 
的.类似地，若我们不限制只用域中的运算及根的开方，那么存在一个求解一个多项式的根的 
方法是相当有可能的.例如，我们已经看到，三次多项式的韦达三角解.亊实上，我们可用牛 
顿法来求任意一个多项式 /(x)€R[x] 的 实根： 若 r 为 /(_r) 的一个实根且 A。 是 r 的一个“好” 
的近似值，则 rstg/i ,， 其中规定;^+,=1—有利用椭圆模函数求5次方程根 
的埃尔米特法，也有使用超几何函数来求多个更离次多项式的根的方法.一旦我们给出了准确 
的定义，我们马上证明，若 n>5, 则“用根式”求解并不总是可行的. 

让我们回忆前几章中的儿个定义和 命题. 若 A 为域 K 的一个子域，则我们通常说 K 为灸 
的一个扩张，我们简记为 “KA 是一个扩张”.若 K/4 是一个扩张，則与例 4. l(iii) 中一祥， K 
可以看成 Ar 上的一个向量空间. 称 K 为 k 的一个有限扩张若 K 是 A 上的一个有限维向量空间， 
14501 K 的维数，记为 [/C <幻，称为 K / k 的次数. 

-» 例 S .14 设 〆为一个 n 次不可约多项式，★为一个域，且设 A(*>//k 为添加/ >(x> 
的一个根 z 的一个 扩张. 命题 3. 116(iv) 说中的每个元索有唯一的表示6。十6, *+•••+&-, 
2 -其中 良 因此，表 1, *， 2 *, …， | 是的一组基，故 dim0« ： 5>)=n=deg(/>>. 

A 

为方便读者，我们给出儿个我们要用的来自第 4 章的结论. 

定理 4.31 设为城， K 为 * 上的有限扩张， £： 是 fC 上的有限扩张.《£为灰上 
的有限扩张，且 

[E . *] - [E • K][K > *]. 

定义设 KM 为一个扩张且我们称*为4上的代 数元， 若存在以 z 为根的非零多 
項武 /(*>€*!>]，否則称2为 * 上的 超越元 • 

在第3章中，我们考虑了添加一个元素至一个域中，较详细地研究了 AU). 下面我们来 
推广此结论，添加一个集合的元索至一个域中.当我们将给定的多项式的根的集合添加至一个 
域中时， 这显得 特别有意义. 

- 定义设 A 为城 /( 的子域， {*,,•••, *,> 为 K 的一个子集.添加 z ,, …， * ，到 A 而得到 
的 K ■的子城.记为《*,,•••， *.), 是 / C 的所有包含 A 及的子城的交. 

当然， *<*,. *«> 是 K 的包含 * 及所有的最小的子域，也就是说，若 K 的子域 S 包 

含走及这些 z,.， 则 AU， ，…， z.)£S. 

命题 4.32 若 KM 是一个有限扩张， 則 每一个 z € K 是4上的代教元.反之，若/(= 
Hz ,, ―, z ,) 且每一个 * ，是4上的代教元，是一个有限扩张. 

由克罗内克定理，对给定的 /Cr)eAO]， 其中6是一个域，存在一个包含 /(x) 的所有根 
的扩张 K4. 也就 是说，多项式 /(or) 是 KO] 中线性因式的乘积. 

- 定义设 A 为城 K 的一个子城， JL 设 / Cr ) eiM >] .我们称 /( x > 在 K 中分製 ，如果 
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/( or ) = a(x —— «„), 

其中， …， z n 在 K 中且 a € 灸. 

扩张称为 /(x) 在 it 上的一个分裂域，若 /(:r) 在 E 上分裂，但是在£：的任何真子域 
上不分裂. _ 

- 例 5.15 设 m 多1， * 为一个域，且 /(_r)=：r--16U ■由克罗内克定理，存在扩张 K/« 

使得 /Cc) 在其上 分裂. 当然 /(x) 的根为》»«次单位根.回忆定理 3. 55说， K 包含了一个 m 次本 
原单位根 i 也就是存在某个 nz 次单位根，不妨设》：€尺，使得每一个 ni 次单位根都是 z 的一个 
方幂. 换言之，所有 m 次单位根形成一个乘法循环群，一个 m 次本屎单位根就是一个生成元 • 

设/>是一个索数，考虑 g (: t )=:«/- l . 若 it 的特征关/>,則 g (: r > 无重根[由习题 3.67, 

无重根当且仅当 ^) = 1, 其中 〆（ X) 是的导数].另一方面，若 * 的特征 =p, 

则〆 一l = <x—l )% 因此 g(x) 有唯一的次单位根，也就是 1. 

现在考虑 A(x>=〆一 设 A(u) 是添加“至 ★而 得到的扩张，其中 《»= a . 若灸的 
特征#/•且4包含 p 次单位根，则我们断言 H “) 是 A(:r) 在 * 上的一个分裂域.若 z 是一个本 
原单位根，则 A(ar> 的根为"， *r«, z ! u, z ^' u . 因此， /k («) 是在 A 上的一个分裂域 • 

另一方面，若 i 的特征= /»，则/1(1>=：1：»-0 =分一“》= (；|：—《>、所以存在唯一的根， 

从而在这种情况下 i(u) 也是/ >(1) 在 t 上的一个分裂域. ^ 

- 命题 5.16 若 其中* 是一个城，《 /( ： c) 的分裂城 E/* 存在. 

证明由克罗内克定理，即定理 3. 118,存在一个扩张 K/A 使得在 /C[iJ 中， /(x)=a(a~ 
*i)—(x—*.). 若我们定义£>*(々，”•， z_>, 其中*|, …， * •为 /(■*> 的根，则 /(*) 在 E 上 
分裂 • 若是£的真子域，則有某故 /(■*■> 在 B 上不能分裂，因此，£：是 /(；c) 的 
—个分 裂域. ■ 

因此/(1>色4|>]的分裂域就是 K 的包含♦及 /(j：) 的所有根的最小子域 £. 例如，考虑 
/U>= ： r* + ieQ[x]. /(z> 的根为士 i, 因此 /Cc> 在 C 上分裂，即 /CrXar — i)U+i> 为 C O] 

上的线性多项式的 乘积. 然而 C 不是 /Cc) 的分裂域，因为 C 并不是包含 Q 及 /(a:> 的所有根的 
最小域， Q(i) 才是 /< ： c) 的一个分裂域. 

我们在分裂域的定义中说的是“一个”分裂域，而不说“这个”分裂域，其原因就是分裂域的 
定义不仅牵涉到 /(W 及*，而且牵涉到更大的域 K . 若 /(: t) 在 KO] 中分裂，其中 /C/* 为一 
个域扩张，则命理 5. 16的证明表明，包含在 fC 中的分裂域存在且唯一，即£：=4(*,, 

然而，若不给定这样的 K, 則分裂域可飽不同.亊实上，我们在定理 5. 23中将看到， fix ') 在 
k 上的任两个分裂域都是同构的.用这样的技术处理使我们能够证明任何两个元索个数相等的 
有限域是间构的. _ 

- 例 S.17 设£=戶(>,， …，： y,) 为系数在 F 中的关于 n 个变童: y,, …， ： y. 的所有有理函数构 
成的域，即 E^FradFCM ，…， y.]). 它是”个变量的多项式环的分 式域. f { x ) = { x ~ y t ) 

(x_ 力） …(文一; y,) 的系数记为 a,, 由（1>可知这些“，可用所有的; y, 来给出.定义 /k = F<Oo ， …， 
a.-i ). 注意是 / U) 在6上的一个分裂域，因为它是将 /Cr> 的所有根，即所有 y ,, 添人* 

而得的. 4 



- 定义 设 E 是包含子城6的一个城，£的一个 自同构 e 是指同构玦射 E — E •称 j 固定 
k ， 若对每一个 a6 灸， a (. a )= a . 

- 注 苦 E /4 是一个域扩张，例 4.1( iii > 表明，£是 A 上的一 个向量 空间. 若£ 
是固定々的一个自同构，«<»是一个线性变換_显然，对所有的35, 〆 €£：， 
<»(*+*)=<»(*)+»( 〆 ）.但是 < r 也保持純量乘枳：若 fl eh « 

0(02) = a(a)<r(z) = aa ( z ), 

因为 <» 固定 / k . 

我们巳经看刻 ， P + 16 QDC ] 的分裂域是 E - Q ( i ). 复共钜 cm a [就是£：的固定 Q 的 
一个自同构. 

- 命题 S . 18设4为城 /( 的一个子城.设 

/(x) = x " +a. iX*- 1 + … + a,x + a 0 € *[x], 

又设£=«々，…， z,> 为 /(x> 的一个分 裂城. 若<»: £：—E 为固定 A 的一个6同构， «<j 置換 
/(j：) 的根 *i ，…， z,. 

证明若*为/(^>的一个根，则 

0 = /(*).= *" + … + ai*+ ao. 

用>»作用此方程.《为<»固定故有 

0 =»(*)• +ffCa._i )»(*)■■' + ••• +aiai)o(.z) + a(.a t ) 

=ff(*)' + a .-, a ( z )"~' + … + aitf<z> +a 0 . 

因此 <r( 幻是 /(_r) 的一 个根. 若 Z 是所有根的集合 ， m »' « Z -* Z , 其中/是《;对2的限制 < t |Z. 
_ 但是 <»' 是单射（因为 a 是单射），所以由习 *2.13 知道，</是一个 置换. ■ 

- 推论 S .19 设*为一个城塔，其中 B 是某多項式 /( o ：>€4|>] 的一个分裂城•若 
F — F 是固定4的一个自同构，則《»(丑>=丑. 

证明注意由命题 5.18 知因为。置换 / U ) 的根 z ,, 作为*上的向童 
空间，我们有因为 < r 是一个单的线性变换.由于 [ BiA ]< oo , 由习題 5.24 可知 B 
袖 r ( B > 都是有限维的，且 dim ( B ) = dim (< T ( B )). 由推论 4. 25( iii ) 即有 ■ 
下面这个命题以后有用. 

- 命題5.20设 £： = *(*" …， *•>. 若 <r » E — E 是一个固定 A 的自同杓 I 对所有，•有 
a ( zi ) = z , , 則0为植等变换. 

证明对 》>1 用归 纳法. 若”=1，則每个《€£：具有形式 /<*,>/ 以 *,>，其中 fU ), 
g (_ r >€ AO ] 且 ^(*,)^0. 但 a 固定 Z| , 也固定 /( x >, g <_ t ) 的系数，所以<»固定所有的 u 6 E . 
下面证明归纳步骤，记《=« 2| ，…，注意 E = K ( Z .〉 L 因为 K ( z .> 是包含 A 及 Z| , …， 
4的最小的子 域]. 将 K 代替重复71=1情形的证明，即 得证. ■ 

-* 定义设 A 为城 E 的一个子城 . E 在 * 上的伽罗瓦群，记为 Gal < E / A >, 就是所有£：的固 
定 A 的自同构纽成的集合.若 /( x )€4[ jt ]， E "=*(*： i , ―, *■> 为它的 一个分 ft 城， H /( x ) 在 


e 原文为 “ automorphism ”. 单 W•automorphism •由两个希 B 宇根组成， - auto ，** •自己 （ se »>*, “ morph ”*： 为••形状 
( shape )” 或“彩式 ( foroi >«. «雔一个筠构将一个《映》 —个完 全相同的群 一样， 一个自 M 构将一个群映》自身. 
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k 上的伽罗瓦群就规定为 Gal<£/*). 

易证 Gal(E/« 关于变换的合成构成一 个群. 这个定义归于阿廷 （E. Artin, 1898-1962), 

与他和诺特 （E. Noether) 强调“抽象”的代数是一致的.伽罗&原来的定义（与之同构的一个群） 

是用多项式的根的某些置換来叙述的，而不是用自同构（见提格诺尔 （Tignol) 的（代数方程的伽 
罗瓦理论》 〈Galois' Theory of Algebraic Equations) 的第 235 页 一254 页）来叙述的. 

例如，若 /(x>=:t» + l€QDr], 剿复共《<»就是它的分裂域 Q(i> 的一个自同构， a 固定 Q 
(互换根 i, -i). 因为 Gal(Q<i>/Q> 是对称群 S» 的一个子群，且阶为2,所以 Gal(Q (i)/Q )= 

<^>^1*. 我们应该将 G a l(f：/A) 的元索看成》共轭的推广. 

定理 5.21 若 /(x)6itO] 的次教为； I. 它的伽罗 R ■群 GaKE/t>Pl 构于 S, 的一 个鮮. g54] 

证明设 E/A 为 /(z> 在 i 上的一个分裂域，设太={*,, …， & (为 /(*> 在 E 上的不同根 
的 集合. 若 <reGal(E/4>, 那么由命題 5.18, 它在X上的限制 a IX是X 的一 个董换，即 
a |X€Sx . 定义: Gal(E/i>-»Sx 为: tf IX. 为了证明 p 为一个同态，注意9(奸)和 

Vd/r) 均为 X— X的函数.所以若它们在每一个上的作用一致，则它们躭是相等的. 

由于 1 z, i-» (ffrKz,) , 而 乎 (r) 1 z‘ t-» «(r(* ( )). 所以它们是相同的. 

f 的像就是 S X ^S_ 的一个子群，其中丨X | [若 /(d 有*根，則 m<»]. ?>的核 
就是由所有在X上是恒等 H 换的 <»eG a l(E/4> 的组成，即<»固定每一个根又由伽罗瓦群的 
定义，<»也固定再由命題 5.20, 就有 k er9 »=U >, 因此 f 为一个单射，也就是 GaKE/4> 同 
构于 S* 的一个子群.若《 = »1,则证明 完成. 若 m</i , 也躭是 / Cc ) 有重根，应用是 S , 的 
—个子群的事实. 例如， S„ 同构于 S 胃中由固定 m + 1 •…， n 的所有置换构成的子群.因此当 
/Or) 有重根时，定理也成立.从而定理得证. ■ 

我们现在来比较一个多项式在一个给定的域 t 上的不同的分裂域. /(：c〉eAl>] 的分裂域 
E 的定义是用域的扩张 /CM 来定义的. /(:r> 在 K[x] 中可分解为线性因式的积.若在开始时 K 
没有被给定，那么分裂域是什么？例如，假设 4=CCc>, /(;>0=>*-文或《=&, /(x)=x'~ 
x€F,[x]. 克罗内克定理（即定理 3. 118>给出 CU) 的一个包含 /r 的域扩张，且它还给出了 F, 

的一个包含 x 的所有根的域扩张.这些域扩张没有一个是唯 一的. 例如，在例 
3. 121中，我们给出了 /Or) 在 F, 上的几个分裂域.然而我们马上来证明，在同构意义下，分 
裂域是不依赖于扩域 K 的选择的. 

下一个结论是构造 Gal(EA) 中的自同构，并且计算当 * 的特征为0时它们的数量. 

回忆定理 3. 33:若 R, S 为交换环， R—S 为一个同态，则 
<p' * /(x) =r« + nx + r 2 + ••• 

H»j>(ro) + 史 (ri>;r + p(r:>x* + … =/• (x)» 

是〆 I RO]-*SO] 的一个 同态. 若 ¥» 为一个同构，则〆也是 • 

- 命題 S.22 设/(•!•>€*[>]， E 为 /(W 在6上的一个分裝城•设 p 为一个城同构， 

f 为由定理3.33給出的同构容(1)(-»^(1>且£ / 为厂（1)在*'的 E . g|5] 
分 裂城. 

(i) 存在一个扩展 p 的同构4•: E—E 7 . 1__ 
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( ii ) 若6的特征为0, «恰好存在 [£> 4] 个扩张了 的同构伞： E ~- E \ 

证明 （ i ) 对 [£：•*] 用归 纳法. 若 [ E :*]= l , 則 /( x ) 是 *(>] 中线性多项式的乘积，从而 
易见 /• Or ) 也是 t [ x ] 中线性多项式的乘积，因此我们可设 9=< p . 

对于归纳步，取/(1)在£中但不在 * 中的一个根 z. 设〆:1：>是6[>]中以 z 为一根的不可 
约多项式(命题 3.116(i >>. 因为所以 deg (/ >>>1. 进一步，由例5.14, [4(z) • *]= 
deg(/>). 设〆（: c) 为 V[jr] 中相应的不可约多项式，〆为〆（:1">在 f 中的一个根.因为同构 
f , 将不可约多项式映为不可约多项式，因此〆 （x) 是不可约的. 

由习題 3. 101,則存在扩展 r ?■的同构 ？ M ♦(*>— 〆 （ 〆 )满足旁 <*>=*'• 现在我们将/(工） 
看成上面的多项式（因为推出 *[ x ]£*( s ) Cx ]). 我们断言 E 就是 /( jt ) 在 M 幻上 
的分裂域，即 

E — kiz}(.Z } ，•"，*■)• 

其中 …， 仏为 /( or ) 的根.显然， 

E = k(zi f *** f z m ) Q k ( z )( z t t•••»«„). 

下面证明反 包含. 因为 *€ E , 所以 

k(z)izi ，…， *•> Q 灸 （a , — **：„) = E. 

但由定理 4. 31 知 [Ei ★(*)]<[£• 是],所以由归纳假设，存在同构矿，它是梦的扩展， 
从而也为的 扩展. 

( ii ) 此部分的证明是再次对 [ E : *] 用归纳法.若 [ EiA ]= l , 则 E =*， 仅存在一个扩张， 
即 < P =9. 若 [ Ei *]>1, 设在 *!>] 中/(0：) = /»(0：)«■(: r >， 其中 〆 •》：> 具有最高次数，设其为 d 
的不可约因式.我们可以假设 rf > l , 否则 /( J ：) 在6上已经分裂了且 [Ei A ]= l . 选择 P ( jt > 的 
一个根 *€ E (这是可能的，因为£74是 /(; r ) = p (: c ) g (_ r ) 的一个分裂 域〉. 与 （ i 〉 中一样，多项 
式/>•<■*)€ 〆 [>]是不可约的且 〆 （ X 〉有某根 〆 在 E ' 中. 因为 / fe 的特征为0,习« 3. 95表明， 
14561 p ( x ) 和 〆 （: c ) 无重根，也躭是，每一个都有 c / 个不同的根.由命埋 3.116( iii >, 存在扩展了 
的 d 个自同构步 | 每一个根对应一个，而无其他的扩展了 9的自同构存在，因 

为这样的扩展一定将 z 映到某个*上，此时命 H 5.20 证明了，它就是这些丨中的一个•与 
( i ) 中一样，£就是 /( x > 在; K *> 上的分裂域， t 可看 成广 （: r > 在/ fe ' U ') 上的分裂域.但是 
[E « *]=[ E » *(*)][*(*) » *]=[£* * C *)] d , 所以 [ E « « z>]<[Ei *]. 由归纳假设，每一个 
争恰好有 [ E : * U >] 个 扩张. 因此我们获得 f [ E « | *] = [£' *] 个这样的扩张 4>. 

若 rl E —£' 是史的另一个扩张，则对/ >•(*> 的某个根 〆 有 !■(*> = *• 因此 r 是 满足？ (*) = * 
的 某个心 而这样的扩张 E — E 7 已经计算过了. _ 

在证明命题 5. 22( ii ) 中， A 的特征为0的假设保证了 AO ] 中的不可约多项式无 重根. 比此 
更弱的陈述称为可分性，它给出了一个更好的 定理. 例如，毎一个有限域*满足此假设[见习 
题 5. 31( iii )]. 

-* 定理 S .23 若 A 为一个城 ， ）W /( X ) 在*上的任意两个分裂城是同构的. 

证明 设£, ET 为 /( X ) 在*上的分裂域.取为恒等变换 ，应 用定理 5.22( i > 立即 可得. ■ 
推论 S .24 多項式 / U >€ 灸 [ X ] 的伽罗瓦群 Gal ( E / A ) 只依赖于 / Oc ) 及而不依箱于 £ 
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的选择. 

证明若 ？) ： £— £'为一个固定 * 的同构，則存在 GaKE/iO—Gal<E'/A) 的同构 ■ <r 
<paip~'. ■ 

值得指出的是下一个定理直至十九世纪九十年代才被证明，距伽罗瓦发现有限域已有60 
年之久了. 

- 推论 S.25(a 尔）任何两个元素个數耠好为/>■■的有限域是同构的. 

证明设 E 是一个有9 =〆个元索的域，对乘法群应用拉格朗日定理可得，对每一个 
a€E x 有，从而£中每个元索都是 _ l)eF,0] 的根，所以£是 
/U) 在 F, 上的分裂域. _ 

由此得出，若 g (: t), A<：r)eF,[>] 是次数为 n 的不可约多项式，则 F,[>]/( 度（: t)>S 
F,[x]/(A(x», 因为两个域的元索个数都为〆• 

棰尔 (ERMoore, 1862—1932) 是作为一个代数学家开始他的数学生涯的，他在数学的其他 
许多分支也做出了重要工作，如穆尔-史密斯 (MooreSmith) 收敛耽是以他的部分名宇命名的. _ 

我们现在来计当 t 的特征为0时的伽罗瓦群 Gal(E/H 的阶. 

- 定理 5.26 设 EA 是 <k|>] 中某多項式的分裂城，其中 A 是一个特征为0的城，則 
I GaKE/*) | =[E« *]. 

证明这是命埋 5.22<ii> 在 A=〆 ， 时的一个特殊情形. _ 

注 ® A 的特征为 p>0 时，定理 5.26 可能不成立.当4是有垠城时，它是成立的， 

徂《 *”F,(x), F, 上的全体有 ** 教时它不成立.习 *5.32 福 述了一个反例.像 
我们在命超 5.22 的证明之后所提及的一样，研究此 问超的 方法涉及可分性这一輟念. 

- 推论 5.27 设 /( x >6*|>] 是一个次教为”的不可约多項式，其中 * 是特征为0的城.若 
£7是是 / U > 在 A 上的一个分*■城 ， W n 是 I G #1( E /*) | 的因數. 

证明若是 /( x > 的一个根，則像在例 5. 14中一样， U (*>:*|= n . 但 [ Ei « = 
[£：*«*)][>(*) | A ], 所以; i | [ Ei / k ]. 因为々的特征为 0, 所以由定理 5.26, | Gal (£/*) | = 

[E « *]• ■ 

若 i — 个域, 则当底域 4 增大时， t[x] 中的多项式的不可约多项式分解会变化. 

引理 S .28 设 B/* 是某多項式 gU>e*l>] 的一个分 裂域. 若/ >(;«：> 6 *[x] 是不可约的， 

且若 

fi ( x ) = 

是 pCr) 在 BO] 中的不可约多項式分解，《所有 q,(x) 的次数相同. 

证明将〆 or) 看成 BO] 中的一个多项式（因 为; feGB 可推出且设 E = 

B ( z ,, ―, 2 ,) 为的一个分裂域，其中 2 |， …， 为/ >( X > 的根.若/ ><> T ) 在 B [ J ：] 中不能 
分解，则证毕.否则取9!(工)的一个根*丨，对每一个 ）^1, 取 9 ,(JT) 的一个根因 为幻和 A 都 
是不可约多项式 〆X )的根，所以由命題 3.116( iii >, 有同构9/ 使得 ^0^)=*;, 且 

< p , 固定4中每-个元.命题 5. 22( i ) 说，势可以扩张成 E 的一个自 同构氕 且由推论 5. 19可知 
免 （ B )= B . 因此4 •，诱 导出一个同构 4 V : 通过让屯作用在多项式的系数 上〉. 
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立即得出 

14581 P' Cx) = 9,* (x) •••?,* ( jt ), 

其中对所有的 i 有〆 Cr> = 4>/(/0, q ： (x) = 4>； ( 9i ). 注意到所有 ( or) 是不可约的，因为同 
构将不可约多项式映为不可约多项式.又因为黾固定 A 的毎一元， p'(.x) = p(.x). 由 B[x] 中 
的唯一分解定理,•(工 )=%U ), 对某乙但 A=^( Z| ) 是 gr Cr> 的一个根，所以< U>=9j( 工). 
从而 deg (仍） -=deg(qf )—deg(<y > ), 且所有 qj 的次败都相同. ■ 

此引理使得我们能够刻画*些是某多项式的分裂域的域的扩张. 

- 定理 5.29 设 £/* 是一个有限扩张， 到 E 7* 是 *0] 中某多項式分裂城当且仅当 AO ] 中每 
一个在£：中有一个根的不可约多項式在 E[x] 中可分裂. 

证明假设 E/A 是《|>]中某多項式的一个分裂域.设 p(_r>64[>] 是不可约的，且设 
…访为 EU) 屮的不可约多项式 分解. 若 p(:t) 在£：中有一个根，则它在 E|>] 
中有线性因式.由引理 5.28, 所有的 <j.(x) 是线性的，故〆: r> 在 E|>] 中可分裂. 

反之，假设 *0] 中的每一个在£中有一个根的不可约多项式在 EO ] 中可 分裂. 取戽€£ 
使得因为 EA 是有限的，所以由命題 3.116( i >, 有一个以呙为根的不可约多项式 
p ,(^)€* W . 由假设，办（: r ) 在 E [>] 中分裂.设 B , GE 为 / m ( x > 的一个分裂域.若 B ,= E , 
则我们 证毕. 否则取且办 € B ,， 与上面一样，存在以典为根的不可约多项式/ >:(:«:)€ 
*[ x ]. 定义为/ >,(；!：> 办 U ) 的分裂域，这样*因为 E /4 是有限的，所以 
此过程最终会终止，即存在某/ *>1 使得 E = B r . ■ 

- 定义一个城扩张 E / ik 称为是正规扩张，若每_个在 E 中有一个根的不可约多項式/ >( x > 
€*[0：] 在 E [ jr ] 中分裂. 

为证明存在五次多项式没有类似于经典公式的那样的能给出它的根的公式，下面是我们的 
基本 策略. 首先，我们将（给出 /<x>€4[_r] 的 根的） 经典公式用 A 上分裂域£的子域的语言来 
叙述.其次，这种用域的语言的叙述本身就是用群的语言的 叙述： 若 /(d 存在求根公式，则 
Gal(£//k) —定是可解群（其定义马上给出）.最后，次数不小于5的多项式具有不可解的伽罗 
瓦群 • 

-5.2.1 求根公式与根式 可解性 

不用进一步费力气，下面有一个多项式求根公式存在性的结论，它是用分裂域的子域的坍 
[459] 言来叙述的. 

- 定义型的单纯扩张指的是満足的扩张其中.扩张 KA 称为根 
式扩张若存在城塔 

* = K 0 S K, £ ••• c K, = K (2) 

使得每个 K , + l / fC . #是单蚨扩张.我们称（2>为一个根式塔 • 

易见任何满足 [Ki «<2的域扩张 K/A 是一个单纯扩张.由定理 4. 54可知，一个 复数! r 
是可构作的当且仅当它是多重2次的，也就是，存在一个域塔0(/)=&。6^〜^厂使得 
*6F , 且对所有 {有 « F,-,]<2. 习题 5. 17要求证明 Q(«_, *>/Q 为一个根式扩张. 

当我们说存在一个类似于二次、三次、四次公式的求根公式时，我们的意思是说可以用 
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/( W 的系数表示出 /( i ) 的根.同在经典公式中一样，这种表示牵涉到域的运算、常数及根的 
开方，但不涉及其他的运算，如余弦、定积分或取极限等.当 /(Jr) 为下面意义下的根式可解 
的时，上面非正式地描述的公式才能存在. 

- 定义设 /( x >€4(>] 有一个分裂城 E . 称 /(; r ) 是 根式可解的若 存在根式扩张 

* = K 0 S K, Q … S K, 

使得 E £ K ,. 

- 例 5. 30对每一个域 々和 每一个我们来证明多项式 /(;«:>=' —16*0] 是根式可解 
的.回忆到.由定理 3. 55可知在 /( d 的个分裂域 E / A 中，所有 m 次单位根的集合 r - 是一个 
循环群.生成元 f 称为是一个本原单位根.注意丨 r « l = w , 除非 A 的特征为/>>0且/>丨 w , 此 
时 ir -|=» n ，， 其中 = ，且 pfmT 因为 1_一1=^-'一1 = (1-'_1) 〆 ].又£=*(0,所 
以£:是是的一个单纯 扩张. 因此 EM 是一个根式扩张，从而 /(■!•>-•!" 1是根式可 解的. < 

让我们通过分析低次多项式的经典公式来说明这个定义. 

5.2.2 二次多项式 

设/(•!)= 〆 +& r + c eQ [_ t ]. 定义其中则&为 Q 的根式扩张， 

因为进一步，用二次求根公式可推出 K , 为 /( x ) 的分 裂域， 所以 / Or ) 是根式可解的. _ 

5.2.3 三次 多项式 

设 /( Xhf + W ^+ cX + rfeQO ]. 替换变* 就有新多项式厂（1)=1，+ 

9 x + r 6 Q [ x ], 它们具有相同的分裂域[因为若“为厂的一个根，則“一为 / U ) 的一 
个根].定义 其中 D = r *+4 9 3 /27 以及 ！<, = &(«>• 其中 a a 

由 H 次求根公式，&包含 /• < x ) 的根 0 +/9, 其中/9=- 9 /3«.最后定义 &=&(«>, 其中0^ = 

1. 广 （: T ) 其余的根为和0^+<0存，它们均在 K , 中，所以 ESK 3 . 

三次求根公式有一个有趣的情形，即 所谓的 不可约情形： 一个 QO ] 中的三次不可约多项 
式，如果它的所有 的根都 是实数（如同像在例 5. 6中那样），但用求根公式来表示其根的话，那 
么这些根需要用复数表示（见罗特曼 （ Rotman ) 著的（伽罗瓦理论 》 (Galois Theory ), 第二 版）. 

不可约情形 若 /( oO = P + q_r + r 6 Q |>] 是一个根全为实教的不可约多項式，則包含 
/( a :) 的分裂城的任何根式扩张 ff ,/ Q 均不是实的，即 K , SR . 

由此得出，我们不能修改 /( T ) 为根式可解的定义，使得 /( W 的分裂域 E 等于单纯扩张塔 
中的最后一项 K , (以替代 ESK ,>. 

5.2.4 四次多项式 

设 / UbY + wr + cX ^+ dX +^ QD !：]. 改变变馕 X =： r - j 6, 得到新多项式 /• U )= 

•^十进一步， /(_ r > 的分裂域等于 /•(■»■> 的分裂域，因为若《为厂（；《：)的 
-根，则 “一+& 为 / U > 的一个根.回忆到. 
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/" (x) = x * +9r J + rx + s = Cx* + jx + i )(. x l — jx +»n)* 

且 （12) 表明 / 为三次多项式 

O'*) 1 + >* + («: - 4s)i* - r*. 

的一个根.同三次多项式情形一样，定义单纯扩张 

Q = Ko c K, G K* £ K 3 , 

故 /6K 3 . 再定义且注意到（11>式给出 A mGK,. 最后定义尺,=&(/^^)， 
K e = K 5 (yj s -4w). 由四次求根公式有 E£K, (此域塔可以被缩 短〉. 

我们已经看到二次、三次及四次多项式是根式可解的.反过来，若 /(x>eQ[x] 是一个根 
_ 式可解的多项式，则存在一个我们想得到的那种公式，它能用 /(aO 的系数表示出 /(ar) 的根. 
因为假设 

Q = K 0 e K, C … G K, 

是一个使得的根式扩张.设 z 为 /Cr> 的一根.又 K, = K,-,U>, 其中 “为 /f, ,中某元 
索次根.因此 z 可以用《 及 /C,— ,中元素 表示. 也就是说， * 可以用石及 ，中元 
索表示.但 :< v)， 其中 u 的某次方幂厲 T-K,_:. 因此 z 可以用 v 及中元索 
表示.最终 Z 可以用一个类似于那些经典公式的公式表示. 

-*5.2.5 用群论语亩的叙述 

这个策略的第_阶段就是研究 /(X) 的根式可解性对它的伽罗瓦群的影响. 

假设 Hd/zl 是一个型6的单纯扩张，即因为 = 所以 Xu 1 )/* 是 SI 2 

的单纯扩张.显然， WuVikU 1 ) 是型3的单纯 扩张. 因此； Ku>A 可用型2和3的单纯扩张塔 
来代替.更一般地，对给定的一个单纯扩张塔，我们可以假设毎一个域关干它 
的前一个域的单纯扩张都是索数型的：若 *Sik(U) 是型 m 的，则/» = />,…其中各 个灼是 
素数(不必是不同 的）， ！《«=«•<) 可#换为 

* £ k(u m,, > ) S i ••• £ k(u). 

下面是一个允许我们将根式可解转化为伽罗瓦群的语言的关键结果，同时也说明了正规扩 
张这个术语的来源.读者应该认识到，域的扩张似乎与群的 T 群扮演同样的角色. 

- 定理 5.31 设灸 £KS£ 为一个城塔，其中 K /灸， £/是都是正规扩张. 《Gal(E/K> 是 
Gal(£：/A) 的一个正规子群，且 

Gal(E/*)/G«K£/K) ^ GaKK/*). 

证明因为 K/ife 是正规扩张，由定理 5. 29,它是 40] 中某多项式的一个分裂域.因此若 
<»6GaKE/ife), 那么由推论5.19可知《1(10 =凡.规定 p > Gal<E/*>—Gal(K/*> 为 0 — <» | K. 
同定理 5.21 的证明中一样，易见户是一个同态且 ke V = Gal(£：/K ), 从而 Gal ( E / K > 就是 
GaKE / A ) 的一 个正规 子群.又 p 是一个 满射： «reGal(K/*), 应用命题 5. 22(i> 可知，存在 
扩展I■的 tf €Gal(E /«, 即 〆 <0=<r|K= r . 再由第一同构定理即完成证明. ■ 

_ 在应用定理 5. 31时，需要下面这个(技术性的)引理. 

引理 5.32 设 B 为城 * 的一个有限扩张. 

(i) 存在一个有限扩张 F/B 使得 F / k 为一个正规扩张. 
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( ii ) 若 B 先 k 的一个根式扩张，則存在一个城塔 KSBEF 使得 FA 既是一个正规扩张也 
是一个根式扩张.进一步，出现在 i =74 的根式塔的单纯扩张的型的集合与在 B / A 的根式塔的 
型的集合是一样的. 

证明 < i ) 因为 B 是一个有限扩张 ， B = z ,), 其中々，•••， * ，为 元索. 对每一 

个 i ,定理 3. 116给出不可约多项式 A 使得 A <*.)=0. 定义 fix ) = p ,( x )-^( x )6 
*[ x ]£ B [ x ], 定义 F 为 /(*) 在 B 上的 _ 个分裂域.因为所以我们有 F / A 为 
/ Cr ) 在*上的分裂域.从而为一个正規扩张. 

⑻又 

F = k ( z t , z \ tz[ ，… tzt *zj .**，•••；".**,•••>. 

其中 2i , …为的根.我们断言 

F = : 6 Gal ( F /*)>). 

显然.右边包含在 F 中，故只须证明反包含 成立. 亊实上，只须证明 <= 〆 *,>[这里幺现在表示 
A (工)的任意一个根，对某 a 由命題 3.116< iii >: 存在确定的*的同构 y I 使得 

** (-♦ zl . 由命埋 5.22( i >, 每个这样的 y 可扩展为一个同构 < reGal ( F 7 it ). 从而*?= 〆 *_•).得证 • 
因为 B 是 ife 的一个根式扩张，所以存在 u ,, …， i *,€ B 和一个根式塔， 

* S k (. u ,) C k (. u , ，“ ：）•“ £ k ( u t ，―, u ,) = B , (3) 

其中每个«,+ ,>都是 *(«, ，…， 《<,) 的单纯扩张.我们现在来证明^为*的一个根式 
扩张.设 Gd ( F/*>=-U = l , 办，…， 《■>. 定义 

B, =» k(.u, >0((ui) tOiiui ) ， … >a.(ui)). 

存在根式塔 

*S*(«i) E*(«i ,<r,(.u x )) ^ k(.u x S … £ B, 

它表明 B , 为 A 的一个根式扩张.更详细地，若4落在々中，则<^(«^=6(14 ，广 6 内 （4 )=*G 
«( u ,, *(«,), «»>-,<«,)). 注意这些单纯扩张的型都是一样的，即/»,也就是在根式域塔 

(3>中的型.规定 

B t = k(u t iaCu ：) >••• .»,(«*))( 

存在根式塔 

B , Q Bi ( u {) ^ Di ( u t •«((«()) ^ B |( u t S … Q B 2 . 

又 B 2 为 B , 的根式 扩张： 若 则 丨 （《 t , 

^(^), ^, («*)). 同样，这些单纯扩张的塱都是一样的，即《?,也就是在根式（3>中的 

型.因为 B , 为灸的一个根式扩张，4至 B , 的一个根式扩张跟着 B , 至 B z 的根式扩张推出 B 2 
也是务的一个根式 扩域. 对每个丨>2,规定 玖 +1 为添加 «(«,), «(«.), …至 B . 后而生成 
的子域.上述论断证明 TB . h 为的一个根式 扩张. 最后，因为 F = B ,, 所以我们证明了 F 为 
务 的一个根式扩张且关于单纯扩张的型论断也是成立的. _ 

- 引理 S .33 设为一个型/ •的单 純扩张，/ •与 A 特征不同.若*含有所有/>次单位 
方根，且 u 任*, M Gal (*< M )/*) SI ». 

证明记 GaKMu )/ ik > 为 G . 设 a = 若 o •为一个/•次本原单位方根，则根1, 
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a >， o / 一 1 是不同的[因为/ •尹 char ( A )]， 且 /(: c )=; c’ _ a 的根为 a , con ， a > z u , ■■■» a /~' u . 
因为 a >6 ife ， 所以《«>是/(工)在 A 上的一个分裂域. 若 a eG , 那么由定理 5.18( i >, 存在 I •使 
得定义 p ■ G ~* I , 为炉 ( a > = [ i ]， mod />的同 余类. 先证 y 为一个 同态. 假设 r €<3 
且 y ( r > = [ i ]， 則 ，所以 〆 < rr > = [ i + i ] = [«']+[ l ;']= 炉<»>+史 ( r ). 若 〆 = 

[0], 则 <7(“> = u , 所以 ke 哼 ={1>. 因为由 G 的定义知道， a 确定命题 5. 20保证了《»= 1, 
最后，我们证明9> 为一个满射.因为 《1 庄自同构 u 4 _不是恒等变换，所以；1>^尹<[0]}. 
但户阶群 I P 的子群只有 <[0]}和 I ,,而所以 imysl ,, 因此 y 是一个同构. ■ 
下面是我们一直在寻找的用群论的语言表示的核心. 

- 定理 S .34 设… GK , 为域 ifc 的一个根式扩张.假定对每个&是 
K ,-, 的素教 A 型的单純扩张.其中 A 关 chaKifc ) 且 * 包含所有 />,• 次单位根. 

( i > 若 K , 是 A 上的一个分裂城，《存在子蛘列 

GalOC ,/*)- G 。» G , =⑴， 

使得每个 G , q 是 G , 的 一个正 规子蜉 JiGi / G ,. •，是 素教阶循环群. 

_ < ii ) 若 / Cr > 根式可解， 則 它的伽罗瓦解 Gal ( E / A ) 是一个可解群的商解. 

证明 （ i ) 定义 G ,= Gal ( K ,/ K ,> 给出 GaKK ,/« 的一个子群链.因为 K ,=«« i >, 其中/ e 々， 
灸包含次本摒单位根的假设使得 K , 为， 一 〆 | 的一个分裂域（参见例 5.15). 应用定理 5. 31 
知 GeGdd / K ,) 为 G 0 = G a l ( K ,/4) 的一个正规子群 ， H G 0 / G 1 ^ GalCK ,/*)/ Gal ( K ,/ Ko ). 
由引理 5.33, G ,/ G , SI ,,. 对每个复以上论证，即得. 

( ii ) 存在一个根式域塔 

* = /C。G /C, S K 2 £ … . 

其中毎一个 K _// C , + l fi 索数迆的单纯扩张且 £ SK ,. 由引理 5. 32,此根式域塔可以加长，即有 
根式域塔 

灸= K 0 Q K , £ … Q K , Q … Q F ， 

其中 F / A 是一个正规扩张.进一步，此更长的根式域堪的单纯扩张的（索数 ）81 与出现在原来 
的根式域塔中的型是一 样的. 因此在 < i > 中要求的 * 包含单位根的假设表明 GaKF / W 为一个可 
解群. 

因为 E 是一个分裂域，若 < TeGal ( i 7 A >, 則 < j |£ eGal (£：/ A >, 所以 p : i ~» a | E 是一个同 

态 GaKF / A )— Gal <£：/ iO . 最后，命睡 5. 22( i 〉 表明 p 是一个 满射. 因为 P ■是一个分裂域，所以 
毎一个 ff € Gal (£： M > 可以扩展为某个 S € Gal ( F /< k >. ■ 

我们将看到不是每一个群都满足定理 5. 34( i > 的结 论的. 满足那样性质的群有一个名称. 

- 定义群 G 的正规子鮮列指的是如下形式的子群列 

G = G« > G, > G: 会…> G, = {1}, 

其中 Gh •，为 G , 的正规子群.此子群列的商群是 

Go/G| > Gi/Gtt •••* G,-i/G,. 

群 G 称为可解的，若 G 有一个使每个商群的阶均为素教的正规子群列. 

若依此的语言，定理 5. 3 4 就 是说： Gal ( fC ,// fe ) 是一个可解群若 K , 为 A 的一个根式扩张且 
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是包含适当的单位方根. _ 

— 例 S .3 S ( i > S , 是一个可解群. 

考虑子群列 

S t >A4 > {1}, 

其中 V 是四元群， W 为 V 的任意一个2阶群.这是一个正规子群 列： 首先从 S , 开始，至 {1} 

结束> 其次，每一项都是前一项的正规 子群：人 <3 S 4 , V < 八 （事实上，有更强的结论 V < S ,), 

W<V 因为 V 是交换的.又 | SJA, | = I S 4 I / I A , | =24/12 = 2, | A./V | = | A , ! / 

I V I =12/4 = 3, I V/W I = I V I / I W I =4/2=2 和 I W/UH = I W | »2, 因此每个商 
群都是索数阶的，所以 S , 是可解的. 

( ii > 每一个有限阿贝尔群 G 是可解的. 

我们对丨 GI 进行归纳来证明此结论.基础步骤丨 GI =1是平凡的.对于归纳步，回忆命 
题 2. 124:若 G 是一个有限阿贝尔群，则对丨 G 丨的每一个因子 d , G 有 d 阶的子群.因为 
I Gt >1. 所以对某索数/>存在分解 IGI =pd, 从而存在 G 的 d 阶子群注意 H < IG , 

因为 G 是阿贝尔群，且 IG/HI = | G | / | H I =pd/d=p. 由归纳假设，存在从<1>到 H 的 
正规子群列，其商群是索数阶的.由此得出 G 是一个可解群. 

(出>每--个非阿贝尔的单群 G 是不可解的. 

因为 G 的仅有的正规子群为 G 和<1}，所以 G 的毎一个正规系列具有形式 
G — G* — Gi — G. > G.-i =*•••»= G, = UJ. 

因此，所有商群除了彳1>外，只能为兰 G . 因为 G 不是循环的（甚至不能是交换的）， 

所以 G 不是可解的. 

( iv > S s 不是一个可解群 （亊 实上，对所有 n >5, S , 不是一个可解 群〉. 

在习® 2. 135中我们看到，对所有 n >5, A . 是 S , 的唯一的真非平凡正规子群（证明中关 
键的之处是时是单 群）， 从而 S « 只有唯一一个正规子 群列. 也就是 
S .> A .> {1} 

(这不完全正确，也有正规子群列其中有一项重复.当然这种重复只是增 
加了一个新的商群 A ,/ A , = U }). 但此正规子群列的商群为 S ,/ A , 兰 I :和 A ,/{1} 兰 A ,, 后一 
个群不是索数阶的.因此对》»>5, S « 不是一个可解群. < _ 

- 命題 S .36 可解祥 G 的每_个商鮮 G / N 也是可解的. 

注可以证明，可解样的每一个子鮮也都是可解的（参见本人所著的《高等近世代 
教》 e 中的命题 4 . 22 ).因为 A , 是单的， 由甸 5.35( iii ), 它是不可解的.这就给出了 
当 n >5 时， S , 是非可解的第二个 tf •明. 

证明由群的第一同构定理知道群的商群同构于它的同态象，所以只须证明，若 / iG — 

H 是一个满 N 态（对某群 H >， 则 H 为一个可解群. 

为一个与可解群定义中一样的子群列，则 
H = /( G 。〉 > /( G >) > /< G Z > » /( G ,> =⑴ 


e 本书中文版巳由机械工彘出*社出版——编辑注. 
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也是 H 的一个子 群列. 若/(;^ +1 >€/(0, +| >且 “//(G..), 则 “,•=/(■!,) 且因为 G i+1 <3G,， 

即 /(G i+ ,) 为 /(G) 的一个正规 
子群.由工，^»/(1,.)/03,>,)所规定的函数 G t —/(G)//(G, +I > 是一个满射，因为它是满射 
G_—/(G,) 和自然映射 /(GJ-yXCiV/XG,*,) 的合成.因为 G i+ ,<k er¥ >, 此映射诱导了一个满 
同态 Gi/Grt,— /(6>//(0,- +| ),也就是0：.<3, +| /(x.O^Gi*,), 由 G ; /G i+I 为索数阶循环群可 

推出 /(G,>//(G f+l > 为一个1阶群或索数阶循 环群. 必要时去掉所有重复项即可得到 H=/(G) 
一个子群列，它的所有商群都是素数阶的循环群，所以 H 是一个可解群. ■ 

下面是主要的判別法則. 

- 定理 5.37( 伽 罗瓦） 设 A 是一个城， /(_ r ) e *|>]. 若 4 包含了“足够多的”的单位根， 
/(•r) 是根式可解的，《它的伽罗 瓦群 Gal(E/;k) 是一个可 解群. 

注设£/灸是 /(x> 的一个分 裂城. 因为 /(x> 是根式可解的，所以存在一个根式扩张 
*=尺。^5；&£ …使得每一个 [K <+I i KJ 是素数且 EGK,. 有“足够”的单位 
根的假设，我们的意思是 * 包含所有的/>次单位根，这里 p 等于某 *[fC i+l «K<]. 习 
題 5. 28 表明如何去掉这个惙设. 

证明由引理 5.34<ii>, GaKE /幻 是某个可解群的商群，且由命題 5.36 知，可解群的任 
何商群都是可解的，所以定理得证. ■ 

若务的特征为0,则定理 5.37 的逆也成立，它也是由伽罗瓦证明（参见本人所著的 《髙 等近 
[4671 世代数》的第235页）的.然而，当特征为/>时，逆是不对的.若 /(x>=^-n6A|>], 其 
中走 = F,(t>, 则 /(_r> 在4上的伽罗瓦群为/•阶循环群•但 /(d 不是根式可解的 （参见《髙 等近 
世代数》中命题 4. 56). 

在1827年，阿贝尔证明了下凼的 定理： 若多项式 /(x) 的伽罗瓦群是交换群，则 /U) 是 . 
根式可解的.这躭是为什么将交换群称为阿贝 尔群. 因为每一个有限阿贝尔群是可解的（参见 
例 5.35(ii>>, 所以阿贝尔定理是伽罗瓦定理的特殊情形. 

证明 S:, S, 为氏的每个子群都是可解的并不 闲难. 从而由定理 5. 21知，故每一个二次、 

三次及四次多项式的伽罗瓦群都是可解群.因此由伽罗瓦定理的逆就知道，若々的特征为0, 
则每一个满足 deg(/><4 的多项式 /(:c> 是根式可解的（当然我们早就知道了，因为我们已经证 
明了经典公 式）. 

现在我们以证明，对于—般 n 次多项式不是根式可解这一结论，从而来完成我们的 
讨论. 

- 定理 5.38( 阿贝尔- ♦费 尼） 对所有的—般的 n 次 多項式 

/(x> = (x —yi)(x ——y«) 

不是根式可解的. 

证明设 F 为一个域， E = F ( yt , : y,) 是 F 上 n 个变 童; ： y, 的所有有理函数构成 

的域，且设 *=F(a 0 , …， 屯），其中 a, 是 /Or) 的 系数. 在习题 5. 17中我们看到，£：是 /(W 在* 
上的分裂域.特別地，若我们选择 F=C， 则 it 为 C 的扩张，故它包含了所有的单位方根 • 

我们断言， S •同构于 G a l(E/« 的一个 子群. 习题3.51(»)说 ： 若 A 和 J? 为整环 ， 9 t A -* 
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/?为同构映射，则 a/6 p(a>/>(6> 是 Frac(A> —F r ac</?> 的同构 映射. 若 < j €S,， 则由定 

理 3. 33有/(%， …， y ,)*-* f (. y^n t •••. 3> > « 1 >>就是0[> 1 ，“-， ： >>•] 的一个固定 C 的自同构， 

当然，5仅仅是置换多变景多项式中的变量.由习题 3.51, 整环 R 的自同构可以扩展为 
FracO?) 的自 同构. 特别地， S 可扩展为 EsFra^CCy , …， y,]> 的一个自同构〆.方程 （1) 显 
示<»•确定所以 <»• 6GaKE/A>. 故应用命《 5. 20,易见<» •，为 S,—GaKE/Jfe) 的一个单 
射，所以；》! < I GaKE/*) | . 但是由定理 5. 21知逆不等式也成立，所以； i!= | Gal(£7A) | 

且 Gal(E//6) 兰 S,. 因此当 n>5 时，由例 5. 35(iv) 知 GaKE/O 不是一个可解群.由定理 5. 37 
知 /(*> 不是根式可解的. ■ 

我们已经证明了经典公式次数»>5的多项式上的推广是不存在的. _ 

- 例 S.39 下面是一个不能根式求解的5次多项式的直接的例子.设 /Cr)=x s -4j+2eQDc]. 

由爱森斯坦因判别法（定理 3.102), /Xx) 在 Q 上是不可约的.设 E/Q 为/(1>的包含在 C 中的 
分裂域，并且设 G=Gal(E/Q ). 

我们来用一些微积分 • 导数/(0：> = 5文•一4恰好有两个实根，即士 ■〜士 0.946 .故 
/(■r> 有两个临 界点. 而 /O^XO, /(-^475)>0,故 /(■«:> 有一个极大值和一个极小值 • 

易得出 /(：r> 恰有3个实根（尽管我们不需要知道它们的值，它们大约为一 1.5185, 0.5085 和 
1.2435. 复根是一 0.1168 士 1.4385i). 记复共轭在£上的限制为 r, 则 r 是一个轮换，因为 r 
对换两个复根而固定三个实根. 

伽罗瓦群 G 同构于的一个子群.其中 X是 /(;r> 的5个根的集合.由推论 5.27 知 
|G1 =[E«Q] 被 5® 除.所以由柯西定理(定理2.147>有6有：；阶元 <». c 是一定是5-抛环， 

因为 S 5 中只有这样的5阶元.习题 2. 126说 S s 由任一个对换和任一个5-循环生成，所以 G= 
Gal(£/Q)^S,. 由例 5.35<iv), GaK£7Q ) 不是一个可解群，所以由定理 5. 37( 可去掉关于单 
位根的不必要的 假设) 可知 /(:t) 不是根式可解的. 4 

—个(不 实用〉 的什 算伽罗 瓦群的算法在范徳瓦尔登的《近世代数 KModern Algebra) 第1 卷的 
第189页〜192页中给出，然而，伽罗瓦理沦更多的进 一步的 结论是表明如何直接计算当 
deg(/)<4 时/(0：)€0|>]的伽罗瓦群的. 

习 S 

H 5.15 «别£误并给出理由. 

( i > 每一个代败闭域包含》个不同 的；1 次单位根，其中 ">1. 

< i » 在一个特征为5的域中，不存在5次单位根. 

( iii > R 是/ _5在<3上的一个分《域. 

( iv ) Q ( V 5"> 是 Q 的一个正规扩张. 

U > Q [>] 中没有次数>5的多项式 是根式 可_的. 

( vi ) F 2 0 r ) = Frac ( F s [ x ]) 是特征为2的无限域. 

( vii > 多项式 / U 〉€ QI >] 在 C 中可以有两个分裂域. 

交错群 A , 是一个可解群. 

Cix > 交错群 A s 是一个 SI 解群. g 69] 

•5.16 设 ？>> A — H *- •个群同态.若 BOA , B < ker f , 试证由 a B P ( a > 给出的*异峡射 〆 ■ A / B - H 是 
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—个定义良好的同态，且 im〆 = im ^ 

*5.17 若是一个可构造的数，试证 Q ( i , d / Q 是一个根式 扩张. 

5. 18设 A 是一个域， /( x )6 tfx 3, 试证若[和^是/^!：)在灸上的分裂域，則 Gal ( EA ) SG a l (£74〉. 

5. 19证明一 P - l ) 兰 F ,[>] 八 y — W + x - l 〉. 

H 5.20 F 4 是匕的一个子域吗？ 

5.21 设走是特征为/>>0的一个域.定义 痒罗贝 尼乌姍 （ Frobenius ) 峡射 F : 务为 
( i > 试证 F : k -^ k 是一个单同态. 

H < ii ) 当走是有限域时，试证 F 是同定索域 F , 的一个自间构 • 从而 F * eGaia / F A >. 

H ( iii > 试证： 若▲是有限域，則每个有/»次根，即存在使得 
5.22 设 g =/> •，对某索数/ •和某 

( i > 若 fl 为 F , x 的个生 成元，试 fiEF , = F ,( a >. 

H ( U > 试证 a 的不可约多项式的次数为 n . 

H < iii > 试证若 G - Gal ( F ,/ F ,>, M I G I < n . 

H ( iv > 试证 Gal ( F ,/ F ,> 是一个 n 阶循 环鮮， 典罗贝尼 A 斯映射 F 为它的一个生 成元. 

5.23 给定 /(• r )- a _ r a + fcr + r € Ql >], 试证下列论断是等价的. 

( i >/( iO 是不可约的. 

(») 不 ft —个有理数. 

( iii > Gal ( Q ( Vb 2 -4 ac)/Q >的阶为 2. 

•5. 24设£74是多项式 /(: r >€*[>] 的一个分裂域.若 dcg (/> = n , 试证 [£•«<»!• 由此得出结论， EA 是 
一个有限扩张. 

H 5.25 j ** 0 — 丨在 F s 上的分 裂域的 次歆是多少？ 

5. 26试证，若 /< x )€ Q |>] 有有理根 a , W 它的伽罗瓦群与 /( x >/ U - a ) 的伽罗瓦群相同. 

•5.27 ( i ) 设 H 为有限群 G 的一个正规 子供. 若 H 和 G / H 都是可解群，试证 G 是一个可解群. 

( ii ) 若 H 和 K 是可解群，试 CEHXK 也是蚵解群. 

•5.28 我们 去掉关 于单位根的假设来证明定理 5.37: 设一个域且根式可解的，則它的伽罗 
瓦群 Gal ( E / ik > 是一个衫解群.因为 /( x > ft 根式坷解的，所以存在一个根式域塔 ★ = K « > S ：_"£ F 使得 
进一步 • 我们坷 以瑕设 ft 某多項式的一个分裂域.最后若 A 包含 m 次项单位根的一个特定 
集合 n , 則0«1(£/0是可解的. 

( i 〉 定义£：7£是1'•一 1的一个分裂域 • 定义试证 F 是/(: r > 在 f 上的一个分裂域.由此 
得出结论， GalW/f ) 是对解的. 

( ii > 试证 GalCE * tk % XlGaKE * / k)K GaKC * /*)/ Gal (£- Ik ' )^ GalCA a / k ). 

( iii > 用习題 5. 27 证明 GaKE * A ) 是可解 的. 

( iv ) 试 tt Gal ( E * / EXGaKE * /▲> 且 GaKE * / A )/ Gal ( E - / E )^ Gal ( E /*). 由此得出结论， Gal ( EA ) 是 
可解的. 

*5.29 设 / Oc >€ QDr ] 是一个不可约的3次多項式，其伽罗瓦群是 G . 

H ( i > 证明： 若 /( x ) 只有一个实根， 

H ( ii ) 求— 2€ QO ] 的伽罗 瓦群. 

H ( iii ) 求一个三次多项式使得它的伽罗瓦鮮是3阶的. 

•5.30 ⑴若々是一个域， / Cr )€ r * Dr ] 的导数为 / Cr >. 试 it /( jt > =0或 deg (/>< deg (/>. 

H ( ii 〉 若*是一个特征为0的域 • 试《不可约多項式 〆 or >€4[>] 无重根，即，若 f 为/ » U ) 的分裂域，则 
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不存在使得在 EO ] 中 Cr 一 《> 2 I /> U > 成立. 

*5.31 设 々为 一个特征为/>的域 • 

( i ) 试证，若 /(：«：)= 刻 / Cr )»0 当且仅当 / Cr > 非零的系数仅仅是那些满足的 p | * •的 a ,. 

( ii ) 设灸是有限的， /( x )« € *!>]• 试证 /( x )=0 当且仅当存在容 ( deADr ] 使得 /( x > = 

guy. 

( iii ) 试证，若 A 为一个有限域，則每一个不可约多项式 />( x ) e 々 l >] 都无重根. 

*5.32 H ( i ) 若* = F , U >， F , 上的有理函数构成的域，试证明 〆 一有璽根（可以证明，分一，是一个不 
可约的多项式). 

( ii > 试证明 £»▲(«) 是分一《在*上的一个分 S 蠘. 

( iii > 试证 G « l (£/*) = {1>. 


5.3 结束语 


这些思想的进一步研究就是伽 罗瓦理 论的主埋了.伽罗 K 理论研究扩域与它们的伽罗瓦群 
的关系.除了它内在的美丽外，伽罗瓦理论被广泛地应用于代数数论中. 

下列技术的记号被证明是重要的. 

定义多项式/( X )6称为是可 分的， 若它的不可约因式无重根（也就是，一个不可约 
多項式是可分的若它无重根). 有限 城扩张 EA 是可 分的若 每一个 《€ E 是中一个无重根 
的不可约多項式的根. 

我们看到，若 E 的特征为0或£:为有限的，则是可分的[习題 5.30(H)， 习 @5.31 
(iii)]. 另一方面，像我们在习題 5.32 中看到的一样，存在函数域 F,(x) 的扩张是不可分的. 
定理 5. 26的下面的推广表明了为什么可分多项式是有趣的（在本人所著的《高等近世代数》的定 
理 4. 7中有证明）. 

定理设 A 是一个城， /( jr )€/ k [ x ] 是可分的多項式.若£/灸是 /( j > 的一个分裂城，則 
| Ga \( E / k ) | =[E: 々]• 

证明 定理 5. 26中的特征为0的假设仅仅是为了保证可分性. ■ 

定义设 E/ ♦为一个域扩张，其伽罗瓦群为 G=Gal(£：/^). 若則固定域定 

义为 

E H = {对所有的 cr € H,u e E* ( t («) = u }. 

可以证明下列定理(例如，参见本人所著的《高等近世代数》的第 4.2 节>.刻画了分裂域的 
特征的定理 5. 29可以修改成用可分性来表达. 

定理 设 EA 为一个域扩张，其伽罗瓦群为 G = GaKE / iO . «下列命題等价. 

( i > E 是某可分多項式/(1)€走1>]的一个分裂城. 

( ii ) 有一根属于 E 的不可约多項式 pCr > eife [>] 是可分的， pb ) 在 £：[>] 中分裂. 

，即，对所有的 若 tf ( a )= a , « a ^ k . 


定义 一个城扩张 EA 叫做 伽罗瓦扩张， 若它满足上面定理中的任一个条件. 

下面这个定理表明，在伽罗瓦扩张 EA 的中间域 B (即满足 k ^ B ^ E 的子域）与伽罗瓦群 
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的子群之间存在着密切的联系. 

定理(伽罗瓦理论基本定理）设 E/A 为一个有限伽罗瓦扩张，其伽罗瓦群为 G==Gal(E/ 是) • 

(i) 函数 H^E H 是所有中间城构成的集合到 GaK£/F) 的所有子群构成的集合的一个双 
射，并且此双射保持反包含 关系： 

当且仅当 

对每个中间域和每个子群有下列成立 

£Gda/ B > = B 且 Gal(E/E H ) = H. 

<ii> 对每个中间域 i3 和每个子群 /f<G， 有下列成立 
[4721 [B * ^] = [G * Gal(E/B )] 且: = [E H :是]. 

(iii) 中间城 B 是务的伽罗瓦扩张当且仅当 Gal<E/B) 为 G 的正规子群. 

下面给出一些推论. 

定理（本原元定理）若£/々为一个有限可分扩张，則存在本原元 a6£, 也就是 E=K a ). 

特别地， Q 的每一个有限扩张都冇本原元.这是由施特尼兹 （ELSteinitz) 的一个定理可 
得.施特尼兹定理说，给定一个有限扩张 E/t 存在使得 E=iKd> 当且仅当仅存在有 
限多个中间域而基本定理说，中间域构成的集合到 GaKEA) 的所有子群构成的 
集合之阏存在一个双射. 

定理对》的每一个因子£/，有限城其中<?= 〆 ，有且仅有一个阶为 〆 的 子城. 
这是从 Gal ( F ,/ F ,) 是 ri 阶循环群和命 8 S 2.75 而 得的： 若 G 是 n 阶循环群，则对 n 的每一 
个因子 G 有唯一的 d 阶子群. 

定理若£：/々为一个伽罗瓦扩张且它的伽罗瓦觯是阿贝尔群，則其每一个中间域也是伽 
罗瓦扩张. 

这是从伽罗瓦基本定理而得的，因为阿贝尔群的每一个子群是正规的. 

代数基本定理证明有许多种，其中就有用伽罗瓦理论的证明（参见本人所著的 《高等 近世代 

数》的第233页>. 

定理（代数基本定理）设 /(x>€C[>] 不是常數，则 /(z) 在 C 中有 一根. 

我们现在用伽罗瓦群理论的基本定理来完成第4章中关于可构作性的讨论. 

回忆到/>是一个费马素数若/»有形式/»_2_ + 1(此时参见推沦 3. 103的证明）. 
我们给出高斯定理的证明后结束本章.高斯定理是说，若 p 是一个费马索数， 则正之 边形可 
用直尺圆规作出. 

引理 S .40 设为一个伽罗瓦扩张•其伽罗瓦群为 G = Gal (£ A ). 对给定的子群 
Of /如， 有 

[4731 IE L I E H ] = [H * L]. 

证明因为 H 是保反序的，所以有域塔 

k = E G ^E H ^E L ^E 

(我们有 k = E° 是因为 EA 是一个伽罗瓦扩 张〉. 定理 4. 31给出 [E L » «=[E^ » E W ][E H : 
所以由伽罗瓦理论的基本定理有 
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rpL , pH-| _ [E 1, 8 _ [G 1 L] I G I / I L I — I H I _ r u , i -| ■ 

LE，E CGTH ] = I G I / I H I - ITT _ L] . ■ 

定理 S .41 {高斯 1 设/ •为奇 素數，正 /> •边形是可构作的当且仅当 />=2_+1, 对某 m >0. 
证明必要性在定理 4. 60中已证，在那里我们证明了当 m >0 时， m 必须为2的方幂. 

若 P 为索数，则 = 其中 ％ U ) 为/>次分@1多项式./>次本原单位根 C 

是 A (: c ) 的一个根，且 Q ( p 是在 Q 上的一个分裂域.因为 4>,( or ) 是一个次数为/ >— 1的 
不可约多项式（推论 3.103), 所以我们有 [Q (?) : Q ] = />_1 = 2". 由定理5.26,我们有 
I Gal ( Q ({：)/ Q ) | =2". Gal ( Q ( C )/ Q > 作为一个2-群，它有正规子群列 
GaKQ (?)/Q ) = Go > G ，彡… > G , =⑴ 

其中每个商群都是2阶的，也就是对所有有由伽罗瓦理论基本定理可知， 
存在子域塔 

Q = K 0 c K , S - c K , = Q (?). 

进一步，由引理 5.40 知，对所有 i >1 有 [ K . ■ 这躭是说！:是多重二次 

的，因此由定理 4.54 知， f 是可构作的. _ 


晒 
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6.1 有限阿贝尔群 


我们考虑有限阿贝尔群以继续群的研究.习惯上，这些群的运算记为加法.我们即将证 
明，每一个有限阿贝尔群都是某些(有限）多个循环群的 直和. 为此我们从考虑直和开始. 

定义两个阿贝尔群 S 和丁的外直和栺的是阿贝尔群 SXT , 其做基础的集合是 S 和 T 的 
笛卡儿积，运算规定如下， （ s , /) + ( s , . = /+«*). 

例行的检验就可得出外直和为一个（阿 贝尔） 群.单位元为 （0, 0>, (*, *) 的逆元为 
- I ). 例如， 平面圮 关于向 fi 加法是一个群，且记 = RXR . 

定义设 S 和 T 为阿贝尔蜱 G 的子蜱，称 G 为 S 和7■的内直和，记为 G = S ㊉ 7\每一个 
g 6 G 均可唯一地表示成 g - s + t , 其中 j € S 和 t 6 T . 

若 S 和 T 是阿贝尔群 G 的子群，定义 

S + T = (» + / « *6 S ,/6 T }. 

注意 S +丁 总是 G 的一个子群，因为它就是 < SUT >, 由 S 和 T 生成的子群（参见习题 6.5). 
ijiG = S + T 躭是意味着每一个裒 6 G 均可表示 rfU = H ^, 其中 56 S 和 f 6 T . 说 G=S ㊉ 7 '就 
是意味这样的表示唯一. 

下面是命越 2. 127的加法版本.我们不必说 S 和了是正规子群，因为阿贝尔群的每一个 
f 475 l 子群都是正规的. 

命題 6.1 若 S 和丁是阿贝尔群 G 的子蛘 ， W G = S ® T 当且仅当 S + r »= G 且 snT = 

{0}. 

证明假设 g = s ® t . 每一个 g€G 均可唯一地表示成其中 ses 和 ter . 因此 
G = S + T . 若則 >r 表示成 s + » 的方式有 两种： j ：= j :+0 和 jr = 0+ x . 因为表示是 
唯一的，所以我们一定有1=0,从而 snT =< o >. 

反之，由 G = S + T 可推出毎一个均可表示成 g = s + i , 其中 S es 和 . teT . 下面证 
明表 示是唯一的.假设又有《=*'+ 〆 ，其中 s ' es , t ' er . 那么由 j+*=/+ 〆 可推出 
< ，_ t € SnT ={0}. 因此 j = j ’， t = t ' , 得证. ■ 

定义阿 H 尔鮮 G 的一个子觯 S 称为是 G 的一个 直和项 若存在 G 的一个子群 了 使得 G = 
S 0 T . 也就是， g = s +: t 且 sn ： r ={ o }. 这样的子鮮 t 称为 s 的补. 

注意 sxr 不等于 S © T , 因为 S 与丁 均不是 SXT 的子群，实际上它们甚至不是笛卡儿 
积的 子集. 这一点很容易证明.给定阿贝尔群 S 和 T , 定义外直和 SXT 的子群 S •和丁•为 
s* = {(J.0) : s e 和 T * = {(0,/) « t € r>. 

当然通过 s —( s , 0) 有 s 兰 s _, 通过 《) 有 Tg ： r . 易见 sxt = s • ㊉ : r ， 因为 （ s ， 
«)=( s . 0)+(0, o , 故 s '+ pssxT 且 S •门: r = K 0, 0)}. 因此外直和可以看成（子群 
同构于 S 和 T 的）内 直和. 相反地，下面的结果表明一个内 a 和同构于一个外直和. 
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命埋 6.2 若 S 和了是阿贝尔群 G 的两个子群，且 G = S + T . 若 G = S © 丁 (也就是 SnT = 

{ o >)， 則存在一个同构史： s ®* r — sx : r 使得 〆 •和 〆 T >=: r . 

证明若 ㊉ 7\引理 6. I 是说 g 可以唯一地表示为 g = s + f . 故定义炉： S 0 PSXT 
为十 <> = U , 表示的唯一性表明9是—个定义良好的函数.显然， 9( S ) = S •且 

< p ( T )^ T \ 我们来验证妒是一个 同态. 若 〆 = (/, 〆 >，則 （ s , t > + ( 〆 ，^) = < s - fs / , «+ 〆 >， 

因此 

9( 尽+ 〆 > =9(5 + / + / + 〆 ） 

=*(5十/以+ 〆 ） 

= (s，/> + (s’，〆〉 

=* 史+ 〆〆 >• 14761 

若 9( 容〉 = ( 5 ， 0 = (0, 0)，则5=0，/=0且尽 = j + r *»0. 因 此炉是单射. 最后， f 是满射，因 
为若 (5, oeSXT , 则 r ). ■ 

我们现在将讨论推广至直和项多于两个的情形. 

定义阿贝尔群氏 ，氏，…， S , 的外直和是 W 贝尔群 S , X ^ XmXS ,， 它的底集为 Si , 
s 2 ，…， S B 的笛卡儿积，它的运算由下列公式蛤出 

(i| 9 S 2 ， ••• ， 5_〉+ (s \，si •… ， ji> = (J| + S’l ，办 + fS„ 4- 5«). 

例如， 《 维欧氏空间 R •是 R 与自己的 n 重的外直和： R - = RX ... XR , 

定义设戈 ，…， 民为阿贝尔的子解，称 C ； 为它们的内直和，记为 

G *= Si © …㊉ S , ， 

若每一个存在唯一一个 s , es , 使得 级=々+ …+ 知 • 

例 6.3 设 A 是一个域，•是♦与自己的71重外 直和. 像通常一样， 设幻，…， 〜是 
标准基，也躭是 q *=(0 ，…， 0, 1, 0, •••• 0), 第/个坐标是1其余坐标为0的； I 元有 序组. 

若 V ,是由 e , 生成的一维子空间，也躭是， V i ^{ ae i * a 6^>, 则 P 是内直和 P = V ,© … © V , , 

因为每一个向贵都可以唯一地表示为一个基的线性组合. 4 

我们现在证明外直和可以看成内直和.设 S ,, S ,, …， S ， 为阿贝尔群，对每一个；定义 
S ； = {(0广-,0岣，0，".，0)«木6 S .} CS | X … X &; 

也就是由笛卡儿积中所有除第 •个 坐标外其余坐标全是零的； I 元有序组组成.当然， S , 和 
S ； 是同构的，因为对所有*，通过 A ^(0, …，0, 0,…， 0). 我们来证明 G 是内直和. 

g = sr © …㊉ s : • 

若容 =(si •…， 心）6 S | X … XS t ，则 

g = (si，0 ，…， 0) + (0，s 2 ，()，•••，0> + … + (0* — ,0»5„). 

这样的表示是唯一的，因为若 （ h , …， 5.) = (^,* U ), 则由； I 元有序组的相等的定义给 

出，对所有 的:有 A = k _ 

如何将引理 6.1 推广至多个直和项情形呢？若阿贝尔群 G 由子群 S ,， S 2 ，…， &生成， 

人们首先猜想 0=^© … ㊉ 氏 当且仅当对所有1»， S * nS , = {0}. 但我们现在只证明这个是 
不够的. 
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设 V 是域是上的一个2-维向量空间， I 和: v 为一个基.因此 V =< x > ㊉ 〈: y >. 易证子空间 
<x>, 〈: y > 和 〈 or + y 〉 中任两个的交是 {0}. 另一方面，我们没有 V =<« r >© 〈: y>©<x+ ： y >， 因为 0 
在 < 工 > +〈: y > + < j ：+： y > 中有两种表示，即，0=0十0+0和0 =—: c 一 : y +(: c 十: y >. 

我们来证明每一个内直和都同构于一个外直和.下面是引理 6. 1和命题 6. 2的推广. 

命题 6.4 设（^二^+氏+…+艮，其中&为 G 的子群，也就是每一个 geG 可表示为 
g = s, -f- s* + — 4- . 

其中对所有/有 s ,€ S f . 則下列条件 等价： 

( i > G = S ,© S 2 ㊉ … ㊉ S , •即， 对每一个元索表示十… + 5_是唯一的，其 
中对所有有 

( ii ) 存在一个同构9: … XS _ 使得 9( S f > = S / • 对所有的 i . 

(iii) 对每个 i, 若我们定义 （^ = ^+52 + …+ 戈 +…+氏，其中表表示 S. 項从和式中去 
掉，則对每一个 i 有 S , 门 G , = {0}. 

证明 （ i ) 冷 (ii). 若裒 6G，《：=&+•• •十 知， 則定义 穸 1 ■为… + 

s m )^( s lf s m ). g 表示的唯一性表明 p 是定义良好的. K 接可以验证，_是一个同构且对 
所有* 有 9>( S ) = S ;. 

( ii ) =>( iii ) •若 g € Sf ! G ， 則 〆 度 fl(Si • +… +ST + … + S : >• 但是若 9( g>€Si • +… 
+§>+… + s «;， 则它的第 i 个坐标是 0 . 若 9 ( g ) es : ， 则它的第 7 个 坐标是 0 ,对所有的>关 
I . 因此 〆 容 >=0. 因为9> 是一个同构，从而 

(iii) =>(i). & geG f 且假设 

茗=+ …+ ,• = A + …+ / 厕， 

其中对所有的 i 有 S ,， / <€ S ( . 注意对每一个 “ *,-/.= 2 ( i J -* > )€ S ( n ( S l + S ! + -+ S 1 + 

_ ••• + S ,> = |0}. 因此对所有的所以表示 g = ，是唯一的. ■ 

记号从现在开始，我们就用记号 S , ㊉ … ㊉ 艮表示任一种直和，内直和或外直和，因为 
于我们的直和几乎都是指内直和.我们将记 6 

® S . = S , © …㊉ S .. 

记号 fjS , 是 G = S ,+*" + S , = < S , U … US .〉 的简记.因此若每一个均可表示 
• -1 

成《= e 茂，则0= $ s . i $ g = 2 s - 且表示《 = E s < 是唯一的，则 g =© s ,. 

“一& —个素 数”地分析群 k 结构是比较方 便的. 


8在本书的前一版的后续著作 《高 等近世 代数》 中，我将直和 id 为 ES,. 现在我认为将直和记为 $S, (这也 ft 当今常 
用的几个符号 之一〉 和将 sum (由 ys, 生成的子群〉记为会更淸楚些.如果有机会重新写《离等近世 代数》 的 
话.我在那里也会采用这些记号. 



定义设 p 是一个素數，阿贝尔群 G 称为广准*的 6 若对每个 aSG , 存在使得 ， a =0. 
定义设 G 为一个阿《尔群，则它的 p - 准索分支为 

G , = {a € G « /.■« = 0,对某"会 1}. 

如果我们不特指素数我们就说阿贝尔群 G 是准素的（而不是 />- 准索的）.显然准索分 
支是一个子群.但是在非阿贝尔群中这是不成立的.例如，若 G = S ,， 则（^ = {(1〉， (12), 
(13), (23>),它不是 S , 的一个子群因为 （12 X 13) = (132) 庄 G ». 

定理 6.5( 准索分解 定理） （ i> 每个有限阿贝尔縛 G 是它的户-准素分支的 直和： 

G =0 G ,. 

P 

( ii ) 两个有 HI 阿!11尔群 G 和 G ' 是同构的当且仅当 G ,^ G ' P , 对每个索数 P . 

证明 （ i > 设为一个非零元，又令它的阶为 t /. 由算术基本定理，存在不同的索数 
pi * . p , 及正整 数亡 1 ，…， e , 使得 

d = p \'...... 

对每个 i 记 r , = d / 妗，则於 r ,= 山从而但 》•,,•••, r , 的 gcdd 为 l ( d 的珂能的索 
因数为 / M , 但因为/ •，彳 n , 故没有一个 A 为公因败).因此存在整数 s ,, …， s , 使得 
$ s , r , = 1 ，所以 

X = € G h +-+ G ,.. 

ia H . =- G ,, + G ^ + - + G ^ + - + G ,.. 由命睡 6.4 知，只须证明若 

xec,, n h,. 

则 i = 0. 因为 J ：€ G ,,, 所以我们有 PU =0, 对某； >0. 因为我们有 ux =0, 其中 

IT〆 〗. 幻 >0•但 〆 和“是互索的，所以存在整数 》• 和 * 使得 l = spf + tu . 从 Iftj 

i #* 

x = (spi = sp[x + tux = 0 . 

( ii > 若 /| G - C 为一个同态映射，则对每个索数 p 有 /( G ^ SG /, 因为若 〆 a =0,则0= 
/( 〆 《!)-= 〆 /(<*>.若/为一个同构映射，则 / M • G 7 — G 也为一个同构映射（所以对所 有户有 
/ '( G ；) SG ,). 所以每个限制 /| G , « G ,- Gj ； 为一个同构映射，其逆为/― 1 丨 

反过来，若对所有 P 存在同构/, « C ^- C ；, 则存在？>> ®, G ,- ► ㊉ , G 〈的同构 

f 

!)/〆〜>. ■ 

P 记号若 G 为一个阿贝尔群， m 为一个整数，则 

mG = {ma * a ^ G >. 

易见； tiG 是 G 的一个子群 • 


© 在第2章中，我们称一个 有隈群 G 是一个夕 -屏若 丨 G 1 ftp 的方幕 • 且我们在习 *2.117 中证明了，一个 有明群 
G 是一个 />- 鮮当且仅当毎一个的玢是/»的方.因此一个尸准索的阿贝尔鮮是一个两贝尔群.若我们 
是在阿贝尔麝中讨论，像我们现在这样，期用术语 "p it 索的”》若我们 ft 在一 舨屏中 讨论， W 通常用术语*>-群 
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下面类型的子群将起到十分重要的作用. 

定义设/ •为一 个素數 . G 为一个 /•- 准素阿贝尔群 e . 子鮮 SGG 称为一个纯子群®若对 
所有 n >0 有 

[4801 S 0 P*G = p ' S . 

对每个子群 S £ G , 包含关系 S 门 〆 G 3/ TS 总是成立的，因此上式中仅有反包含 SDpGe^S 
才有意义.也就是说， 若迻 S 满足方程* = /^,对某則存在 s ' eS 使得 s = 〆 / •即， 
若方程 s =/> V 有对: r € G 的解，则此方程对: reS 也有解. 

例 6. 6 ( i ) G 的每个直和项 S 都是一个纯子群.若0=5©7'且$=/^,其中和 
注意 《=«+ v , 其中 《 es 和故 S = fu + P " w . 因此 〆 v = j — 〆 “ esnr =< o >， 所以 
p m v =0. 从而*=/>_«且5是 G 的纯子群. 

( ii ) 若 G ~< 穿〉 为/> 2 阶的循环群，其中为一个素数，则不是 G 的一个纯子群. 
每一个元索 s ' eS 具有形式/ = mpg , 对某 m € Z . 又*=於容65,若存在一元索 S 使得 s = 
ps ' . 则5=/>/ = />(» 1 时>=» 1 /> 2 裒= 0， 矛盾. 4 

在习題 6. 12中，我们将看到例 6. 6( i > 的逆是成立的：若 G 是一个有限阿贝尔群， S 为 G 
的一个子群.則 S 是一个纯子群当且仅当 Sft — 个直和项.这就是我们引人纯子群原因，因为 
通过验证一些方程可解来证明 S 是一个直和项比构造一个子群 r 使得 S + T = G 和 SHT =<0} 
容易些. 

引理 6.7 若/>为索數 . G 是一个有 《 Lp - 准素阿 H 尔群， WG 有非零纯循环子群. 

证明 & G =< x ,, …， x ,>. 因为 GJ 6 尹准索的，所以对所有 i , x , 的阶为 />"‘• 3$ x € G , 
则: c = Du , 其中 a , eZ , 所以若/为这些 n . 中的最大者，则 〆 _t = 0. 现在选一个阶为 〆 
的元素; y6G (例如， y 可能为这些 _ r . 中的某一 个). 下面来证明 S=< ； y 〉 就是 G 的一个纯子群. 
假设沒 S 使得 s =»» 〆 >>,其中分0且又令 
5 = p m a * 

对某若则定义/ =讲 〆 -•: yeS . 这样 

p m i = p m rnp t ~ m y * mp'y ** s . 

若 Z < n ，则 

p l a = p im p n a = p 卜 m s = p e ~ m mp'y = mp ^^ y , 

但且 /_«+/</, 因为 _ n +/<0. 因此 〆 a 关 0. 这与: y 为最大阶的元相违，故这种情形 
[4811 不会出现.因此 S 就是 G 的一个纯子群. ■ 

命题 6.8 若 G 是一个阿贝尔群，/»是一个索數，《 G / pG 是 F , 上的一个向量空间.且当 
G 是有限群时，它是有限維的 • 

证明若 [ r ]€ F ,, aeG , 則定义纯摄乘法为 

[r](fl + pG) = m + pG. 


© 若 G 小是一个*索群，子馨 S£G 定义为满足 sn 觸 G=mS 的+屏，对所有 Z (参 M 4緬 5. 1和 5. 2〉. 

© —个多項式方程称为鲰的若它具有的形式.鲔子群是用这神方程的形式来兪名的，这也许就是此称呼的来由. 



群 n 


349 


这个运算是定义良好的，因为若 i ^= rmod /», 則对某整数 m 有* = r +/> m ， 这样 
ha + pG = m + pma + pG = na + pG ， 

IS 为 pmaepG. 同样的方法就可证明向量空间的公理成立.若 G 是有限的，则 G / pG 是有限 
的.显然具有有限基. ■ 

定义若 p 是一个素數， G 是一个有限的 p - 准素阿贝尔群，則 

d(^G) = dim ( G /^ G ). 

注意到^在直和上是可加的， 

</( G ® H ) = </( G )+</( H )， 

因为由命题 2. 126知 

一 〜旦 m 且 
/ >(G0H) ~ pG © /»H = pG^ pH' 

因为 G //> G 的一个基并上 H //> H 的一个基即为 ( G / pG )©( H //> fY ) 的一个基，所以上式左边的 
维 数为出 G ® H >, 右边的维数为 </( G >+ d ( H ). 
rf ( G ) = l 的阿贝尔群 G 比较容易刻画. 

引理6.» 若 G 为一个 p - 准素 W 贝尔蜉，《 d ( G ) = l 当且仅当 G 为循环的. 

证明若 G 为循环群，則 G 的任何商群也是循环群.特别地 G / 〆 ； 也是循环群，所以 
dim ( G //> G ) = l . d(.G) = l. 

反之，假设 c /( G > = l , 即 G / 〆 ； 三 1,. 因为 I ,是一个单群，对应定理告诉我们 〆 ；是 G 的 
极大子群.下面证明 〆 J 是 G 的唯一的极大子群.若 LGG 是任一个极大子群，因为 G / L 是阶 
为/>的方幕的阿贝尔单群，所以由命睡 2. 153其阶为 />. 从而 G / LSI ,. 因此，若 a € G , 在 
G / L 中有 〆 a + L )=-0, 即有 paet ， 从而 pGSL . 但 〆 ；为极大的，所以 pG = L . 由此得出 
G 的每个真子群都包含于 〆 ；中（因为每个真子群都包含于某极大子群 中）. 注意是 
循环的.设对某有 G / pG = 〈*+ 〆 ；>•若 < z > 是 G 的一个真子群， W <*> Q /> G ( G 的唯一的 
极大子群），则与 z + 〆 ； 为 G //> G 的一个生成元矛盾，所以 G = U >, 从而 G 是循环的. ■ 

若則 〆 ;=<0), G/pG^G, 且 WG )= dim ( G ). 更一般地，若 G 是 p - 准索循 

环群的直和，如 G =^ C ., 则 pG =^> C ,. 由命理 2. 126有 

G/pG= (0 C f )/(0 pC t )^0 (.CJpC,). 

我们刚刚看到对所有的 《 U ( Q > = 1. 因此在直和上的可加性表明 d ( G ) 计算出 G 的分解中 
的循环直和项的数量. 

引理 6.10 设 G 为一个有哏/>-准素阿 II 尔群. 

( i ) # S £ G , 則 d ( G / S >< t /( G ). 

( ii ) 若 S 为 G 的一个纯子鮮.則 

d(,G) = rf ( S )+ d ( G / S ). 

证明⑴由对应定理， /»( G / S ) = (/> G + S )/ S , 所以由第三同构定理有 
CG / S )//.( G / S ) = ( G / S )/ C(pG + S )/ S ] ^ G/(.pG + S ) , 


_ 
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因为 〆 ; Q /» G + S , 所以存在 ( F , 上向量空间的)满同态 

G / pG —► G / ( pG + S ) f 

也就是 + 因此 dim ( G //» G >> dim ( G /(/» G + S >>， 即 d ( G )>£/( G / S ). 

( U ) 我们现在来分析 (/» G + S >/ pG , 它是映射 G / pG - G / (/ > G + S > 的核. 由第二同构定理， 
(pG 十 S )/ 〆 ； 三 S/(Sfl pG ). 

因为 S 是一个纯子群，所以因此 

CpG + S )/ pG ^ S / pS 9 

所以 dim [(/> G + S >/ pG ]== 必 S ). 但是若 W 是有限维向 M 空间 V 的一个子空间，那么由习题 
4. 17知， dim ( V ) = dim ( W ) - fdim ( V / W ). 所以若 V = G//>G 且 W = (/> G + S )//> G , 则有 

diG ) = </( S > + d ( G / S ). ■ 

_ 定理^ 11( 基定理 1 每一个有限阿贝尔# G 是一些准素循环蛘的直和. 

证明由准索分解定理（即定理 6.5), 我们可以假设 G 就是一个/>准素群，/>是某索数 
(因为若每一个准索分支是准索循环群的直和，则 G 也是).我们对 d ( G )> l 归纳来证明 G 是 
某些循环群的直和.基础步骤是容易的，因为引理 6.9 表明在这种情形下 G —定是循环的. 

下面证明归纳步.我们从应用引理 6.7 去找一个非零的纯循环子群 SGG 开始.由引理 
6. 10我们有 

dCG / S ) = d (. G )- diS ) = diG ) - 1 < d ( G ). 

由归纳假设， G / S 是某些循环群的直和，即 

G/S=^<5 ( >, 

其中 i , = ； c , + S . 

设 x € G 且 J 的阶为 〆 ，其中 i =: r + S . 我们断貞，存在使得 * + S = i =: r + S 且 z 
的阶为 i 的阶. 又 i 的阶为，，其中而在 G / S 中， /> , ( x + S ) = /f =0,所以存在某 seS 
使得 〆 1 = 1由纯性的假设，存在 j '€ S 使得 〆 1 = /^'. 若我们规定 z = ：r —则>：+ 5 = 
x + S 且 〆 z = 0. 因此若在 G / S 中 mx =0, 則 〆 丨>71,从而在 G 中有 m *=0. 

对每个/,选择&€(；使得 ! ：,+5=夂=； 1 ：. + 5且*.的阶为1.的阶.令了^*, ，… ， z ,>. 
因为 g 是由 s 及这些 a 生成的，所以 s + t » g . 要证 g = s ® t , 只要证 sn ： r =< o >. 若 
SOT , 则; y = ^>. z . ，其中 m . eZ . 又; yGS , 所以在 G / S 中乏>, i . = 0. 因为这是一个直 
和，所以每一个 m . J ,=0. 总之，对每一个 i , 

— m,Xi = xj 6 O fl (<ii > + … + < i ,'> + ― + < i ,>) — <0}. 

因此对所有的 i 有 m , z ,=0, 所以; y =0. 

最后，由 G = S ®： T 就有 rf ( G >= d ( S )+ d ( T > = l + rf ( T >, 所以 ATXWG ). 由归纳假 
设， T 是循环群的直和，这样就完成定理的证明了. ■ 

两个有限阿贝尔群 G 和 G ' 何时同构？由基定理，这样的群是循环群的直和，因此人们第 
一个猜测就是如果 G 和 G ' 的同一类型的循环直和项的个数相同，刺它们是同构的.但这个希 
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望被定理 2.128 打碎了.定理 2. 128说，若 m. u 是互质的索数，則 USLXL. 例如， I.SI.X 
la. 因此我们退一步，转为计数准素循环项的个数.但是我们怎样来计数呢？如同在算术基本定 
理理论中一样，我们必须问，是否存在某种形式的唯一分解定理？ _ 

在叙述下一个引理前，回忆到我们定义了 

d(G) = dim(G/^G). 

特别地， d (. pG ) = dim (. pG / p t G ), 且更一般地， 

d (, p m G ) = A \ m (. p - G / p -*' G ->. 

引理 6.12 iJtG 为一个有限 p- 准索阿 H 尔群，其中/>是一个 素数. 令 G=^Cj , 其中每 
个 C , 是循环的.若 〆阶的直和項 C , 的个教为<>., 則 存在某使得 
dip m G ) == 6*+i +办》+2 + …+ 

证明设仄为所有阶为 p •(若有的话）的的直和，则存在某个 f 使得 
G = ㊉ B: © …㊉ B, 

乂因为对所有 Xn, p m Bj ^{0 ) 9 所以 

P m G - ©•••©p-B,, 

类似地 

P'^'G - ㊉… ® p- +, B„ 

由命题 2.126, 网构于 

㊉… ® 

因为 d 在直和上是可加的，所以 

dip H G ) * 4- 6,+z + •- -f b t . ■ 

这 些数乂 可以用 G 来描述. 

定义若 G 是一个有限/>•准索阿贝尔群，其中/>为一个索教，《 
l/,(n,G) = dip H G)-d{p^ l G). 

由引理 6. 12， 

dip m G ) = b m ^ t + ••• + b , 

且 

d ( p m 4,1 G ) = 十… + 6, ， 

所以 L/，(n，G) = . 14851 

定理 6.13 若 /> 为一个素數，則在有限 p- 准素阿贝尔群 G 的任两个循环群的直和的分解 
中，每种类型的循环直和項的个教 相同. 更准确地，对每个 n >0, 阶为 〆 40 的掮环直和项的 
项数为 U ,( n 9 G). 

证明由基定理，存在循环子群 C, 使得 G=pC f . 由引理 6. 12,对每个阶为 〆+ 1 的 
G 的个数为 U,(n, G>, 这是一个与 G 的循环直和分解无关的数.因此若 G=@D, 为 G 的另一 
个分解，其中毎个为循环的，则阶为 fi …的 D , 的个数也为 G), 命题 得证. ■ 

推理 6.14 若 G, 为有限 ，准 素阿贝尔群，« CSG" 当且仅当对所有 n>0, U f ( n , G )= 
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17, ( n , G '). 

证明 若？ >« G - G ' 是一个同构映射，則对所有 ”>0有 ？) (/ ( _0 = / ( $'.因此它诱导出 Z , 
上 向量空 间之间的同构 jO - G / fWG 兰 〆 G 7， + I G \ 对所有 n >0. 因此它们的维数是一样的， 
也就是 C /,( n , G )= l /,( n , G '). 

反过来，假设对所有 n >0, U ,(. n , G )= U f ( n , C ). 若 G =® C . 且 G '=^ C ;, 其中 C , 
和 C 〗 为循环的，那么由引理 6. 12, 每一 种类型的直和项的个数是相等的，因此一构造一个 G — 
C 的同构是一件简单的亊情. ■ 

定义若 G 是一个 />- 准素阿贝尔群，《 G 的初 等因子 指的是一些數 p - 11 , 每一个重复 
17,(”， 0次. 

若 G 是一个有限 W 贝尔群 . 《 G 的 初等因 子就是 G 的所有准素分支的初等因子. 

例如，阿贝尔群的初等因子是(2, 2, 2). 1«的初等因子是 (2, 3>. 

的初等因子是 (2, 2, 4, 8>. 

定理 6.15( 有限阿贝尔群的基本定理） 两个有限阿贝尔群 G 和 G ' 是 同构的 当且仅当它们 
有相同的初等因子，也就是，在 G 和 G ' 的任两个准素循环群的直和分解中每个阶的直和項的 
项數相同. 

证明由准索分解定理，即定理 6.5( ii ), GSC 当且仅当对每个素数 p . 它们的准索分支 
是同构的： G ，竺 GV 由定理 6.13 可得此结论. ■ 

此节的结论可从有限阿贝尔群推广到有限生成的阿贝尔群.一个阿贝尔群叫做有限生成 
_ 的，若存在有限个元索 〜，•••， a _€ G 使得每一个：都是它们的一个线性组合， 
x = 其中对所有；有 m . eZ . 基定理可推广为，每一个有限生成阿贝尔群 G 是某些循 

环群的直和，它们中的任一个或者为有限准索群或者为无限循环群.无限循环群的直和称为自 
由阿贝尔群.因此每一个有限生成阿贝尔群是自由阿贝尔群和有限群的直和.定理 6.15 可推 
广为：给定 G 的两个无限和准索循环群的直和分解，则在两个分解中，每种类型的循环直和 
项的数 B 是一 样的. 对于那些不是有限生成的阿贝尔群来说，基定理不再是正确的.例如，有 
理数构成的加法群 Q 就不是循环群的直和. 

此节的证明可以推广以证明乌厄 》( ulm > 定理. 乌厄姆定理给出了所有没有无限阶元索的 
可数阿贝尔群的分类. 

习题 

H 6.1 «断对错并给出理由. 

(»若0是有限阿贝 尔祥 ， W Aut ( G > 是阿贝尔鮮. 

< ii ) 若… © C ：， 其中 C _ •和 C ,'* 循环 />- 准素对某索败/>, Mm = n 且霣新编号 
后， C ； * 对所有 I ’. 

Ciii > 若 G 为一个阶无平方因子的阿贝 尔鮮， G - C ,® … © C ■且 G = C ；®".® C ：, 其中 C , 和 C ; 是循环 p - 
准索群，对某素败> ”且 重新编 号后， C ,= C ., 对所有 i . 

( iv > 若 G 和 H 为同阶的阿贝尔屏， pG =<0> 且/則 GSH . 

( v > 四元群 V 是 F : 上的一个向麗空间. 
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( vi ) Z 的每一个子群都是纯的. 

( vii ) Q 的每一个子群都是纯的. 

< viii )8 阶非同构的阿贝尔群有5种. 

( ix ) 若 /*, g 是不同的家数，則 I ,-*!*的同态有/>个. 

( x > 每 一个， 阶的阿贝尔群可以由5个或更少的元索生成，其中 p 是一个家数. 

6.2 试证一个准索循环群 G 是不珂分的，即，不存在非零的子群 S 和 T 使得 G = S © 丁. 

6.3 设是阿贝尔群 • 

( i > 若 S 是 ( J 的纯子群，则 S 是 H 的缱 子群. 

( ii ) 试证纯性是传递的：若 S 是 H 的纯子鮮， H 是 G 的纯子群，蝌若 S 是 G 的純子群. 

6.4 ( i > 举一个阿贝尔群（；=$©丁的例子，使得它有子 H A 且漪足 A ^( SrM >©(7 TIA ). 

( ii >« 设 G 是一个阿贝尔鮮， G - S 0 T . 若 H 是 G 的一个子群且满足 SGHGG , 试 iff f /= S®(TTl H ). (4§7) 

•6.5 是一个（加法）阿贝 尔群， X 是 G 的-个非空子集，试证，由； C 生成的子群 < X > 是所有系败在 Z 

中的 X 中的元索的线性组合构成的集 

<X> ■ { 2 W * X < * ^ € X.m, 6 Z }. 

试将此:^朗与命 B 2. 79作比较. 

( ii ) 若 s 和 r 是 g 的子群 • 试 UEs + r -^ sriT ). 

6.6 ( i > 若 G 和 H 是有限阿贝尔群，试证对所有家败 p 和所有 n >0 有 

U,(n ， C)+U p (n, H), 

H ( ii > 若 A , B 和 C 为有限阿贝尔鮮，试 it A © B ^ A ® C 可推出 BSC . 

11(出>若八和 B 为有限阿贝尔鮮，试 tt A ® A 名 B 0 B 可榷出為名 B . 

6.7 若 n 为一个正整数，”的 -个划 分指的 ft —列正整数 ；，<“<•••<• •，且满足 “+“ +…+丨’,*-”. 若/>为 
一个索数.试证阶为，的阿贝尔赛在网构意义下的个败等于 n 的划分的个数. 

H 6.8 在同 构意义下阶为288的阿贝尔胖的个败有多少？ 

6.9 通过将有限阿贝尔群蘗本定理应用于 0 ^ 1 来证明算术基本定理. 

H 6.10 若 G 为一个有隈阿贝尔群，定义 

w ( G ) 中阶为4的元索的个数. 

试证两个有限阿贝尔群 G 和 G ' ft 同构的当且仅当对所有整数 A 有 — （此结沦对于非阿贝 

尔群是不成立的：参见命 ®6.29>. 

6.11 视 Q 为一个加法阿贝尔群. 

( i ) 试证 Q 的每一个有限生成子群是循环的. 

( ii > 试证 Q 不是有限生成的. 

( iii ) 试证 Q 铎 A ㊉ B , 其中 A , B 是非零子群. 

•6.12 110>设5是 />- 准索阿贝尔群 G 的一个子屏， dG — G / S 是自然映射 贫 h^g + S . 试证 S 是 G 的纯子 

群当且仅当每一个 g + S€G/S 有原象 〆 (即 《 (〆> 这典 +S> 旦和，的阶相等. 

( ii > 试证 ；>- 准索阿贝尔群 G 的一个子是 G 的鲔子 群当且仅当它是一个直和项（对无限阿贝尔群， 

此结论不成立 . > 

H 6.13 设 F 和 〆 是自由阿贝尔湃.若 F 是 n 个无限循环群的直和，广是饥个无限播环群的直和，试证 F •名沪 
当且仅当 m-m 

6. 14 ( i > 若〉©*©<■!•■〉是自由阿贝尔群，试2每一个 F 有唯一的表 示式: 十…+吼^••其 
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若不是无限的阿贝尔群，期坷飽不是一个子第 2.3 节中有 一个矩 阵群的例.它钽含了两个有限阶的元索，但 
是这两个元的乘积是无限阶的. 

此术语来自代数拓扑.对每个空间 X ,附加上一序列的阿贝尔摒.称为同 PI 群.艺 X 是“扭曲的”，則这些群中某 
些群含有有限阶的元索. 


中 m .€ Z ， 对所有的:.称 x ,, x ■为 f * 的一个基. 

( ii > 设； C = x ,, •••, 心为 F 的一个基.试证，若 A 是任意一个阿贝尔群， a , ，…，仏是 A 中任意一个 
[488] 元 索表. 阑存在唯一的同态/: F — A 使得 /( xO ^ a ., 对所有的 i . 

6.15 设/>是一个索数.试证，若 G 是一个有限 />- 准素阿贝尔群，則 G 的每一个子群是纯子群当且仅 
当 

*6.16 令 G 为一个阿贝尔群，不必是准 索的.称子湃 SCG 为 一个麴 子霽，若对所有 m€Z 有 SflmG=mS. 
证明，若 G 为一个/> 准 家阿贝尔群，其中/>是一个索数，則子群 SGG 是刚才所定义的纯子群当且仅 
当 Snp m G = p m S , 对所有 n>0( 这就是正文中的炖子群的定义>. 

6.17 设 p 是一个索败， G 是一个有限 ；>- 准索阿贝尔群. 

( i ) 试证 〆 ;是 C ； 的所有极大子群的交. 

( ii ) (難拉 薷尼〉 试证每一个是非生成元： « G *< X , 即 G 由； OMg > 生成，对某子集 XGG , 

则 G-<；C •豸〉 . 

伯*赛德〉 试证是 G 的一个最小生成集 X 中的元索个数 • 即 X 生成 G , 没有； C 的真了•集生 

成 G. 

•6.18 设 G 为有可詭是无限的阿贝尔屏 e 定义 G 的携子隳勺 G 为 

iG - {«€0?**1的阶为有限的>. 

( D 试证沁为 G 的一个纯子»(存在挽子群 fG 不是直和项的阿贝尔群 G , 因此纯子 祥不一 定是一个宜和 

项). 

( ii > 试证 G / iG 是一个每个非零元都是无限阶元的阿贝尔群. 

6.19 设 S 1 为圆供，即所有棋为丨的复数构成的加法鮮.试证挠子群夕是一个无限群，且它的毎一个 
有限子群是循环的. 

6.2 西罗定理 

我们现在回到非阿贝尔群，故将运算符号用回原来的乘法记号.有限非阿贝尔群的西罗 
( L . Sylow ) 定理类似于有限阿贝尔群的准索分解定理. 

回忆到，一个群 G 叫做单的若 G ? M 1> 且除彳 1} 及 G 本身外无其他正规子群.在命題 2. 78 
中，我们看到阿贝尔单群就是素数阿贝尔群 I P . 在定理 2. 83中我们看到对所有 r »>5, 是一 
个非阿贝尔单群.事实上， A s 是最小阶的非阿贝尔 单群. 人们怎样证明阶小于60= | A s 丨的群 
不是单的呢？习题 2. 105讲道，若 G 是一个阶为 | G | 的群，其中/»是素数， 

14891则 G 不是 单群. 这个习题证明了许多小于60的数不是单群所具有的阶数.去除所有为素数方 
幂的数后（由习题 2. 118, />- 群肯定不是非阿贝尔单 群〉， 剩下有可能为单群的阶的数是 
12, 18， 24， 30, 36, 40， 45， 48， 50， 54， 56. 

这个习题的解答要用到柯西定理.柯西定理指出， G 有一个 p 阶的子群.我们将看到， 若 G 有 
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—个阶是〆而不是 P 的子群，其中，是整除丨 G| 的的最高次幂，則习题 2. 105可被推广， 

上面候选的数的清单将减短为30, 40和 56. 

第一本群论的专著是约当 （C> Jordan) 著的《 Trait6s des substitutions el des Equations 
Algebriques», 出版于 1870 年（其中超过一半的内容是伽罗瓦理论.当时称为方程的理论）.在 
几乎同时，群论的=个基本定理被发现了，但这些结果要发表于约当的书上的话就太迟了.在 
1868年，师林 (E.Schering> 证明了基 定理： 每一个有限阿贝尔群都是循环群的直和，且每一个 
循环群都是索数方幂阶的.在1870年，克罗内克在不知道师林的证明的情况下，也证明了这 
个 结论. 在1878年，弗罗贝尼乌斯 (G.Frobenius) 和施蒂克贝格 （L.Stickelb er g er > 证明了有限 
阿贝尔群的基本定理.在1872年，西罗证明了，对每个有限群 G 及任一个索数 p, 若，是能 
整除丨 G| 的最大的 p 的方幕，则 G 有，阶的子鮮. 

回忆到， P- 群指的是它的每一个元索的阶都是/>的方幂的有限群 G. 等价地， G 的阶为 
P *. 对某 A 多 0. (当整个地在阿贝尔群范围中讨论时，同我们在上节中的做法一样.人们称 G 
为准索群 .） 

定义设户为一个索教，有 W ■蛘 G 的西罗 p - 子屏栺的是 G 的最大的 />- 子觯 P . 

最大的意思是：若 Q 是 G 的一个 p - 子群且则尸=(3.西罗 />- 子群总是存在的.亊 
实上，我们来证明，若 S 为 G 的任一个 p - 子群(也许则存在一个包含 S 的西罗/ •子 
群 P. 若不存在严格包 frs 的 />- 子群，則 S 本身就是一个西罗广子群，否則存在一个 p- 子群 
P ,. 满足 S<iV 若 P, 为极大的，則它就是一个西罗 P- 子群，得证.否则存在某 />- 子群 P: 

使得/^〈朽，因此 IP, 1<丨朽丨.这种产生更大更大的 P- 子群的程序一定在有限步后结 
束，因为 IGi 是有限的.因此这个最大的 P,- •定是一个西罗/ »- 子群. 

例 6. 16设 G 是一阶为丨 G| 的有限群，其中 p 是一个索数且我们证明， 

若存在一个阶为〆的子群 P, 则 P 是 G 的一个 西罗/ >- 子群. 若 Q 是一个广子群，且有 P<Q^G, 

则 I PI =〆 丨 IQI •似是若 ; QI =〆 .则/ >* 丨 〆》» 且即 I QI 1，且(3 = />. ◄ 國 

定义设 H 为群 G 的一个子觯，《 H 的一个共轭为 G 的具有下面形式的子鮮 
[ghg ' ' heH }, 对某 g 6 G . 

共轭子群都是同 构的： 若》<0,則■是 W — G 的单射，其象为、反之 
不 成立： 四元群V包含几个阶为2的子群，当然，它们是同构的.但它们不可能是共轭的因为 
V是阿贝 尔群. 另一方面，在 S, 中，所有2阶子群都是共轭 的的. 例如， <(1 3>>=g<(l 1 

其中 g=<2 3>. 

下面来用群作用的思想，而 a 复习一下我们在第二聿中讨论的轨道和稳定子的概念. 

定义设乂是_个集合， G 是一个鮮，称 G 作用在 X 上，若对每一个存在函數 
a , » X-*X 使得 

(i) 对 g ， A € G » a, ° a« = o »» i 

(«)«,= lx . 性等函數. 

定义若 G 作用在 X 上且 x € X , •的轨道，记为 O ( jt ), 指的是 X 的子集 
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ou ) = u , u> « g e g } c x , 

■ r 的稳定子，记为 G ,, 指的是 

G , = {g 6 C • a *( x ) = ar > < G . 

一个群 G 共轭地作用于它的所有子群构成的集合 X = S « ib ( G ) 上 ： 若 g€G ， 则 g 的作用 
是 ： ' 其中 H < G . 子群 H 的轨道由它的所有共轭组成. H 的稳定化子是 
< ir € G ： 这个子群有一个称呼. 

定义设 H 为群 G 的一个子群，則 H 在 G 的正规化子指的是子群 
N 0 (H) = {g€ G> gHg 1 = H). 

读者可以证明 H < N 0 ( H ), 因此商群有定义. 

命题 6. 17设 H 是有限群 C ； 的一个子群，《 H 在 G 中的共 fe 的个數是 [Gi N U < H >]. 
_ 证明这是定理 2. 143的特殊 悄形： 轨道的长是稳定化子的指数. ■ 

引理 6.18 设/>是有限蜱 G 的一个西罗 p - 子群 • 

( i ) P 的每个共轭也是 G 的一个西罗 p - 子鳞. 

( ii ) />t I N a iP)/P I . 

( iii ) 若茗 € G 的阶为 p 的某方幂且 g Pgd = f >，« < f € P . 

证明 （ i ) 若 脚 fiPg ^ 是 G 的一个 p - 子群. 若它不是一个极大的 /»- 子群，则存在 
/>- 子群 Q 使得 gPgMCQ . 因此与 P 的极大性矛盾 • 

(!1>若/>整除 I N C ( P)/P I . 则柯西定理表明 N C < P >/ P 包含了一个/>阶元 gP , 因此 
N „( P >/ f •包含了一个 p 阶的（循环）子群 S ’=< ff P >. 由对应定理（定理 2. 123>,存在满足尸< 
S < N U ( P > 的子群 S 使得 S / PSS _ .这样 S 是 N g ( P )^ G 的一个严格包含 P 的於-子群（由习 
题 2. 99可得），这与 P 的极大性相矛盾.因此/>不整除 I N U ( P)/P | . 

( iii ) 由正规化子的定义，元索 g 在 / V C ( P ) 中. 若任 P , 则陪集 <;尸是/^(/>>//>的一个非 
平凡元索且阶为/>的某方幂，结合 < ii >, 就知道这与拉格朗日定理矛盾. ■ 

W 为西罗 P - 子群的共轭还是西罗 />- 子群，因此让 G 以共轭的方式作用于西罗 />- 子群的集 
合上是合理的. 

定理 6.19( 西罗）设 （； 为一个 Ifr 为 〆 171的有限群，其中 p 是一个素數且设 P 是 G 
的一个否歹 A 子群. 

( i > 每一个西罗 p - 子群都与尸共轭, 

( ii > 若存在 r 个西罗 P - 子科， 则 r 为 I G | /〆 的一个因数， Kr=l mod p . 

证明设 X =< P ,, …， PJ 为 P 的所有共轭构成的集合，其中记 P 为 P ,. 若 Q 为 G 的任 
—个西罗 P - 子群，则 Q 共轭作用于 X 上： 若则 

a.iPi) = a.(.g.PgT' ) = aig.Pg；' )a 1 = iag,)P(.ag,Y 1 6 X. 

由推论 2. 144, 任何轨道中元索的个数都是丨 Q 丨的一个因数，也就是说，每一个轨道的长都 
是/>的某方幕（因为 Q 是一个/•-群）.若存在长为1的轨道.则存在某^满足 aP,u 1=^,对 
所有 a € Q . 由引理 6. 18,对所有 《€ Q ， 有 aeP ., 也就是， Q < P ,. 但作为一个西罗 />- 子 
群， Q 是 G 的一个极大的 p - 子群，所以 Q = fV 当 Q = P , 时用此论断，我们看到除了那个仅 
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包含 P , 的轨道的长为1外.其余轨道的长都是/>的正方幂，所以我们得出结论 i X 丨 = r = 

1 mod p . |492 l 

假设存在某西罗穴子群 Q . 它不是 P 的一个共轭，因此对任意《有0关 P ,. 我们再让 Q 作 
用于 X 上.若存在长为1的轨道，例如 { P ,>, M 同理可 得<3=6,与假设 Q 任 X 相违. 因此 
不存在长为1的轨道，这鱿是说每一个轨道的长都是/•的正方幂.从而丨 X I = r 就是/•的倍 
数 ， BP r^O mod p , 这与同余式 rsl mod p 相违.因此这样的 Q 不存在.所以所有的西罗/ >- 
子群都共轭于 P . 最后因为所有的西罗 /»- 子群都是共轭的，我们有 r =[ G : N C ( P >]. 因此 r 
是丨 G 丨 = p ' m 的一个因子.但是因为 r«l mod p , 所以 （ r ，^) = 1, 从而 r |推出 r | m ， 

即/ • |丨 G I / 〆 • _ 

推论 6. 20 有限群 G 有嗔一的一个西罗 p - 子群当且仅当它有一个正规的西罗 p - 子群. 

证明假设 G 的西罗 />- 子群 P 是唯一的.由于对毎个 aGG , 共轭 aPa — 1 也是一个西罗 /»• 

子群，由唯一性 ， aPa '= P , 所以 P <1 G . 

反之，假设 P 是 G 的正规的西罗 p - 子群. 若 Q 是 C ； 的任一个西罗 p - 子群，则对某 a 6 G , 

Q=aPa '. 但由 P 的正规性 . aPa *= P , 所以 Q = P . ■ 

下面这个结果给出了西罗-子群的阶. 

定理 6.21{ 西罗 1若 G 是一个阶为 〆 的有限群.其中/>是一个景數且 /> tw , 則 G 的每 
一个西 T /»- 子群的阶为 〆 . 

证明我们首先证明 /» KG « P ]. 注意 

[ G « P ] - [C * N « CP )] CN c ( P ) « P ]. 

上面第一个因子 [ G « ~ 0 (戶>]=厂是/>在 G 中共轭的个数.我们已经知道/•=】 mod /*, 因此 
不整除 「G | 队（尸>].第二个因子是 [>/ G < P > ■ P ]*= 丨 N C ( P >/ P 丨，由引理 6.18( ii ), 它也是 
不被/>整除.因此由欧几里得 引理. P 不整除 [ GiP ]. 

对某丨/»丨= 〆 ，所以 

[G « P ] = I G | / | P | = p ' m / p k = p rk m . 

因为/>不整除 [G | P ], 我们一定有 k = e , 也躭是丨 P 丨= 〆 . ■ 

例 6.22 ( i ) 若 G 是一个有限阿贝尔群，则 G 的西罗/> 子 群就是 G 的 p - 准索分支.因为 G 
是阿贝尔群，每个子群都是正规的，所以对每一个索数存在唯一一个西罗子群. _ 

( ii ) 设 G = S ,, 则丨 S , 丨 =24 = 2* *3. 因此 S , 的西罗2-子群的阶为 8. 我们在习埋 2.96 
中已经看到， S , 包含了一个同构于 D , 的子群，而 D , 是由于一个正方形的所有对称构成.西 
罗定理说所有8阶子群都是共轭的，因此所有8阶子群都同构于 D ,. 进一步，西罗2-子群的 
个数》•是24的一个因子，在模2下同余于1,即 r 为24的奇因数.因为 r 弇 1( 见习题6.21>， 

因此艮恰好有3个西罗2-子群. ◄ 

这里有上一个西罗定理的第二种证明，由维兰特 ( WieUndt ) 给出. 

定理 6. 23( = 定理 6. 21} 若 G 是一个阶为 〆 nt 的有限群，其中/ •是一 个素教且則 
G 有， 价的子群. 

证明设 X 为 G 中元索个数恰为，的子集的集合，则丨 XI = 由习題 1.72 知， 
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/>t I X I . 注意 G 作用于 X 上： Mg € G , B 6 X , 规定 = 其中 g B ={ g 6 : 6 eB >. 
对每个 若/ ■整除 I O ( B ) I , 则/•为 I X I 的因子，因为由命题 2. 142, X 是轨道的无 
交并. 因为 pf 丨 X | ，所以存在子集 B 满足 | B | = 〆 且/»不整除 I CKB ) I •设 G b 为此子 
群 B 的稳定化子，那么由定理 2.143, [G | G a ]= | C ?( B > | ,所以 | G | = | G B | • 

I O ( B ) I . 因为 〆 I I G I , 而 pf I CKB ) I . 反复应用欧几里得引理即能给出 〆 I I G B I . 
因此 〆 < I G fl I . 

下面证明逆不 等式. 选择元索定义一个函数 r : G B — B 为 g 注意 r ( g > = 

gbegB = B , 因为 g 在 B 的稳定化子 G a 中. 若 g , heGaRh ^ g . 则 r ( A 〉= A 6 关 g 6= r ( d , 
所以 r 是一个单射.因此丨 G B 丨 < 丨 B 丨= 〆 ，从而 G a 就是 G 的一个阶为 〆 的子群. ■ 

若/>是一个不整除有限群 G 的阶的素数，则 G 的西罗 />- 子群的阶为 〆 =1. 因此当我们 
说 G 的西罗 p - 子群时，我们通常避免平凡的情形并假设/>是丨 GI 的一个因子. 

我们现在可以来推广习题 2. 134和它的解答. 

引理 6.24 不存在阶为 〆 m 的非阿贝尔单群 G , 其中 p 是一个素数，且 〆 

证明假设这样的单群 G 存在.由西罗定理， G 包含阶为 〆 的子群 P , 其在 G 中的指数 
为 /». 由定理 2. 67,存在 G 在 P 的陪集上的表示，即存在同态 P » G - S « ■满足 k er 9 >< R 然 
而，因为 G 是单的，所以它无真正规子群.因此 ker f ={ U , 即史 为一个单射，即有 GG # G > 
_ < S „. 由拉格朗日定理. p'm I m !. 所以 〆 与假设 矛盾. ■ 

引理 6.2 S 不存在阶小于60的非尔单群. 

证明若 p 是一个索数.习埋 2.118 说每个满足 | G | >/»的 p - 群是非单的. 

读者检验可发现，在2与59之间且不为索败方幂又没有如前面引理所叙述的分解 n = p’m 
的整数 n 只有30, 40及 56. 由前面的引理，只有这三个数才有可能成为阶<60的非阿贝尔单 
群的阶. 

假设有一个阶为30的单群 G . 设 P 为 G 的一个西罗5子群，故丨 P | =5. P 的共轭的个 
败 r s 为30/5 = 6的因子且 mod 5. 又 r s ^ l , 否则 P <] G . 故 r s =6. 由拉格朗日定理，这 
些子群中的任两个的交是平凡的（西罗子群的交可以很复杂，见习 H 6.22). 这些群中每一个 
都含有4个非单位元的元素，因此它们的并共有 6 X 4 = 24 个非单位元的元索.类似地， G 的 
西罗3-子群的个数 r , 是 10( 因为 r , 是30/3的因子且 n = l mod 3), 每一个这样的群 
含有2个非单位元的元索，因此这些子群的并共含有20个非单位元的元素.这两大类元索的 
个数已经超过了 G 中元索的个数，所以 G 不是单群. 

假设 G 是阶为40的群， P 是 G 西罗5-子群.若 n 为 P 的共辘的个数， 则 ； * s | 40/5且 
r 6 = l mod 5. 这些条件导致 r s = l , 故 P <] G . 因此不存在阶为40的单群 • 

最后假设存在阶为56的单群 G . 若 P 为 G 的一个西罗7-子群，则 P —定有; ' = 8 个共轭 
(因为 r T 丨56/7且》=1 mod 7). 因为这些群都是索数阶循环群，它们中任两个的交为 Uh 
因此它们的并中共有48个非单位元的 元索. 因此加上单位元，我们已经算了 G 的49个元索. 
又一个西罗2-子群 Q 的阶为8,因此它又贡献了有另外7个非单位元的元索，这样我们已有了 
56个元索.但是除 # Q < G , 否 W 还有另一个西罗2-子群，这样元索个数就超过了限额.因此 
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不存在阶为56的单群. ■ 

拉格朗日定理的“逆定理”是不成立的：设 G 是一个阶为; I 的有限群，若^丨；!，则 G 可能 
没有 d 阶的子群.例如，在命题 2.99 中，我们 * 明了 A , 是一个12阶的群，但它没有6阶 
子群. 

命题 6.26 令 G 为一个有 限群. 若 p 是一个索 数且 〆 整除 | G | , « G 含有 降为 p * 的子群 • 
证明设丨 G 丨= 〆 》>,其中/典 IG 的西罗 #>- 子群的阶 为 〆 . 因此若 〆 整除 | G |, 
则 〆 整除 IPI . 由命題 2. 152, P 含有阶为 〆 的子群，从而 G 更有理由含有阶为 〆 的 
子群. _ 

我们见过多少种/>群？当然，阶为 〆 的循环群是 /»- 群.这样的循环子群的直积也是/«_ 
群.由有限阿贝尔 P - 群的基定理，它描连了所有有限阿贝尔群.到目前为止，我们所见过的 
非阿贝尔群只有二面体群 D ,, (当为2的方幕时.它是一个2群>及阶为8的四元数群 Q (当 
然，对每有个2群 A , 直积 D , XA 及 QXA 也是非阿贝尔2-群）和例 2. 150中的由所有 F , 上 
1 a b ' 

具有形式0 1 r 的上三角 3 X 3 矩阵构成的群 UT (3, p ). UT (3, p ) 明显的推广给出一族 
.0 0 1 . 

有趣的非阿贝尔/>-群. 

定义设 A 为一个城， A 上的一个 nXn 的单位三角《眸捎的是主对角线上元素均为1的 
上三角矩阵.用 UT ( n , 表示* 上所有”父”的单位三角矩阵构成的集合. 

命 H 6.27 对每个城1 UT (», 4) 是 GL ( n , 幻的一 个子蜱 • 

证明若 AeUT ( n , 则 A = 7+ N , 其中 N 为严格上三角的，即/ V 为主对角线上元 
素全为0的上三角矩阵.注意严格上二角矩阵的和与积还是严格上三角矩阵 • 

令 A ，…， 〜为★•的标准基.设 N 为严格上三 角的. 定义 •为： T ( tl ) = N ei , 
其中*.被视为一个列矩阵.对所有；， T 满足下 方程： 

T (« i ) = 0且 T (« i + i > € <«i 

易见，对 i 用归纳法可得:对所有从而 T -=0, 这样 N "=0. 因此得出，若 
A € UTCn , k ), »I A -/+ N , 其中 N - = 0. 

我们现在能够证明 UT < n ， 幻是 GL («, / k ) 的一个子群.首先，若 A 是单位三角的，则它 
是非退化的.类似于幕级数展开 1/<1+ jt ) = 1 — x +? — x * + …，我们来看 B = J _ N +/ V «_ 
N a + …是不是 A = J + N 的逆矩阵（注意矩阵幂级数终止于第 n — 1项，因为 N "=0), 读者可 
以检验下式成立 ： BA = I . 因此 A 为非退 化的. 进一步，因为 N 是严格上三角的，所以 
— N + N *— N > + …也是严格上三角的，从而 A 1 是单位三角的.最后， ( f + N )(/+ M ) = /+ 
( N + M + NAf > 是单位三角矩阵，所以 UT < i », A ) 是 GL ( n , >>的一个子群. ■ 

命题 6. 28设 9 = 〆 ，其中/>是一个紊教， 則 对每个 》 i >2, UTU ， F ,) 是一个 />- 群，阶 

为矿 

证明在一个 《 Xn 的单位三角矩阵中，严格位于主对角线之上的元索共有— 》») = 
nO « — 1)/2 个.因为这些元索可以为 F , 中的任一个元素，因此 F , 上的” Xn 的单位三角矩阵恰 
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_ 好有 〆 个，这就是 UT ( n ， F ,) 的阶. ■ 

在习题 2. 123中，我们证明了 UT (3, F ,)^ D ,. 

回忆一下习 @2. 44:若 G 为一个群且对所有有 jr l = l , 则 G 为阿贝尔群.现 在问： 
若 G 满足对所有 jreG , ^=1,其中 p 是一个索数， G 是否一定是阿贝尔群？ 

命题 6 .29设 G 为一个奇素教，則存在 降为 〆 的非阿贝尔群 G , 它满足对所有 jtCG ， 
^ = 1. 

证明设 G = UT (3, F ,), 則 | G | = 〆 •若 A € G , 则 A = H * N , 其中/^=0,因此 N »=0 
因为/ >>3. 因为 7 N = iV =/ Vf , 二项式定理给出 A » = ( J + A /)，= P + W » = I . _ 

在习题 6. 10中，我们定义* >,( G > 为 G 中阶为★的元索的个败.我们证明了若 G 和 H 为一 
个阿贝尔群且对所有整数 A , i ；,( G ) = ^( H ), 则 G 和 H 是同构的.在一般情形下，此结论是 
不成立的，因为若/>是-•个奇索数，则 UT (3, F ,> 和都包含单位元和 〆 一 1个 
阶元. 

定理 6.30 令 F , 表示其有 g 个元素的有限城，《 

I GUn . F ,) |=(矿一 1)(矿一9>(9*_9 1 >...(矿一 
证明令 V 是 F , 上的一个"维向量 空间. 我们首先证明存在一个双射 ® | GL ( n , F ,) — 
B < 其中 B 是 V 的所有基构成的 集合. 在 V 的所有基中任取一个：若 TeGL ( n , 
F ,)， 则定义® ( T ) = 7 V ,, …， T «_. 因为 T 是非退化的，由引理 4.77, T 将一个基映为一个 
基，所以 < I » rn € B . 因为对给定的一个基巧，…， k _, (由引理 4. 77) 存在唯一的非退化的线 
性变换 S , (由定理 4. 62>使得对所有《有&, = »；,，所以<!>是一个双射 • 

因此我们的问埋归纳为计算 V 的基 Wl , …，》■的数 M . V 中有 g ■个向霣，故意 t ;, 有矿一 
1个选择(不能选零向 置）. 取定％后，我们看到％不能选^张成的子空间<切>中的元索，故 
巧有<? •一 <?种 选择. 更一般地，取定一个线性无量的向董链…， 后 ，!»,>,可为任何 
< v t , •••, v ,_> 之外的向量，因此 v , + l 有矿一 9 •种 选择. 对 I •用归纳法即得出结论. ■ 

推理 6.31 I GL ( n , F ,) | sfmW — lM ?- 1 — 1> … 1>. 

证明 公式 

I GLC«,F,) I = (,<f — 1)(^" — q)(.if — — ^*- 1 ) 

ma 中 <? 的方幂为 且 1+2+…+(«—1>= 音《 (»— d. ■ 

定理 6.32 若/>是一个素数且 9 = p _, 則单位三角群 UTU , F ,) 是 GL < n , F ,) 的一个西 
罗 />- 子群. 

证明因为由推论 6.31 知 ， I UT (”， F ,) | 

所以整除丨 GL (», F ,> 丨的 p 的最高次幂是而丨 UT ( n , F ,) | 所以 UT 

( n , F ,)— 定是一个西罗 p - 子群. ■ 

推理 6.33 设 p 是一个素教，則每一个有限 p - 群 G 均同构于某单位三角群 UT ( m , F ,> 
的一个子縟，其中》»=丨 G | . 

证明我们首先证明，对每一个对称群 S •都可以嵌人 GL ( w , *) 中，其中 A 为一个 
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域.令 V 是 A 上一个 m 维向量空间 ，切•…， k 为 V 的一 组基. 定义一个函数 GUV ) 

为 ：< xi ^ T ,， 其中对所有 i 有丁，《 v , 易见沪是一个单同态. 

由凯莱定理， G 可嵌人 S c 中，因此 G 可嵌入 GU / w , 中，其中 m = IG 1. 因为每一 
个 />- 子群包含于某个西罗 />- 群内，所以 G 包含于 GUm , F ,> 的某个西罗 /»• 子群 P 内. 因为所 
有西罗 /»- 子群是共轭的，所以存在 flGGUiw , F ,) 使得 P = fl ( UT ( m , 因此 

G^aGa^ 1 < UT ( m , F ,). ■ 

—个自然的问题是：求出对称群的所有西罗子群.这个问題珥以解决，其解答是用叫做圈 
积的构造来表示的. 

在二十世纪底，经过令人惊奇的集体的努力，所有有限单群被分类了.我们引用高纶斯坦 
( D . Gorenstein ), 利宏斯 （ R . Lyons ) 、 索罗门 （ R . Solomon ) 所著的《有限单群的分类》中下面这 
段话. 

有限单群分类的存在性证明散落在有关杂志的10000到15000買中，分布于超过 
100名数学家的大约500篇社立的文幸中，这在文幸大多教写于20世纪50年代与 
80年代初期.直到20世纪70年代攻克完全分类 问题的 全局策略才被提出.男外， 

在整个时期新的单群不断被发現，……，所以用精磯的方式来表述整个定理是不可能 
的……这种情况一直持蜻到20世纪80年代初期.……考虑到有限单群定理的意义， 

我们相信，事情的现在这个状态迫使人们去寻找一个更«单的，更加紧凑的和更可及 

的，且具有更加清楚的基础的 证明. . 我们给出的论段 . 大约有3000至4000 *. 

现在有一个有限单群的表，它们中的每一个许多*要性质人们已经知道了.许多关于任意 
有限群的问埋可以化归为单群的问睡.因此，运用分类定理 • 只要一个一个地检査，看看表中 [4951 
每一单群是否满足所希望的结果即可. 

群论的另一个重要的部分是表示论-一群至非退化的矩阵群的同态的系统的研究.此理论 
的第一个应用是伯恩赛德的一个 定理： 阶为的群一定是可解的，其中 P 和9是索数. 

习题 

H 6.20 判断对错并给出理由. 

( i > 若 G 是一个有限群 • p 是一个 索败. 則 G 只有一个西罗/>•子群 • 

( ii ) 若 Gft —个有限阿贝尔群， p 是一个索数， WG 只有一个丙罗 p - 子群. 

( iii > 若 G 是一个有限群，/»是一个 索数. 则 G 至少有一个西罗 p - 子群. 

< iv > 若 G 作用于一个集 X 上， 若： r , 扃于同一个轶道，則和是 G 的共轭子群. 

(7)若《<。，则 7 V C < HXG . 

( vi > 若 M H < IN rr CH ). 

( vii > 群 G 的一个西罗 /»- 子屏包含了 G 的所有其他 p - 子鮮. 

( viii ) 若 G 和 H 是同阶的有限群，則对每一个索数/»,它们的西罗 p - 子群都是同阶的. 

< ix ) 存在一个400阶的群 G , 它恰好有8个西罗 5 -T 群. 

( x > SF 7 上的每一个 10 X 10 的单位上三角矩阵存在 F t 上的一个 10 X 10 的单位上 H 角矩阵 A 使得 
AB^BA. 

证明氏的西罗2-子群个数多于 1. 


• 6.21 
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•H 6. 22试给出一个有3个西罗/»•子群(对某素败 / OP , Q 和 K 的有限群 G , 并且 PDR ^ U ). 
6.23 试证每一个有限/> 群 都是可解的. 

•H 6. 24 (弗 拉菊尼论断) 令 K 是有限群 G 的一个正规子群.若 P 是 JC 的一个西罗子群，对某素数/»,试证 

G = KN C ( P ), 

其中 / CN 0 ( P ) = U 6: a € fC , 6€ N C < P )}. 

H 6.25 若 F 是具有四个元索的域，试证随机群 2(2, F > 兰人. 

H 6. 26试证&的西罗2-子群间构于 D f Xl a . 

H 6. 27令 R 是有限群 G 的一个正规 /»- 子群，试证对 G 的每个西罗 /»- 子群 P 均有 


_ H 6.28 对有限群 G 的每个索数因子，取定一个西罗 /»- 子群 Q ,. ai £ G =( Uq ,). 


6. 29 H ( i ) 设 Gft —个有限群， P 是 G 的一个西罗 />- 子群.若 H <1 G ， 试证 Hi >/ H 是 G / ff 的一个西罗 p - 子 
群且尸是 H 的一个西罗夕•子屏 • 

H ( ii ) 设 P 是有限群 G 的一个西罗/>•子鮮， H 是 G 的一个子 «• 试举例 G 与 H 使得不是 H 的 
一个西罗，子群. 

6. 30试证 A s 的一个西罗2•子群恰好有5个共轆. 

H 6.31 试证不存在阶为 300, 312, 616 成 1000 的单群. 

H 6.32 试证若有限群 G 的毎一个西罗子群 部是正 规的，則 G 是它的西罗子群的直积. 

6. 33对任一个鮮 G , 试证若 H < JG , « Z ( H )<| G . 

H 6.34 若 p 是一个索败，试证每一个2/>阶的群或者是循环的成#网构于 

6.35 若 0« ； 1 ， 定义二項式系斂^^为 (F,> •中线性 X 关的 r- 表的个敫. 


H ( i > 试证 


(这些系数在超儿何系列的研究中出现 .） 


H < ii > 试证在 
< iii > 试证 


( F ,> •中存在 L 二 J 个 r -维 子空 


间. 




(矿一 _ 

IH ^ T 1 — 1>…(分一 1)( 矿-产 1 )( 矿- r 一 D — Cq - D* 


( iv 〉 试证 T 类似于引理 1. 17的 结论： 


[: 

(V) 试证下类似 于习* 1. 34 的结论， 

[ ： i=^ [:: a- 

6. 36 求 Z(UT(3, F,>) 和 Z(UT(4, F,>>. 

6. 37 (i) 试证 UT(n, F,) 有正规系列 


UT(n,F f ) =(^>0, = ⑴ 
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其中 G<SUT(i, F,>. G, 由所有主对角线上方的 i 个斜对角线上的元索均为零的单位三角矩阵 


坦成.例如， G, 由所有具有形式 


•的 矩阵坦成，而由所有具有形式 


LX) 0 0 


的矩阵组成. 


<ii> 试证商群 G,-,/G, 是交换的，对所有的 .>1. 

H (i) 试 ffi | GL(n, F„) I -< 9 -l) I SL(«, F.) | . 
H (ii> 试 tt I SU2, F.) 1 -120. 

H(iii) 求 SU2, F,> 的一个西罗 2 - 子群 . 


装饰的对称 


在 2.3 节中，我们称平面的等距同构为保持距 离不变 的函数 pi R 2 —R 1 . 在命题 2. 61中， 
我们说平面的所有等距同构构成的集合 Isom<R 2 ) 关于合成是一 个群. 对平面的任一个子集 fl， 
它的对称群定义为 

S(n)=<9>^ ,som(R!) * 

例如，我们在定理 2.65 中看到，二面体群 D: .同构于一个正/!-边形 n 的对称群.在本节中， 
我们将研究特定的设计(称之为“楣”)的对称群.我们的讨论是仿照伯恩 （Burn) 的《群：通向几 
何之路》 (Groups: A Path to Geometry) 中的内容进行的. 

在例 2.57 中，我们定义了三种等距 同构： 旋转、反射和平移（存在第四种，见定理 
6. 42). 通过 (a, b )>~* « + i6, 将平面硭与复败 C 等同起来.因此，每个点 （x, 0>与实数 or 等 
同（特别地，原点与0等间），^轴与 R 等同.用记号/而不是正常的记咢 e 2 * 1 •表示在单位圆上 
的数. R 2 与 C 的等同使得我们可以给出等距同构的简单的代数公式.请将下列与例 2.57 中的 
几何描述作比较. 

例 6. 34 (i> 关于原点转 (9 角度的鐮转是将极坐标为 （r, «>的点变成极坐标为 （r, 0+ o ) 的 
点的函数私，此等距同构可写成因为若•，则 
J?,(z) *= e l# z - e'Ve 1 * *= re* 1 ***，. 

( ii ) 一 个等距 同构内 为一个 反射， 若存在一条直线 A 称 为轴， 其上的每一点都被^，固 定， 
并且此直线垂直等分所有靖点为 *， 内 U > 的线段.特别地，关于^轴的反射将点 U ，6) 变成 
( a ，—6) ,这就是 复 共粗 (》 1 z =« i + i 6 a — ifc =5. 

( iii > 沿向纛^的 平移为 r , I *+ c . 记住，恒等变换是一个平移，它是唯一的具 

有 一个固 定点的平移. ◄ 

回忆一下，若是一个等距同构，则当/为一条直线时，(乃也是一条直线，且当 C 为一 


[5551 



个圆时， 0 C ) 也是一个圆.更详细地， 若 / sLCP ， Q ] 是由不同的点 P 和 Q 确定的直线，则 
由引理2.58有^!*[尸， Q ]) = L [ 95 ( P ), ?>( Q )]. 若 C = C [ P ; PQ ] 是圆心为 P 半径为 PQ 的 

圆， m^CZP, PQ 3>= CC ?.( P)i p ( P > f .( Q ) D . 

下面是一条几何的引理. 

引理 6.3 S 设 A ， P , Q 为平面中的不同的点， C = C [ P , PA ] 是 B 心为 P 半径为 PA 的 
®, C^CIQ, QA ] 是国心为 Q 半径为 QA 的圓，《 CflC , = < A } 去且仅当 A , P , Q 是共 
线的. 

证明我们应用解析几何的方法.作 P 和 Q 为^轴上的点 (0, 0>和点 （1, (», 设 A =( a , 
6), 则 C 的方程为 x *+ y = | PA 丨 *=«*+#, C 1 的方程为 （ jr - l >*+ y = 丨 QA 丨 * = + 

6*. 若 9 )€ CnC , , 则有方程 

p l + <f = a 1 + 6* 和 （ p —1>* + — 1)* 十 6*. 

因此， 

(/* 一 l> l + (a*+ 妒一 〆 > «= (a-l)*+6 l . 

化简后即得0=“和 9 = ±6.若6尹0,則 CHC ' 中就有 两点. 因此，若 CfiC 7 中仅有一点，则 
6-0. 但此点一定为 A , 故 A = ( a , 0>.从而 A 点落在 x •轴上，即0和1是共线的.反 
之，若 cnc * 中的点多于一个 ， m cnc , ={ A , b }^< a }. 因此 b = u , — 6>关 （ fl , m' 
从而6^0,故 A , />, Q 是不共线的. ■ 

命题 6.36 设 fC -* C 是一个团定0的等炬同构. 

( i ) 存在满足 9 ( l >= e _* 的某丨若？ >(1) = 1， 則史 闳定: r - 軸上的每一点且穿为一个恒等变換 

或复共轭. 

( H 〉 若 f >( l > 垆1, 为一个 教转或反射. 更样細地，当 y 为一个旋转时，: z M e l **i 

当史为一个反射时， ？>• ef . 在后一种情形，？>的反射柚是 /- Hre iW : f € R }. 在两种 

情形中，沪都是落在正交* fO,(R) 中的一个战性交換. 

证明 （ i ) 设 *€ R 不是0, 是困心为0半径为 U 丨 =I 0* | 的圆.因为屮是一个固 
定0的等距同构，等距同构将一个圆变成另一个同样半径 的圆： f ( C [0, 0*])= CC 9.(0), 
f ( o ) f (*)]=» c [ o , o〆 *)]， 所以我们有 )* c ul . 特别地， iec , 推出 MDeG , 故 
对某 fl , 9>( l )= e ' 

假设史也固定1， *6 R 不为0，1.若 C = C [0, r ], CT = C [1, *], 则因为 I 0* I =- 
I <^ o )< piz ) I = I oyCs ) I , 所以 ^ o ^ cto , «])= c [ o , 9 (*) 3=a 类似地..因 
为 0, 1, 2 是共线的，故由引理 6.35, { z )= cr \ c . 因此 

{?.(*) > = <pcc n c") = 9.(0 n i>(.C) = c n c = u>. 

从而 9 ■固定 R 中的每 -- 点. 

若 * 迗 R, 设 C 是圆心为0半径为 0z 的阀， C 1 是圆心为1半径为 1* 的圆.注意〆 cn(r> = 
9 .(Ori9>(C)=CnC , , 由引理 6. 35, cnc=<z. Z). 故有？ K2>=* 或〆 = 1 若对某 
<p(.x)=z, 则 P 固定向量空间硭的一组基 1, z, 因此？)是一个恒等变换（因为由命题 2.59 知炉 
是一个线性变换），从而，若9不是一个恒等变换，則对所有的*， q>(.z)=i. 
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< ii > 设0为关于0点转0角度的旋转，则就是一个固定0和1的等距同构.由 （ i > 有 
0 V 是恒等变换或复 共轭. 也就是 9? ( z )= e ^ 或 〆 幻 = e %. 

若 〆 z 〉= e \, 則例 6.34(!) 表明$是一个旋转. 

若炉： e %, 则 

^( re ,ft/2 ) = e l V ( re i#/z ) = re ^ e ^ 2 = re ^ 2 , 

故'上的每个点都被 f 固定. 若 z = 则 9 U > = 

re K 〜.在图 6_1 中，直线 L=U>，？>U )] 与/的交点记 
为 A , L 与轴的交点记为 U . 我们来证明/等分 
Z . zO < p ( z ). 又 Zl/O 史 （ a :) =沒一 a ， 故 史（ 2 > =没一 2 a = 

2("|■沒一 <»)• 因此 Z 史 (*〉0 A = +没一 {*= Z * OA . 因此 △«0 A 

相似于△史 U >0 A . 因为 I I = r = I 0* I , 所以 

I <p(z)A I - I I . S 后 ，/ 垂直于 L =- Ll >( r >， z ], W 6 1 个反射 

因为 = 且它们的和是 180°, 所以穿关于轴 

f 的一个反射. ■ 

将固定0的所有等距同构分类完之后，我们现在来研究任意的等同构. 

推论 6. 37若屮是一个满足 f (0) = c 的等距同构，則存在某设使得 
<piz) = e i# * 十 f 或9(*> — e i0 ^ c. 

证明若史是一个平移，不妨设9>: 则 史已具 有形式 = + 其中 

0. —般地，给定 f 定义 r 是移动輻度为 C = #0) 的 平移. 注意卜>是一个固 

定0的等距 同构， 因此由命题 6. 36,它是一个旋转或反射. _ 

易见等距同构 2 4 e ,# + c 是关于 c 点转6角度的旋转.第一个猜测是形如 r + c 的 

等距问构都是反射，但下述命题表明，这不总是对的. 

一个非零复数 2= re ^ 的方位定义为 ft 每一条直线/的方程具有形式其中 r€R 
且我们说/的方位为艮 

命题 6.38 下列关于方程9: e i # i+c 的等距同构的陈述是等价的. 

= 等 变換. 

( ii ) e ‘7+ c =0. 

( iii >， 有一个固 定点. 

( iv >9> 有一条由固定点构成的直线/且，的方位是夕 /2. 

( v )^> 是一个 反射. 

证明 （ i >=^( ii ). 

〆 （：> =<pie %9 z + c ) 

= e i# ( c^TTTy + c 
W\+?)+c 



f ?03 l 


z + e ^ c+f 
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因此， 〆 是恒等变换当且仅当 

( n )=>( iii ). 因为 9 是一个反射，所以瑞点为 * 和 f (幻 的线段的中点落于？>轴 
上，因此它被？>固定.特别地，点是被 p 固定的（它是0 和 〆 0)= c 的中点 >. 事实上， 
?>(-|-c)=e i, -|-?+c=-|-(e i *F+c)+-|-c=YC, 因为 e i V + c =0. 

( iii )=>< iv ). 假设 〆 “) = «. 设直线 /= U + re wl • r 6 R >. 显然/的方位为(?/2•若 * e <?, 則 
<p{z) = 穸 (“ + re if/t ) 

= e i# (u + re i<,z )+c 
= e i# «+re i# c- i#/, +c 



u + re 1 ^ 2 


(iv)=>(v). 只需证明 p 是轴为 / 的一个反射.因为 p 固定/上的每一个点，故只需证明， 
对每一个/垂直等分 埔点为 z 和 9( 幻的线段. 若则我们看到在命题 6. 36 

中，4是轴为丨 r € R } 的 反射. 因此，垂育等分每一条靖点为*一"|^，的线 
段. 若定义 r 为移动幅度为 jc 的平移，则 /= r </) 垂直等分抽点为一一的 
线段.但是 r 卜一+0=*且 

r W* _ i c )) =e ， , (* _ i f ) + T c 

^Le^z +c]-c- ye i# c +yc 
=<p(z) 一 + c) 

=〆*). 

( V )=>( i ). 反射的平方是恒等 变换. ■ 

例 6.39 我们观察到反射和平移是不可交换的.设<»| 为复共轭， r « 是 

移动幅度为向量 i 的 平移. 这样 — 而 wU >= i + i . A 

我们现在分析那些不是反射的等距同构 ？>>*•■>■ e ^+ c . 

命题 6. 40若 y : z M e'*i"+c 不是一个反射，則其中 jo 是一个反射，不妨设其轴 
为 /，I ■是一个平移 z 其中 u ； 具有与/ 一样的方位. 



证明像在命题 6.38( i )=>( ii ) 的证明中一样，我们有 9 2 («> = 
e l , c + c , 所以有 

ip 1 ! X 1-^ * + W . 

又定义 


则/= 〆 • 

首先注意到， 


e i# w = e ®*( e -* c +?) _■ 


由此得出 w 的方位为若 w /= r e “， 則在 （2) 中作替换 ti ;= e i # T ^ 立即有因此 

e 2 - = c ltf , 故 a = 

我们断言 I ■与 p 可交换. 

卜 + jw) +C 

f + c + -|-e l# w 

==f(2) -f 如!/ 

=r(9s(*)>. 

由此得出^与!^ 1 可 交换： 

<fr~' = r~'(rp)r -1 = = r~V- 

但，故 

<r_V , - (r->V = 恒等变操 . 

因此，若我们定义 it >= r - V , 則 〆 =恒等变换，且 

〆*) = rtp(.z) — e'*z + (c +"!■«；)• 

由命题 6. 38, p 是一个轴具有方位的反射，而我们已经观察到 u ； 的方位也为 ■ 

定义一个对称9称为是一个漘动反射，若其中 P 是一个轴为'的反射，是一 
个平移且 v 具有与 ' 相同的方位.因此，对莱非零 r € R ， 

fix') = €^*+v — e'*z+ re'*" 1 . 

滑动反射就是命题 6. 40 中的等距同构.请注意，滑动 反射？■并不 是反射，因为 〆 不是恒 
等变换. 

例 6.41 等距同构 y ， zt^i + 1 是一个将 x ■轴变成自身的滑动反 射： 〆 R ) = R . 若△是 
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顶点为( 0 , 0 >， ( j ， 0 )， （ 1 , 1 >的三角形， 则 〆 △> 是顶点为（ 1 ， 0 >, j -|, o ), ( 2 , — 1 ) 的 
角形， 〆 （△>的顶点为 (2, 0>, (-|, O ), (3, 1)且<(^>的顶点为（”，0>, o ), 

< n + l , (-1)'). 图 6-2 中的设计可向左和向右无限延长，它在$下是不变的. 

-1 0 \ 、 

^ V 

W6-2 m 动反射 < 

_ 下述结论总结了到目前为止我们的 T 作. 

定理 6.42 每个等距同构或者是平移、旋转、反射，或者是滑动反射. 

证明由命賊 6. 36( ii >、6. 38和 6. 40及推论 6. 37可得. ■ 

推论 6. 43 设 IsomCR 2 ). 

( i ) 若史无固定点.則或者是一个平移或者是一个滑动反射. 

( ii ) 若 y 仅有 一个固 定点，則是一个旋转 • 

有多于一个固定点.則？)或者是一个潸动反射或者是一 个桠等 变換. 

证明由定理 6.42, 仅有四种形式的等距 同构： 平移，它无面定点,旋转，它只有一个 
固定点《反射，它有无限多个固定点.也就是它的轴上的每一个点 i 滑动反射.只须证明滑动 
反射¥>无固 定点.若〆 *> = *, 則〆 （*) = *, 但由（1>有〆 = !■，其中 z ■关恒等变换是一个平移， 
这与平移无固定点的亊实相违. ■ 

例6. 4 4我们用定理 6. 42来确定 I_(R 2 > 中的有限阶的元索，（不是恒等变换的）平移是 
无限阶的，滑动反射也是无限阶的（因为滑动反射的平方是一个平移），所有反射的阶为2.最 
后，假设 w e_**+c 是一个 (关于 c •点）的 旋转. 由归纳法，我们看到 
f"(,z) = e-**+c(l + e i# + e l * + ... + e l * _ i>*>. 

若？ >•= 恒等映射，則 且纩 注意 e w 是一个 n 次的 
_ 单位根，故1+#+^* + *"+^”*=0.从而， 若？ T 是恒等变换，則我们必有 f =0. 也就是， 
f (*) = e 2 - /< z. 反之，若0=2*/”，则 zr 是有限阶的 • 

除反射之外，还存在阶为2的元索吗？这样的等距同构一定具有形式 z # z + c , 也 
就是〆 *) = _*+«:, 称之为半翻转.注意半翮转不是一个反射，因为反射有无限多个固定点， 
而半翮转作为一个旋转，仅有一个固定点.一个半翻转将一条直线的方位变号.例， < p > z \~* 
—z+2 将 


> 


> 


> 


> 




变成 


读者可以验证，一个半翻转将一个图形上下颠倒.例如， ◄ 
回忆到，设 Sl ， …， * ，是 C 中的不同的点，則它们的重心为 U, 其中 

U = — (*1 

n 

引理 6.45 i 9 eisom ( R 2 ), 设 21 ，…， z , 是 R * 中的不同的点，« 9 (. u ) = u , 其 中“是 
*1， •“ ， is ， 的玄心，且“’是 y ( Zi >， …，9(2»>的 重心. 

证明由定理 6.42, ?>是平移，旋转，反射和滑动反射之一.关于 c 点的旋转是一个复合 
函数 rp, 其中 r 是平移 z R*+c, 是关于0的 旋转. 命 B 6. 40表明一个滑动反射也是一个 
平移和一个反射的复合，而每个反射是一个平移和一个轴通过0的反射的 复合. 因此我们只须 
证明当 p 为一个平移或一个关于原点的旋转或轴通过原点的一个反射时（因此在任一情形下， 
都能确定 0), V ( u ) = u . 

假设是一个 平移： _*>=*+«> •则 
< p ( u ) =« + a 

=—(*i +••* + *.)+<* 


-(*i + a) + ••• H - (z, + a) 


= ~<p(.xi ) + ••• + 


若？ ■为关于原点的一个旋转或轴通过 0 的一个反射，則由命題 6.36 可知， p 是一个线性 
变换，因此 


9 (“> = 9 ( 士 [*，+ …+ *_])= - 


引理《. 46 若 G<Isom(R z ) 是一个有限子群. W 存在 “ec 使得〆 tt> = u， 对所有 yeG. 
证明选择 z6C. 设0为一个 执道： 

O = Iff.*) * 9» € C}. 

因为 G 是有限的，所以 (9 也是有限的：（？=<*,， …， *.}, 其中 Zl = *. G 作用在 O 上，因为若 
必 eG, 则必(々>=和 (*,)eO, 因为抑 €G. 因此每一个 f€G 置换 O 中的元，因为 y 是一个单 
射且因为置换 O 中的元，因此 O 的重心“等于9>(0>=0的 重心. 因此，由引 
理 6. 45,对所有的 有？ >(«> = «. ■ 

外尔 （H. Weyl) 在他的书 《对称 >(Symmetry) 中将下定理归功于达 • 芬奇< Leonardo da 
Vinci, 1452-1519). 
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定理 6.47( 菜昂那多）若 G < Isom ( R 2 ) 是一个有限群.則或者 G 兰1«，对某 m , 或者 G 主 
Di , < 对某 >1. 

证明由引理 6.46, 存在 c € C 使得 〆 <:>=<:,对所有 yeG . 若 r : zn + z — c , 则 (0> r = 
ty ( c )= r ( c )=0. 因为 tGr — 1 兰 G , 所以我们可假设每一个固定 0. 因此应用命题 6.36: 
我们可假设 g < q «( r ), 因此每一个是一个线性变换.更进一步，我们可假设每一个 
是一个旋转或一个反射. 

假设 G 中不含反射，則 G 的元索是旋转 J ?,,, …， R , m , 由例 6. 44,其中込 = .若 

n = max J {« > }, 则 G « R :—>. 因此作为一个循环群的子群的 G 本身也是循环的. 

假设 G 包含一个反射&由习题 6.48, 我们可以替换 G 为一个同构于 G 且包含了复共轭<» 
的群. G 中所有旋转构成的子集是一个子群，且是 lsom ( R 2 ) 的一个不包含反射的有限子群， 
因此它是循环的，不妨设 $H = < A >, 其中 A (*) = e \ 的阶为 n . 又 Sh _' ，因为 
aha~' • * B e 1 ** e ^ = h~Hz). 

因此， < A , W = 是一个同构于 D : •的一个 子群. 我们断言 a , »>= C . 若 r € G 为一个 

反射，则沁*)=64 但因为它是 G 中的一个旋转，所以所以 r = 

(h, a). ■ 

莱昂那多定理求出了 Qi ( R > 的所有有限的且固定一个点的子群.我们现在来求 Isom ( R 2 ) 
的固定一条直线而不是一个点的子群，它被称为楣群.在同构意义下，只有四种这样的子群. 
伹当我们考虑几何方面因素时，我们将看到它们有七类. 

根据《牛津英语词典 KOxford English Dictionary ), 楣 （ frieze ) 是“柱子上的像台子的东西， 
_ 在柱子的楣的上部分与下部分之间”.幸运地，它进一步说，楣是“充满雕刻的宽饰带”.注意 
雕刻是3维的，但我们用“楣”这个词是表示任意 （2 维）宽带，它上面的一些图案从左到右无限 
次地 fi 复.用更准确的语言，我们说平面的一个子集 F 是一个带，若在对称群 2( F ) 中，存在 
某个固定一条直线/的等距 同构？ >( 非恒等映 射）， 也就是 ？>«)=/( 我们不要求9> 固定/上每一 
点). 称一个带子 F 是一个楣，就是说存在某种“设计使得 Ur "( D >， 对某平移 

»€Z 

re 2(F). 对某楣 F， 我们的目标是分类 Isom(RM 的所有具有形式 S(F) 的子群. 

图 6-3 中的带 F 是一 个楣： 它是被平移 r > *-*+1 固定，它的被重复的囝案是底为闭区 
间 [0, 的 三角形 D . 



m 6-3 m f 
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考虑在图 6-2 中的带 〆 •易见它的对称群2( 〆 )包含滑动反射史： + 注意 〆 r > = 
R 且 F '= ki y ， （ D ) ， 其中 D 是底为 t 0 , 的三 角形. 这并不表明 F ' 是 一个楣 因为史不是一 
个平移.然而，实际上， r 是一个楣，因为平移 r : z 4 2 + 2在 S ( F ') 中且圹 = Ur .( D , ), 

n€Z 

其中 D ， 是以 [0, 士]为底的三角形和以 [1, 吾]为底的三角形的并. 



R 16-4 波斯弓*尹 


现在考虑拥广■，它姑通过锊换 R ) 6-3 中的 F 的以 fo , U 为底的 -: ffl 形 D 为另一个田形 

时得.例如，设 F 〃为图 6-4 中的楣（来自远古苏珊时代的达琳尔宫殿 ）• 图 6-3 中的三角形 D 
被择换成一个波斯 *3 箭手. 显然， S ( F *) = S ( F ). 坦白地说，若从几何的角度来分类楣.则 
存在许多 种楣. 例如 D 上应该加什么限制？尽管如此，如果我们不区分三角形和波斯弓箭手 
的话，那么我们就有能力对楣进行分类. 

记号 Isom ( R 8 ) 中的所有平移构成的子群被记为 Trans ( R 3 ). 

非正式地说，一个楣群就是一个楣的对 称群. 我们很快将用 一个正 式的版本替代下面的 
定义. 

定义 1 一个檷群是 Isom ( R 2 > 的一个固定一条 直线/ 的子群 g , 即对所有穿 6 G , 〆 /)=/ 
且 GflTrans ( R 2 ) 是无限循环的. 

每一个 ？>6 G 固定一 条直线/反映如下的 事实： 一个据也是一 个带. GriTrans ( R 2 > = < r > 是 
无限循环的则反映下面的 事实： 一个楣有某重复的设计 DCF ， 它的 < r > -轨道为 F 的全部_ 

引理 6.48 若 9 J 6 G ， 其中 G 是一个 楣群. 則存在 某实數 c 使得下列之一 成立： 

Ci ) 若史是一个平移， 則央 ( z 〉= ； r+c. 

(…若 9 是一个 旋转， 則炉是一个半- 翻转： 9( z > = — z + c . 


國 




( iii 〉 若沪是一个反射，則 

( iv ) 若9是一个滑动反射， 則炉： ；？卜 + c ， 其中 c # 0 . 

证明我们知道穸： 2 b e 乂 + c 或 9 : z b ei 7 + c . 因为炉 CR ) = R ， 所以我们有 c = 
^( 0 )€ R 且 9 ( l )=#+ ceR . 因此 #€ R , 也就是士 1 , 从而 9 (幻=土王 + c 或者 〆 *) = 
士云 + c . 

剩下的证明就是确定这些公式中的每一个所对应的等距同构的类勘.旋转角度的旋转公 
式为# z + r . 因为#=土1，所以我们必有6=11,因此，此时旋转就是半 旋转. 等距同构 
dV + c 是一个反射当且仅当 e w F + i : = 0, 此时 F = c , c 是实的，所以 c = c ， 因此史是一个反 
射. 若(:》0或#« — 1,因此对任意 ceR , 有 〆 或者 〆 *>=—$+!：• 最后，若 c 关0, 
_ 且 + 则且？>是—个滑动 反射. ■ 

我们打算用两种方式来规范化楣群的分类.首先，不失一般性，假设被固定的直线 彳是实 
轴 R , 因为我们可以在不改变对称性的情况下，改变坐标轴的位置.其次，我们将忽略数馕上 
的改变.例如，图 6-3 中的楣 F 有一个无限循环对称群，也就是 2( F ) = < r >, 其中 r 是一个平 
移 r <* i ~»* + l . 另一方面，若纪中的每一个向量在大个上都变成两倍，则 F 变成了一个新 
的楣伞，且 S (®) = < r >, 其中 r ':* M *+2, 因此尸和®实质上是同一 个楣. R 是在大小上 
不同，但它的对称群是不同的因为 r 硭 S (#). 定义以 R 2 — 纪为 》(*) = 2 z . o » 定义了网构 
S ( F )—2(®) « p !-► uuifrw -'. 注意 

turtu' 1 * z i-» -^-z -|-z + 1 2 ( 音 2 十 1) = z+2. 

我们第二个规范化的做法是假设 GflTnms ( R s > W 生成元 r 是平移 r • + 由到目前为 

止的讨论，只须分类规范化的楣群. 

定义 2 - 个正规化的掮群是一个子鮮 G < Iso »( R :), 它和定 R 且 Gmrrai ^ R 2 )*^〉， 

其中 r 1 z * + l . 

当我们假设楣群 G 是规范化的时候，引理 6. 48可以被简化.若 yl Z ( _> f + C SG 中的一 
个滑动反射，則^也是一个平移， 事 实上 〆 * * h ^* + 2 c . 但 G 中所有的平移在 （ r > 中，所以 
对某些 n € Z 有尸 = r " 1 z 从而 2 c = n ， 所以 c = ni 或者对某 m € Z 有 c=m + "| ■.因 

此若 c = m , G 包含 i ^~ y =< r , 也就是 ( tU > = 5, 或者若 r =/ n ++, r "y < z ^z+j . 为了将 
y € G 与 < r € G 区分开，我们选择 y ■使得 y z = r . 我们也可以规范化半翻转 R 和反 



从而有函数; r : 
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K 1 tp ^ Tftoyq >9 

它是一个同构[当然， r ^ J ) f z b -> e i 0 z € ], 且核 kenr = Trans(R 2 )， 所以 Trans(R 2 > <1 
IsomCR 2 ). 

定义设; r « Isom(R 1 )—a(R) 是明才定义的映射（去掉平移中的常 教）. 若 G 是一个楣 
群，則它的点群是 

由第二同构定理得出，若 T=GriTrans(R 2 ), 则： T<J G 且： T<1 G 且 G /丁 三 jt (G). 

推论 6.49 —个楣群 G 的点群; r ( G ) 是 imjr ={ l , /,容， M < Q：(R ) 的一个子群（它与四 
元鮮 V 同构），其中 /(«) = —«* g ( z ) = — i 且 

证明由引理 6. 48,我们有 imir=Ml， /, A}. ■ 

我们现在来分类（规范化的）楣群，因为 imr=</, /»>同构于四元群，所以它正好有5 

个子群 U>, </>, < g>f </0和 </• g, h )^ imn 9 因此存在 5 个点群.我们来应用习题 2.101. 
设;是满足 kenr=：T 的一个满同态.若 H=<；0, 且对每一个 •r€X, 选择满足 ； r (心 ）=0： 
的一个提升 心 6G, 则 G 由: TLMgr : xeX> 生成.而 T=Gnisom(R l ) = <r >， 其中 f * z ㈠ 
2十 1. 

下面这个群会出现在檐群的分 类中. 回忆到二面体群1\*是由两个元索“和6生成的一个 
群，其中沪=1， d* = l 且知办 38 ^ -1 . 

定义 无隈二面体群 IX * 是一个由两个元素和6生成的一个无 隊觯， 其中6* = 1且如6= 

由习题 6. 51，任意两个无限二面体群是同构的. 

定理 6. 50 至多存在 7 种栖蛘 
证明我们用表 6-1 中的记号. 


表 6-1 正雉化 的升提 


等职 

同构公式 

类 9 

升提 

阶 

r 

*+i 

平移 

1 

oo 

R 

-*+i 

半-觼转 

/ 

2 

P 

-*+i 

反射 

g 

2 

o 

X 

反射 

h 

2 

y 


滑动反射 

h 

OO 


情形1 ; r ( G ) = U }. 在这种情形下，当然 

情形2 ? r ( G > = </>. 此时 ， G = G , = < r , !?>• 又 1? = 1, iW ? » z 4 z — 1，也就是 

RtR = t ^\ 因为 G 2 是无限群（因为 r 的阶是无限 的）， 所以 ft 是无限二面体群，也就是 

Gl^Doo . 

情形3 7 T ( G ) = < g >. 在此时， G , = < r , / o ). 又 〆 =1 且阿0: — 也 就是 / tTr /^ z ■一 1 • 


園 
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1^31 因此 G 3 ^ Do „. 

群&也是无限二面体的，由习題 6. 51,所以 G , 兰 Gj , 因此 G 2 和<5,(从代败角度上看）是 
—样的.然而这些群在几何上是不同的，因为 G * 仅包含平移和半 翮转， 群匚 3 包含一个反射. 

情形4和情形5中， ) r ( G ) = < fc >. 存在两种可能的情景，因为有两种可能的提升，也就 
是和 y . 

悄形4 G , = < r , o ). 注意 t •和 0 是交换的，因为 or 和 to 中每一个均为 2 —»三+1,所以 
G 4 是交换的.进一步， <^=1. 从命题 2.127 易知： 

G, = <«> X <r> ^ It X Z . 

情形5 G 5 = < r , y >. 注意 y 和 r 交换，因为 yr 和 r y 中每一个均为 z n + i '+ l *, 所以 G s 

是交 换的. 因为 f = r , 所以 & = <«■, y 〉= < y > 是生成元为 y 的循环群，也就是 G 主 Z . 

仏和（5,在代数上是一样的，因为它们都是无限循环的，但这些群在几何上是不同的，因 
为&含有一个滑动反射而 G , 只含有平移. 

情形6和情形7中， , r ( G ) = </. g , h ). 再一次，存在两个可能的情形因为 A 有两个可能 
的提升.注*在四元群中，任意两个非单位元的乘积是第三个元索，所以<*■，和 R , 
y > 的点群都是</， A >. 

情形6 G , = ( r , R , a ). 注意同情形 4 中一样， < rr = w . 而 ff R = R«r « z I ■►— i +1. 由此 
得出和 RXG t . 因为 < ff > fl < r , 1?> = <1>, G , 是由这两个子群生成，命 M 2. 127表 
明 G « = <<»> X < r , R >. 由悄形2, <*■， R >^ D ». 所以且 G . SIjXDm . 

情形7 G ,-< r . R , r >. 因为 y := r , 所以我们有 G » = <及，又记=1, RrR ' z ^ z - 
j , 所以 厂 1 . 从而 

G ,, G 2 和仏在代数上是一样的，因为每一个都同构于 £»„. 但这些群在几何上 ft 不同的, 
因为和均不含有一个滑动反射（以免它们的点群太大). _ 

定理 6.51 7个可能的楣稃每一个都会出现. 

证明图 6-5 中描述的群中的每一个都有确定的对称构成的群.我们应该将每一个楣看成 
被 _ r - 轴二等分，因此每一个字母有一半在: r - 轴上方，有一半在下方.例如， F , 被 <7固定，但 
不被 y 固定.为》明这个定理.我们来考虑（规范化的）等距同构 r ， R , p <»和 y 中的每一个， 
且来证明一个给定的楣被它们中的某些固定，其余的不固定. 


«>p>«y>x>/?.’.y) 

r)r,T f r,r,T,/? 
=<={== (-III -I 

1 2 3 4 5 6 7 

GGGGGGG 

F z A DDMI _ 
F z A D ^ I ^ 
F z A D ^ I ^ 
F z A D ^ I ^ 
F z A DDMI 關 
F z A D ^ I ^ 
^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 


图 6-5 7 种楣 





我们提醒读者注意基本等距同构的几何观点.平移 T ■是向右移动一个单位，而 <T 是关于 X* 

轴的一个反射， P 是关于 y- 轴的反射.滑动反射 y 是关于 I- 轴的一个反射，接着向右移动半个 _ 
单位，而半旋转/?将一个楣上下颠倒. 

(i) 因为= 所以我们有但没有一个其他的等距同构固定它，因此 
G, 是一个楣群. 

(ii) 因为 r, R 固定所以我们有2(&) = < 1 ',尺>.但 p， 和 y 均不固定它，因此 G, 

是一个楣群. 

(iii> 因为 f, (0 固定 F t , 所以我们有 2(F, ) = <»■， />>. 但 i?, <T 和 y 均不固定它，因此 G, 

是一个楣群. 

(iv> 因为 r, 固定所以我们有 S(f 4 > = <r, <»>. 但 R, p 和 y 均不固定它，因此 G 
是一个楣群 • 

(V) 因为 r , y 固定 F:, 所以我们有 2(F s > = <f, y>. 但 R, 均不固定它，因此 G 5 

是一个楣群. 

(vi) 因为所有等距同构都固定 F,, 所以我们有 S(F,> = < r , K, <»>. 因此 G, 是一个楣群. 

(vii) 因为除 a 外所有等距同构都固定所以我们有 r ( F ,> = < r , R , y > = < K , y ). 因此 

G, 是一个楣群. _ 

推理 6.S2 在同构意 义下一 共存在 4种掮辑， 也就是 Z, D„, LXZ 和 hXD-o. 

证明与定理 6.50 中的叙述的一样，同构于 Z , 2(F,) 和2：(&>和 
S(F,) 同构于 D„, S(F,> 同构于 I:XZ ,且 2( FJ 兰 I : XD_ _ 

楣是含有一个轴的平面图形，下一个问理是壜纸解的分类，墙纸群是含有两个轴的平面图 
形的对称群. 设氏 = 丨 v —“丨 <r> 是圆心为“半径为 r 的开画 盘. 当然，子群 

G<Isom(R 2 ) 可作用在 R* 上，这样任意点 “€R 2 的轨道 C7U) 有意义《 ©(«) = {,>(«) « V €G}. 

子群 CJ<Isom(R a ) 是商散的若对每一个《€硭，存在 r>0 使得 B,U>nCK«0 = U}. 可以证明 _ 
楣群是 Isoni(l^) 的那些离敗的子群，它固定一条直线而不是一个点（点群固定一个点）.墙纸 
群是 Isom(R 2 ) 的那些离散的子群，它不固定一条直线或一个点，若 G 是一 个埔 纸群，则间态 
»r« G-a(R) 的核为 Trans(R*)nG, 它是一个自由交换群 Z XZ. tt 的象，仍然称为点群，且 
—定是I，或 D 8> 之一，其中2, 3, 4, 6} (这是所谓的晶体 图像限制）. 我们推荐有兴趣 
的读者参阅伯恩 的书： 《群：通向几何 之路》 的最后一章，那里证明了恰好存在17种墙纸群 • 

在3-维空间中也存在类似的问埋，人们可以分类5种柏拉图固体，并给出它们的等距同 
构群：晶体四面体的对称群为_三面体和八面体的对称群为 So 十二面体和二十面体的对 
称群为 A s . 晶体群定义为离散子群 G<lsom(R 3 )， 它不固定一个点，一条直线或一张平面 • 

存在一个同态 G—Q^R), R 1 上的所有的正交线性变换.此同态推广了 同态； r， 且它的核 
Tnms(R 5 〉nG 是一个自由交换群 Z©Z©Z， 它的象，一个点群，是 a(R ) 的一个有限子群. 

存在230种晶体群. 
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习题 

H 6.39 判断对错并给出理由. 

( i 〉 在平面上存在具有有限个对称群的楣. 

( ii ) 存在恰好有两个囲定点的平面的等距同构. 

( iii ) 平面的一个等距同构 SJ 以既为一个平移又为一个滑动反射. 

( W ) 平面的-个等距间构可以既为一个反射又为一个潛动反射. 

( v ) 存在同构于 S , 的 lsom ( R 2 〉 的一个子湃. 

( vi ) 存在同构于 S 4 的 1 «« 1 ( 11 2 )的_个子群. 

< vii 〉 两个具有相同的点群的（规范化的）帽群是同构的. 

( viii > —个无限二面体群有有限指数的子群. 

6 - 40⑴若 lsovn ( R 2〉 ，則 成试证设和 t * 是被屮 Pft — 确定的 • 

< ii > 试证由9 定义的函败/ : Isom ( R 2 )- a<R ) 是一个同态 • 其中 y 。, 是平移 r ㈠ * + f (0). 

试证同态/是猜射 • 它的核是所有平移构成的子群 T . 由此得出结论 
6.41 试证？ >* Cr , 30»"^0：+2, — ： y > ft —个等距同构.它 ft 何类的等距同构？ 

6.42 检验下列公式. 

( i > 若 r 1 * *+ c t W r ' 1 * * h -> *— c . 

( ii 〉 若 /?* z h -> e » # *+ r , il R 1 * * —► e '^ Cr - c ). 

( iii > 若穿 * * e ** iT + f ，则炉 -1 * * >-► e ^ C *— c ). 

( iv ) 举等距同构 《 和沒的例子，使得《和^是不同类 ffl 的等距同构. 

6.43 ( i > 试证 IsonKR 1 ) 中的共轆的元索的团定点的败置相同. 

< H > 试证若是一个旋转，少是一个反射，明9和分在中是不共糠的. 

6.44 若 f 和0 是！ soni ( R l > 中具有不间的固定点的旋转，试证它们生成的子鮮 < f , ⑹ ft 无限的. 

6.45 若史 € Uom ( R *> 囲定 H 个非共线的点，试证 f 是恒等变换. 

6.46 ( i > 试证 Isom ( R 2 ) 中的两个反射的合成或者是一个旋转或者是一个平移. 

(»>试《 每- 个旋转都是两个反射的合成.试证每一个平移鏢 ft 两个反射的合成. 

( Hi ) 试证毎一个等距间构 纪 — R 1 是至多三个反射的合成. 

6.47 若 H 表示 Isom ( R l > 的所有固定 R 的等距同构组成的子群，试诬复共軛在中心 2( H ) 中. 

•6.48 H ⑴若 中的一个反射，试 it 存在一个族转 j ?6 Qr ( R ) 使得 其中 〆 *)- F . 

( ii > 若 G 是 0 *(R >中一个的包含一个反射 p 的子》,试证存在一个旋转！?€ I * om ( R * >使得 RGR 1 包 
含复共軛. 

•6.49 试证两个反射的复合或者是恒等变涣或者是一个旋转. 

•6.50 试证若一个楣群 G 包含下列类 ffl 中的等距同构中的 两种： 半翻转，滑动反射，关于垂直轴的反射，则 
G 包含第三种的等距同构. 

*H 6. 51试证任意两个无限二面体群是同 构的. 更详细地，设 （；■<«• 6>和心是两个无限群，且满足 
a ** l , aba^b \ c *-1 和 《/«■=</-*. 试证 
6. 52求下列镅的等距同构群. 

( i)SANTACLAUSSANTACLAUSSANTA 
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7. 1素理想和极大理想 


在本章中，我们主要研究具有多个变童的多项式.在解析几何中我们肴到，多项式对应于 
几何 图形. 例如， /( x , / sxvy + y / y - i 就与平面 r * 上的一个椭圆紧密相联.在环 
是一 个域） 与的子集的几何学之间，有比上面史进一步的紧密联系.给定 
一组” 元多项式/! ，…， /,,称它们共同的根构成的子集为一个代数集.当然，可以研 
究代数集，因为多项式方程组(线性方程组的明显推广）的解本身是有趣的，而且代数集的出现 
相当 自然. 例如，•个问题的研究经常归结为通过一个代数集来参数化此问题的解，因此理解 
代数集及它的性质(例如，不可约性、维数、类及奇异性等等）可以使得我们更好地理解原来的 
问埋. *[ i ,. X ,]和代数集之间的相互影响发展成为当今称为代败几何的 学科. 本章可以 

看成此学科的一个介绍. 

与通常一样，在讨论多项式环之前，我们先看看更一般的情形（即交换环情形），这样可能 
会更简单一些.我们前面所说的数论中一大部分是与整除性相 关的： 给定两个整数 0 和6, 
a 丨6何时成立？即何时有6为“的倍数？此问 題可以 转化为关于主理想的问题，因为 a | 6当 
且仅当我们从给出类似于定理 2. 123 (群 的对应定理）的结论的证明 开始. 回忆到若 
/« X — Y 是一个函数且是一个子集，則它的逆象为 

r'(B) = u e x ■ fix) e bk 

命题 7.1( 环的对应定理） 若/是交換环 R 中的一个真理想，則自然映射; ri R — R /7 诱导 
出一个从包含 f 的所有中间《想_/(即 / G / eR ) 构成的集合，到 r / i 中的所有理想构成的集合 
且保包含关系的双射 T ' 

因此商环 R " 的每一个理想具有形式 J /7, 对某个唯_的中间 a 想 J . 

证明若暂时不考虑乘法，则交换环 R 是一个加法阿贝尔群，而它的理想 J 是一个（正规 
的） 子群. 应用群的对应定理(定理 2.123), 即有一个保包含关系的双射 
« r . ' (R 的包含 f 的子群 全体} - {R/I 的子群全体 } , 

其中 ( J )= J / J . 

若 J 是一个理想，则^ ( J > 也是一个理想，因为若 /"6 R , aGi , 則故 
( r + I)(.a + 1 ) = m +I e m. 

令/为 7 T . 在中间理想构成的集合上的限制， 则 〆 是一个单射，因为 IT •是.个 双射. 下面证明 
7 T ' 是一个 满射. 令厂是 K // 的一个理想，則由习題 3. 47, (厂）是 R 中的一个中间理想[它 

包含了 J = ir - , «0})]. 从而由引理 2. 14可知， /(*-'(；•))=»-'( J * )//= ir (»-' a * ))=/'. 
因此若 J =» r — 穴厂），则厂=/// ■ 
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例 7.2 令 I=(m) 为 Z 中的一个非零理想. Z 中每一个理想 J 都是主理想，不妨设 J = 
(a). 易见 （w)£(a> 当且仅当 a 丨由对应定理，I ■■中 每个理想都有形式 （[a]) , a 为 m 的 
某个因子. 4 

现在我们来引人两种特别相关的 理想： 索理想，它与欧几里得引理有关，以及极大理想. 

定义交换坏 i? t 一个《想 J 称为一个素理想若它是一个其理想，即 J 关!?，且能 
推出或 

例 7.3 (i) 回忆到，一个非零交换环是一个整环当且仅当在 J? 中， a6=0 能推出 a==0 
或* =0. 因此(0>是尺的一个索理想当且仅当 R 是一个整环. 

<ii> 我们断言 Z 中的索理想正好就是理想其中/>=0或 p 是一个索败.因为 m 和 一m 
生成同一个主理想，所以我们只考虑非负的生 成元. 若/ •=(), 那么由 （i〉 可得结论成立，因为 
Z 是一个整环.若/>是一个索数，我们首先证 （p> 是一个真理想.若不然， ie(A). 则存在一 
个整数 a 使得 a/> = l, 矛盾.其次，若 o*e(/>), 则 P U6. 由欧几里得引理有/>丨 a 或多I 6. 
即 a€(/>) 或6€</>).因此 (/>> 是一个索理想. 

反之，若》»>1不是一个索数，則它有分解 m=a6, 其中 OCaCm 且 0<A<m. 因此 a， 6 
均不为讲的倍数，从而 a, 6均不厲于(》0,所以 (m) 不是一个索理想. 4 

上例中的证明在更一般的情形中都是成立的. 

命 H 7.4 设 A 是一 个城，則 （ p ( z >> 是一个素*想当且仅当或老 〆 x > = 0 或者非零多項式/> 
0 c > 6*0] 是不可约的. 

证明若非零多项式 （P (: c)) 不是不可约的， 则有 分解式 

p(.x) = a(x)6(x) • 

其中 deg( a )<deg(/>), deg(6)<deg(/>). 因为每一个非零多项 式 〆 ： r>e (P) 都有形式 

U) 对某个 d (:我们有从而 a(_r) 和 Mx> 均不厲于 （/>) ,故幼）不是 

一个索理想. 

反过来，若 Ma ： >=0, IW(/.(x)) = {0}, 它是一个索理想（因为 /i[x] 是一个整 环〉. 假设 
〆■!：) 是不可 约的. 首先， （/•) 是一个真理想，否则 R = 从而1弓（/«),故存在一个多项式 
/U) 使得 l = p0e)/(:c>. 但〆: t) 的次数至少为丨，而 

0 = deg(l) = deg ( pf) = deg(p) + deg( ft ^ deg(p) ^ 1. 

此矛盾表明 （p) 是一个索理想. 

其次，若 a 托 </>), 则/>丨 a 6. 故由 AO ] 中的欧几里得引理可得，/» U 或 /) 丨 &. 因此 
ae (/») 或 A 6(#>), 从而（户>是一个索 理想. _ 

命题 7.S 交换环 K 中一个其理想 f 是素理想当且仅当/?/7是一个整环. 

证明令/是一个索 理想. 因为 f 是一个真理想，我们有 l€i, 故在 及 /f 中， 1 + J# 
0+/. 若 0=(a+J)(6 十 f)=a6+h 则因为/是一个素理想，故有或66/,即有 
a +J=0 或 6+1=0. 因此 J?/J 是一个 整环. 反之一样易证. ■ 

下面是相关的第二种理想. 

定义交换坏 i? 中的一个真理想 J 称为一个极大理想若不存在理想 J 满足 ZS/ QR . 
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因此若丨是交换环 J ? 中的一个极大理想且 / 是满足的一个真理想，则 I = J . 

多项式环虬心，…，的素理想可能非常复杂，但当 A 是代数闭域时，希尔伯特零点定 
理(定理 7. 45) 告诉我们，它的每一个极大理想具有如下形式 （ x , —〜，•••， x .- a .), 对某 
(a" ••• ， a. )6*'. 

我们用现在的术语来重新叙述一下命題 3. 43. 

引理 7.6 理想在交換坏 R 中是一个极大理想当且仅当 i ? 是一个城. 

«明在命题 3. 43中我们已经证明了， R 中每一个非零理想/等于 J ? 本身当且仅当 R 中 
, 每一个非；元都是一个单位.也就是， <0} 是一个极大理想当且仅当 R 是一个域. ■ 

命题 7.7 交換环 R 上的一个真理想7是一个极大理想当且仅当 K / I 是一个城. 

证明 由环的对应定理，丨是一个极大理想当且仅当 R // 除{0>和它自己之外无其他理想. 
由引理 7. 6,此性质成立当且仅当 R // 是一个域. ■ 

推论 7.8 交换环 R 上的每一个极大理想都是一个素*想. 

证明若7是一个极大理想，则 R " 是一个域.因为每一个域都是一个整环，故 R / I 是 
—个整环，从而丨是一个索理想. ■ 

例 7.9 上面推论的逆命題是不成立的.例如，考虑 Z [ x ] 上的主理想由习题 

3. 93有 

Z [ x ]/( a :) ^ Z « 

因为 Z 是一个整环，所以 （ J ：> 是一个索理想.因为 Z 不是一个域，所以（: C > 就不是一个极大 
理想. 

给出一个严格包含 ( h 的真理想_/并不难.令 

J = {/(x) € Z [ ar ]. /(X) 的常数项为偶败 

_ 因为 Z |>] A ^ F ,， 是一个域.故 J 是一个包含(: r > 的极大理想. 4 

推论 7. 10若务是一个城. W ( ji _ « i . •••. ：«:, _ 41 1| )是灸[；1： | ,...， i ,] 中的一个极大理想， 
其中屮€*， i = l , •••, n. 

证明 由定理 3. 33,存在唯一的同态 

<p ' *[xi .•••iX.] — *[xi . — .x.] 

使得》>(<:>=<•，其中且对所有的 i 有9>(右>=心一0..易见是一个同构，因为它的逆对所 
有 i 将: r , 4 x ,+ a ,. 由此得出 J 在《0,， …， xj 中是一个极大理想当且仅当是一个极大 
理想. 但是 ( A , …， ： r _) 是一个极大理想，因为 《[: c ,， …， x .]/( r ,, :是一个域. 

因此( X ， _ a ,， …， 是-个极大理想. ■ 

当 J ? 是一个主理想整环 （ P 〗 D > 时，推论 7. 8的逆也是成立的. 

定理 7. 11若 R 是一个主理想整环 （ PID >, 則每一个非零素理想/都是极大《想. 

证明假设有一个满足 / GJ 的真理想 J . W 为 K 是一个主理想整环，故存在〜使 
得 r = ( a >, y = (6). 由 a e ■/ 可得 a = r 6, r € R . 故但 f 为一个素理想，故有 r 6/ 或 
*61. 若 r € I ， 則 r = sa ， 其中 s 6 R ， 故 a = r 6= sa 6. 因为为一个整环，故有1=威由 
习埋 3. 24知， J = (6)=R , 这与_/是一个真理想相矛盾.若則 JGJ . 故/ = /.所以/ 
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是一个极大理想. 

下面我们可以给出命@ 3. 112的第二种证明. 

推论 7. 12 若灸是一个城且户 （ x )€ 灸 O ] 是不可约的，則商环 Cr ]/(/ K : r 〉） 是一个域. 

证明因为 /> Cr ) 是不可约的，故由命题 7.4 可知，主理想 f =(/» Cr >> 是一个非零的素理 
想.因为 々 Dr ] 是一个主理想整环 （ PID >， 故 J 是一个极大理想，从而々[>]//是一个域. _ 

每一个交换环尺是否都包含一个极大理想？此问题的（肯定的）回答牵涉到佐恩幻理.佐 
恩 ( Zorn ) 引理是一个与选择公理等价的定理，在后续的课程里我们将会讨论它 （见 推论 7. 27〉. 
习题 

H 7. 】判断对错并给出珲由. 

( i > 若 K 是一个交换环，/是中的一个理想，不考虑它们的乘法且对（加法）群 K 和成用对应定理. 

R 的包含 f 的且在 R 中是理想的子群对应于/?//的在 R / 1 中是理想的子群. 

( ii > 若 R 是一个交换环 • 7是 R 中的一个理想，不考虑它们的乘法且对(加法) 麻 R 和/?//应用对应定理. 

K 的包含丨的且在 R 中不是理想的子群对应于的在 R / J 中不是理想的子群. 

( iii ) 若/是交换环中的一个理想 • ab ^ U 其中 a ， 66 R . 成者 A 6 f . 

(卜>若 J 是交换环 R 中的一个 理想， a *€/. 其中 a €/?, Wa €/. 

( v > 若* ft —个域且是不珂约的， W (/» Cx »* *0] 中一个索理想. 

( vi ) Z 中的每一个素理想都是极大理想. 

( vii>*RJfe - 个交挟环，★是•个域，且是一个网态 ， W leer 9 是一个极大理想. 

< viii ) 若 R 是一个交換环，4是一个域，且 9 * 是一个同态，明 ke r ? » 是一个索理想 • 

( ix > 若 K 是-个 交换环 • A 是一个域，且 9 * 只―*是一个满同态，則是一个极大理想. 

( xKx , >-1, *+ 1 )是 1 ^[ 1 , y ，*] 中的一个极大现想. 

7.2 ( i 〉 求 Z 中的所有的极大理想. 

< ii ) 求礼幻中的所有的极大 理想. 其中4 是一 个域. 

( iii ) 求奸 O ]] 中的所有的极大理想，其中*是一个域. 

H 7.3 巳知布尔环是个满足对所有《€/?均有的交换环 /?. 试证，布尔环中的每一个素理想都是一个 
极大理想. 

• 7.4 ( i > 举一个交换环的例子，使得它包含两个素理想 P 和 Q ， 且 PP 1 Q 不是一个素理想. 

( ii ) 若 …是 交换环/?中的一个索理想的降序列，试 ttflp , 是一个索理想. 

7.5 令 /* 为-个环同态. 

( i > 若 Q 是 S 中的一个累理想，证明/ 是 I ?中的一个索理想.由此得出 结论： 在对应定理中，若 
J / I 是 R " 中的一个索理想，其中则 J 是 R 中的一个素理想. 

H ( ii > 举例说明，若尸是 K 中的一个索理想，刪 /( P > 不一定是 S 中的一个索理想. 

7. 6设▲是一 个域， a =( a _， …， 定义賦值峡 射〜： 々[4， …， A ]-* '▲为 《• * /(ii •…， x m ) 
/(a)*/(«!* •••* <!•>• 

( i > 通过证明是一个潢射来证明 k « r . 是 AO ,, …， a ] 中的一个极大理想. 

( ii > 通过证明 ker 〜 = (々一<!,，•••， x ,— 屯>来泛明（工,一叫 ，…， x >是*|>, ，…， 右]中的一个极 
大理想（这是推论 7. 10的第二个证明）. 

7.7 ( i ) 求 «>] 中的所有的极大理想，其中 * 是一个代败闭域. 
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(沿求11 [>] 中的所有的极大理想. 

( Hi ) 设 A 是一个代数闭域.试证由 ( x — fl ) 绐出的 

4 - U [ x ] 中的极大理想全体 } 

_ 的函数是一个双射，其中(0：—《>是 ★[>] 中由生成的主 理想. 

7. 8 ( i > 试证，若对某 i * X ,— 66( x »— a lt j ■一<0，其中 A 是一 个域且則6 ■•由 • 

( ii > 试证由 

ft 1 (ai ,•••*«.) »—► (xi < i |，•“•！：■ — a .) 

给出的函败 — …，右] 的极大理想全体}是一个单射.试举一个使#不是满射的域★的 

例子. 

7.9 试证，若 F 是交换环 R 上的〜个索理想且其中及， W 有 r 6 P . 

7. 10试证 QO , *] 上的理想 ( x *-2, y * + l , —个真理想 • 

7.11 称交换环 i ? 的一个非空子集 S 是果法闭的若0任 S 且若 *, /6 S , WV 6 S . 试证满足性质 / HS _0 的 
理想中的极大者/是一个索理想（这样的/的存在性可用佐患引理证 明〉. 

•7.12 ( i > 若丨和 J 是交換环 K 中的理想， 則定义 


_ 


f/ * { I a, € [ ， 6, 6 /}. 

试证 u 是 r 中的一个理想且 usin 厶 
( iU 令 /?-*[>, 3P ], 其中4是一个域，且 /-=( x , yX 试证 
7.13 设 P 是交換环 K 中的一个索理想.试还，若存在 K 中的理想/和 J 使得 UGP , 则 ISP 成 
7. 14设7和 J 是交換环 R 的主理想，定义冒号暹想 

(/« J ) - { r 6 r ； C I ). 

( i ) 试证 （/ • 乃是一个包含 i 的理想. 

(«>令尺是一个整环， a , b ^ R . 其中 6—0. 若/■(仏〉. J -<6). 试证（/ • «/>_(«>• 

7.15 令 J 和 J 是交换环 R 中的理想. 

( i > 试证沪 ， r H ■乃是 /?/(/0/>—(1?//> X (/?/«/〉 的一个 单射. 

H ( ii ) 称 /和《 /是互索的若 /+«/■/?. 试证若 f 和 J ft 互索的，则环同态 f >*/?/(/ fW )—( R / DX ( RAn 是 
一个同构. 

( iii ) 设 R 是一个交換环 • J ,, 是两两互索的理想，即对所有 *», J , 和/,是互索的.试证 

R/Ut n - n /•) S < R / X |) X-X (. R / L ). 

( iv 〉 下面来推广中国 《 余 定瑷. 设 R 是一个交换环， f ,, …， /«• 是两两 互素的理想.试证若 〜••••， 
a „^ R , 则对所有的 i , 存在使得 + 

7.16 —个交换环 K 称为颺 部环若它有唯一的一个极大理想. 

(1>若/>是一个索败.试 tt 

{ a /6 6 Q * p\b) 

是一个局部环. 

(。若*是一个域，试 《*[[>]] 是一个局部环. 

设尺是一个局部环，且有唯的极大理想 M . 试证是一个单位当且仅当 a 砝 M 


7.2 唯一分解 

我们已经证明了 Z 中及 iH>]( 其中;是一个域）中的唯一分解定理.事实上，我们证明了这 
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两个结果的一个共同的 推广： 每一个欧氏环都有唯一分解.我们现在的目标是再推广此结果. 
首先将其推广至一般的主理想整环 ( PID ) 上，然后再推广至 RO ] 上，其中 i ? 是一个具有唯一 
分解的环.由此得出-个域 A 上的多变量的多项式环 《[：«：, ，…， •!《] 中有唯一分解，由此立即 
可得，两个多变量的多项式有最大公因式. 

我们先 推广一 些早先给出的定义.回忆到交换环 R 中元索 a 和称为是相伴元若存在一个 
单位使得 6 = ua . 例如，在 Z 中，单位是±1,故整数 m 的相伴元只能为土在 《[>] 
中，其中是是一个域，单位是非零的常数，故多项式 / Cr )€ A [ x ] 的相伴元只能 是《/(工）， 其 
中《€走且 a 关 0. ZO ] 中的单位只有士 1,故多项式 /(: r )€ Z |>] 的相伴元只能是士 /( z ). 

考虑交换环 i ? 中的两个主理想 ( a > 和 (6). 易见下列是等 价的 ： b I o , a €(. b ), 对某 r € J ? 
有0=咖 ( a )£(6). 当 R 是一个整环时，我们有进一步的结论. 

命 H 7. 13令 R 是一个整环， a , beR . 

( i ) a I 6且6丨 a 当且仅当 a 和6是相伴元. 

( ii ) 主理想 ( a ) 和 (6) 是相等的当且仅当 a 和6是相伴元. 

( iii >(< j )£(« S 且仅当6| a , 即对某 c € R , a = cb . 包含关系是其的， （ a > S (6) 当且仅当* 
是 a 的其因子，即 t •和6都不是单位. 

证明 （ i ) 这就是命哩 3. 15. 

( ii > 若 (“> = (<»), 则且 （《 G ( a ). 因此 (W 且66 ( fl ). 所以 a |6 且•由 
( i > 知， a 和6是相伴元.易证反之也成立，我们甚至可以不必假设 K 是一个整环就可得到这个 
结论. 

(出>若6|«,则对某有若 J ： e ( a ), 则对某 R 有 J ： = ra = «^e ,所以 

( a ) S (6). 反之，若(<1)£(6),则 a €(6) 且 a = C 6, 因此/ > I a . 

假设 U ) S <6), 所以 a = c 6. 若 c 是一个单位，则〃和&是相伴元.因此由 （ i > 有 ( a ) = <6), 
这是一个矛盾.若6是一个单位.则<2也是一个单位.但是任意两个单位是相伴元，所以 <2和 
6是相伴元，又矛盾！因此6是《的真因子. 

反之，假设6是^的真因子.由有包含关系 OOG ( A >. 若此关系不为真，则(<0 = (6)， 
从而 a 和6是相伴元.但是读者容易证明， a 的真因子不是 a 的相伴元，所以 ( a > S ( W . ■ 

Z 中的素数和 iO ] 中的不可约多项式(其中《是一个域)这两个槪念有一个共间的推广. 

定义交換环/? 中一 个元素夕称为是不可约的若它既不是零元也不是_个单位，且它仅 
有的因子是单位或 P 的相伴元. 

因此，若/ >€ R 既不是零元又不是一个单位， Wp 是不可约的当且仅当它没有真因子.例 
如， Z 中的不可约元是士 p ， 其中 p 是素数；在 M >] 中（其中 A 是一个域）不可约元是不可约多 
项式 〆 ■!),即 deg (/0 >l 且 p ( or > 没有满足 deg (/>< deg (/>) 和 deg ( g )< deg (/>) 的分解 〆 = 
/( x ) g ( x > .当 i ? 不是域时.环 i ? l >] 中的不可约多项式不保持这个特性.例如，在 Z [>] 中，多项 
式 /(: c >=2_ r +2 不能分解成两个次数比 deg (/> = l 还小的多项式的乘积，但 /( W 不是不可约 
元，因为 /( d 有分解 /(: r ) = 2: r +2 = 2( x + l >， 2和 _ r + l 均不是单位. 

定义若 K 是一个交換环， WK 中元索 r 称为是不可约元的*积若它既不是零元又不是 
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一个单位，且存在不可约元 p , ，…， p , 使得 r = pi … p ,， 其中； i > l . 

当；《=1 时，它就是不可约元的定义. J ? 中的每一个不可约的元素都是不可约元(它是一个 
因子的乘积)的乘积. 

下面就是我们一直在寻找的定义. 

定义整坏 K 称为是一个 It 一分 解轚环 （两记为 UFD ), 若 

( i ) R 中每一个非0也非单位的元或者是不可约的或者是不可约元的來积； 

< i » 若/办》= 9| … 9 ,,其中 />. 和9,是不可约元，則》! = ”且存在一个里換 ffSS , 使得对 
所 有的； 有/>,和 ？•<,> 是相件元. 

当我们证明 Z 和4|>](其中 A 为一个域）具有不可约元的唯一分解时，我们没有提及相伴 
元，这是因为在每一种情形一般的不可约元总是被它的适当选择的相伴元所代替.在 Z 
[5261 中，我们选择了正的不可约元（即索 数）； 在 M >] 中，我们选择了首一多项式.例如，读者应 
该看出， “ Z 是一个 UFD ” 这个命題就是算术基本定理的一个重述. 

毎一个 PID 是一个 UFD 的证明要用一个新的《念：理想链. 

引理 7.14 若 J ? 是一个交換环. 

⑴若 

/. C C - £ /. c c ... 

是 r 中的一个上升的理 想链. 則 Uh 是一个 a 想. 

*-i 

( ii ) 若 R 是一个 PID , 則不存在无限严格升的理想健 

( iii ) 若 R 是一个 P 1 D , 设是非0也砟单位的元，則 I •是不可约的或者是不可约元的乘积. 
证明 （ i ) 定义■/ =G 7 ••若 a ej , 则 aet , 对某 n . 若吒 /?， M mG /., 因为1„是一 

个理想，因此若:， bej , 則存在理想 /. 和/«使得 a e /, 和因为此链是上升的， 
所以我们可以假设 J . d , 故 a , b € L . 因为/_是一个理想，所以 a —故 <*—66 J . 从 
而 J 是一个理想. 

(«>相反地，假设存在一个无限严格升的理想链，則定义 = 由 （ i > 可知■/是一个理 

想. 因为 K 是一个 PID , 所以我们有 J = 对某又 c /」 定落在某个中，因此 
J = ( d )£ I . SI. +I Q J , 

这是一个矛盾. 

( iii > 称一个非零非单位的元是好的若它是不可约的或是不可约元的乘积，否則称为 
坏的.我们一定要证明不存在坏的元索.若 a 是坏的，則它不是不可约元 ， ^a = rs 、 这里 r , 
s 均是真因子.但好的元的乘积还是好的，所以至少有一个因子是坏的，不妨 设为/ •. 由命题 
7.13( iii > 知 ( a ) S ( r ). 由归纳可得，存在坏的元的一个序列 a = fll , r = a ,, a ., 其中 

每个都是 a . 的一个真因子.此序列产生一个严格上升的链 

(a, > S(a:) S … S(a.) S(a. + i) S …， 


这与 ( ii > 矛盾. 


■ 
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命题 7. IS 假设/?是一个整环，且只中每个非零非单位的元 r 均为不可约的或不可约元 
的乘积.則尺是一个 UFD 当且仅当对每一个不可约元（/0是 K 中的一个素理想. 

证明假设只是一个 UFD . 若 a , aab €( p )， 则存在使得 

ab = rp. 

将 <»， 6, r 均分解成不可约元的乘积. 由唯一 分解性可知，等式的左边一定有/•的一个相伴 
元，此相伴元是^或6的一个因子，因此有 a€(p) 或 66(/0. 

反之的证明只须稍为改动一下箅术基本定理的 证明. 假设 

pi … A* = 9i …(1 〉 
其 中久和 1均为不可 约元. 我们对 n«x{»n, 用归纳法来证明” =m 且重新编号后，对 

所有 i 有9,和/>,是相 伴元. 基础步骤是 nw)d»w, »} = 1,故/>,= 91 ,结论显然 成立. 考虑归 
纳步骤，由给定的等式知 p, I屮…由假设， （九） 是一个素理想，存在某<?,使得1沁（它 
类似于欧几理得引理).但作为一个不可约元， 9 ,除单位及相伴元外无其他因子，所以必和/>, 
是相伴元： q , = upi , u 是一个 单位. 在等式两边消去/>|，我们有… = 

由归纳假设，1=”一1(所以且适当纗号后，对所有《'，和和 P, 是相伴元. _ 

定理 7. 16若7?是一个 P 1 D , WR 是一个 UFD . 特别地，每一个欧氏环是一个 UFD . 

证明考虑到前面两个结果，只须证明当#•是一个不可约元时， （/•) 是一个索 理想. 假设 
存在一个真理想/使得 （P>S /. 因为 R 是一个 PID , 所以对某 66 K， 且6不是一个 
单位.由命题 7.13(iii>, 6为/•的真因子，这与/>为不可约元 矛盾. 故 （p) 是一个极大理想， 
从而为一个索 理想. ■ 

回忆到， gcd (最大公因子)这个概念是可以定义在任何一个交换环中的. 

定义令 K 是一个交换环， a ,, …， a . eR . a ,, a , 的公因子是指满足对所有的 i , 
c I a , 的元素<«! ，…， a , 的最大公因子或 gcd 相的是请足对所有公因子 c ， 都有的 
公因子 

甚至在我们熟悉的例子中，如 Z 和 *0], gcd 并不是唯一的，除非另外附加条件.例如在 
Z 中，若 d 是上面定义的一对整数的 gcd. 則_</也是一个 gcd. 为使 gcd 唯一，人们定义 Z 中 
的非零的 gcd 为一个正数.类似地，在 40] 中 (A 为一个域），人们加了如下 条件： 非零的 gcd 
是一个首一多项式.然而在 -- 般的 P1D 中，元索可能没有适当的相伴元. 

设 R 是一个整环，易见若 d 和/为元素 …，〜的 gcd , 则 d I «/' 且 t /' 丨由命题 
7. 13 可知， d 和 c/' 是相伴元，因此(</> = (^).所以若 gcd 存在的话，则是不唯一的，但它们 
都生成同一个主理想. 

在习題 3. 81中我们看到，存在一个整环 i?, 它包含一对无 gcd 的 元素. 我们现在来证明 
在 UFD 中 gcd 总是存在的. 

命题 7. 17设 i ? 是一个 UFD . « R 中的任一组元 素 01 ，…， a ■的 gcd 均存在 • 

证明只须证明任两个元索 a, 6的 gcd 存在 即可，因为应用归纳法能很容易地得到任意 
有限个元索的 gcd 存在的证明.我们修改命题 1.55 的证明. 

存在单位《, 1 •及不 同的不可约元 …， P, 使得 
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及 

6 = vp« ， •••〆 ■， 

其中对所有的 i , *.>0, /.>0(侓通常一样，允许一些指数为零，使得我们在两个分解式中应 
用相同的不可约元因 子). 易见，若 c | a , 则 r 分解为不可约元的乘积的形式为 c =«;#>#*••• 
fi 卜 其中 w 为一个单位，对所有有因此 <：是《2和6的公因子当且仅当对所 
有的 i ， 其中 

nit = min {« i ,/,}. 

显然夕 r * ... p ? 是 a 和 6 的一个 gcd . ■ 

我们提醒读者注意，我们没有证明元索 a ,, …， a . 的一个 gcd 是它们的一个线性组合. 
亊实上，这是不正确的（参见习® 7.23). 

定义一令 UFD 中元素 a ,, …， a , 称为互索的.若 a ,, …， a , 的每一个公因子都是一个 
单位. 

我们下面来证明，若 K 是一个 UFD , WKO ] 也是.这个定理是高斯发现的，其证明用了 
高斯定理(定理 3. 96>中的思想.由此可得，若*是一个域，则 ★!>,,•••, J ：,] 是一个 UFD . 

定义多項式/(1)篇《^-+… + a ,： r + ao eRO ]， 其中 R 是一个 UFD , 称为本潭的若它 
的系数是互索的，即 a ,, …， fll , a 。 的公因子是单位. 

若 /( J ：) 不是本原的，则存在不可约元除/(^)的每一个系数，因为若 Kcd 是一个 
15291 非单位的元则取•/为 d 的任一个不可约元因子即可. 

例 7.18 我们现在来证明，若 R 是一个 UFD , 则每一个正次数的不可约元 
都是本 原的. 若不然，则存在一个不可约元使得 p (: r >= w (: r >. 因为 〆 x > 是 R [ x ] 中的 
不可约元，所以它的因子是 R [ x ] 中的单位或相伴元.注意，•/是 R 中的不可约元，它可能是 
尺[工]中的单位吗？若存在 /6 R [ jt ] 使得 g /= l ， 则 0 = deg ( l )= deg ( g /> = deg ( g ) + deg (/>, 
因此 deg (/>=0, f ^ R . 故 q —定是 R 中的单位，与它是 R 中的不可约元 相违. 因此定是 
/^■ r ) 的一个相伴元. （ H 是 J ? I >] 中相伴元灵有相同的次败（因为单位的次数为 零）， 因此 deg (/>> = 
0,与 〆 : r > 次败为正的矛盾•由此得出 p ( x ) 是本原的. 4 

下面是高斯引理（定理 3. 92) 的一个推广. 

引理 7.19 若 K 是一个 UFD , fix ), 郝是本原的，則它们的乘积 /(oOgCiO 

也是本原的. 

证明相反地，假设 /( WgCr ) 不是本原的，则存在•个不可约元/>,它能整除 /( x ) ff(d 
的所有系数. 设; r * 是自然映射 ir : a (■*•« + </>>• 由定理 3. 33,存在一个环同态 

k ■- RM ^( R /( p ))[ x ], 它将多项式的每个系数（换成 > r ( C >. /&&(：!：) 不是本原的就是说， 
在 ( R /(/0>[ x ] 中， 0= i (/«> = » f (/>> f ( g ). 因为 （ p ) 是一个索理想，所以 R /( p > 是一个整环. 
因此 ( K /( p ))0] 也是一个整环.但由/和 g 都是本原的可知，在 （/?/</»)!>] 中， ！?（/) 和 
7 f ( g > 均不是0•这就与 ( R /( p ))|>] 是一个整环矛盾. ■ 

定义若 R 是一个 UFD , /( jr )= a ^ r " +— + 0 ^ + 00 定义 c(/)€R 为 a ，， …， 
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a \ , a 。 的一个 gcd . 称 c (/) 为 /(_ r ) 的 容度. 

注意一个多项式 / U ) 的容度是不唯一的，但 /( J ：> 的任两个容度是相伴元.当 UFD 上一 
个多项式 /( J 0 被给定，则 c (/) 表示/的任意一个容度. 

引理 7. 20 令 K 为一个 UFD . 

< i ) 每一个非零的有分解 

/< x ) = c(/)f U), 

其中 c (/>6 R 是 /( x ) 的一个容度且 /• 是本原的. 

( ii > 此分解在下面意义下是 唯一： 若 /(: r > = ( x >， 其中 〆 （ x ) eR [>] 是本原 

的，則和 c (/> 是相伴元，而 /•(■*■) 和 g _ ( x ) 也是相伴元. 

( iii ) 设 g _ Cr >, /( x > eR [ x ]. 若 g ’（■!) 是本原的丑 ( i ) 其中 6 eR , 則 

g' (x) I /(•!). 

证明 （ i > 若 /(■ r >= a « x _ + … + aix + a « B _ r (/) 是 / 的容度，则对 i = 0， 1， …， n , 在 i ? 
中有分解〜 =<•(/)&. 若我们定义厂 （x>=lux- + … +6,:r+6o, 则 _ T ( x ) 是本原的且 /( x ) = 
c(/)f ( x ). 

( ii ) 为证明唯一性，只须 证明 C (/) 和 d 都是 /(•!> 的系数 u ,, …， a ,, «。的 gcd , 因为这样 
的话它们躭是相伴元.由此得出 《■•(•«■) 和 /•<:«■> 就是相 伴元： 若 </=«<•(/), 其 中“是 一个单 
位，则 c(/)f =f=dg- =««:</>«■ •且广 =ug-. 

假设 f (. x )= dg - <_r) 表明 d iH/(x> 的系数的一个公 因子.注意 c(/> 是 /<x) 的系数的一个 
gcd , 所以若 c(/) 是一个真因子，則</-/■<;(/〉，其中 r€i? 不 ft —个单位.因此 
/U) =€•(/)/• <x)=rfr/* (x). 另一方面， fix )= dg - (x ), 所以 g •(: r> = r/ •(: r> 不是本原 
的.这与 d 也是 /U) 的系数的一个 gcd 相矛盾，从而 <•(/> 和 C/ 是相伴元. 

( iii ) 因为 〆 （ a :) I bfix ), 所以存在使得 

bfix) = ( x ) fc ( x ) (2) 

由 （ i ) 我们有 ( or ), 其中 / T 是本 原的. 代人(2>中，有 
bf、x、= c(.h)g' U)h' (.x). 

由此得出 6 整除 C ( A ) g > （: c > 的每一个系数，即6是这些系数的一个公因子.由引 

理 7.19, 〆（: rW (: r > 是本原的，故由 （ ii >, c ( A > 是 c ( A>f (•>:) V (: r ) 的一个容度，所以 
b | c ( A ). 因此 c ( A )=6 a , 对某 a € K ， 且 6/(> r )= c ( A ) ff -( j : U - •(: r>/T (; r >. 消去 
b, 我们有 /( j ：)= ag ‘（ x ) A ■(•!), 亦即 〆 Or ) 丨 / U ). ■ 

定理 7.21( 离斯） 若 K 是一个 UFD , JW RO ] 也是一个 UFD . 

证明 我们首先对 deg(/) 用归纳法来证明，每一个非零非单位的 /(x>€R(>] 是不可约元 
的 乘积. 若 deg(/)==0, 则 /(x> 是一个常数，因此在 R 中. 因为 K 是一个 UFD , 故/是不可 
约元 的积. 若 deg(/>>0, 则 / U > =<:(/)/• (j:>, 其中 c(/>6i? 且 /• (_ r > 是本原的.由基础 
步 骤知， C (/> 是一个单位或不可约元的乘枳.若厂（ I )是不可约元，则证明已完成.否則 
/* ( x )=^( j -) A ( x ), 其中均不是单位.因为 /• (> T ) 是本原的，和 A 不是常量， 
故它们中的每一个的次数都小于 deg(r ) = deg(/>, 故由归纳假设，每一个都是不可约元的 
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_ 乘积. 

应用命題 7. 15:若对每一个不可约 元 〆 : ( 〆 •!■)>是一个素理想，即若 〆 j ：) 丨 
f(.x)gU), 则 p ( a :> 丨 /( x ) 或/ >( a "> | g(.x), 则 RO ] 是一个 UFD . 我们假设/ *(•!•)€/?!>] 是不 
可约的， pU) I / U >* U ) 但 pCr ) t /< o ：>， 来证明 p(.x) I gU). 在此证明中， /< x ) 有时简记 
为 /. 

情形 （ i >. 假设 deg ( W =0 .记 

/( x ) = c (/>/. (*> 且 g(x) = c(g)g' ( X )， 

其中 c (/>, c ( weR 且 yu ), *-(_ r ) 是本 原的. 由有 p ic (/> f ( ff ) r (： o 客 •（■*>. 因 
为 /•( a ： W (: r ) 是本原的，由引理 7.20( H ), 我们一定有 f (/> c ( g ) 是 r (/ g ) 的一个相伴元.然 
而，若/>丨 / U > g (; r >, 则 p 整除/>的每一个系数，也就是 p 是/«的所有系数的一个公因子， 
所以在 R 中 ， p I cifg )= c (. f ) c (. g ), Ifli K 是一个 UFD . 由命题 7.15 知道， （/>> 是一个 I ?中的 
索理想，故有 p 丨 c (/) 或 p 丨 c ( g >. 若夕 | c</>，M / >( x ) | c (/)/* ( j :) = /( j ), 矛盾！因此 
p I c { g ), 从而 p 丨 g ( x ), 得证. 

悄形 （ ii >. 设 dcg ( p )>0 .令 

(pff) = {sp +tf « s,t 6 R [- r ]>. 

当然，</>， /> 是一个包含 〆 x >，/ Cr ) 的主 理想. 取 m (^ r ) 为 (/>, /) 中次数最低的多项式•若 
Q = Frac ( R ), 那么由 QO ] 中的除法算式.存在多项式 〆 （: r )€ QO ] 使得 /( x ) = 
m ( j ：) 9 ， ( x )+ r ， ( x ), 其中 〆 ( jO =0 或 deg ( r *>< deg ( m >. 去掉分母，则存在多项式 g (: r ), r 
(； r ) eJ ? o ] 及常*托尺使得 

bf(x) = q{x)m(.x) + r ( jr ) » 

其中 r (; r )=0 或 deg < r >< deg ( m ). 因为(夕，/>是一个理想，所以 r =6/—(/>, />. 
因为 m 是（/>， /) 中次数最小的项，故 .. •定有 r _0, 即 6/( x ) "- nKoOgG 〉， 敌 bfU 、= 
c (. m ) m \ x ) q (. x ). 但 nT (_ r > 是本原的，且 m .( i ) | 6/( x ), 故由引理 7. 20( iii ) , m ' U ) I 
/( x ). 类似地，换 /( d 为 〆 or )， 可得出 m *( ar ) 丨 />(_ r ). 因为 〆 jt ) 是既约元，它的因子只有单 
位和相 伴元. 若是的一个相伴元，寒么由 m '( x ) | M (_ r ) 可推出 pU ) I fix ), 与假设 
相违.因此定是一个单位，即 / n (: t > = c ( m > ei ?, 故 （/>, /) 包含非零的常 ft c ( m >. 由 
c ( m ) = s /)+ f /, 故 

c(.m)g = spg + tfg. 

因为 〆 x > 丨 /( j ：> g <: r )， 我们有/ > 丨 c ( m ) g . 但 p ( x ) 是本原的，因为它是不可约元，故由引 
理 7.20( iii )，/.( x ) I gix), 定理 得证. _ 

_ 由命题 7. 17 知，若 R 是一个 UFD ， 則在 RO ] 中 gcd 存在 • 

推论 7. 22 若 A 是一个城， 則 A [ a ： i ， …， o :,] 是一个 UFD . 

证明对用归 纳法. 在第3章中我们已经证明了一个变 fi 的多项式环 《[>,] 是—个 
UFD . 下证归纳 步骤. 注意到*[々， …， a , x . +1 ]= i ?[ x . +1 ], 其中 a ]. 由 
归纳假设， K 是一个 UFD , 再由定理 7. 21知 》!>■ + ,] 也是一个 UFD . ■ 

高斯定理，即定理 3. 96,可推广 如下： 
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推论 7. 23令 R 是一个 UFD，Q=Frac(R>，/Cr>eRO]. 若在 Qlr] 中， 
fix') = G(x)H(x) t 

則在 j ? i >] 中有分解 

fix') = gCx)hCx) * 

其中 deg( g > = deg(G), deg(/i)=deg(H). 事 实上，在 QO] 中， 容 ( j :) 和 GCr> 是相伴元， hU > 
和也是相伴元. 

因此若/(文)在 R[x] 中不能分解为次數更低的多項式的乘积 .则 /(x> 在 QO] 中是不可 
约的. 

证明去掉分母，存在 r, 使得 rG<;r>eK[x ] 且因此； 
[rG(:r>][ S H(x)] 是 RDr] 中的一个分解.由引理 7 .20,在 J?|>] 中，存在分解 
rs/(i) = c(rG)f(jH)[rG] - < j )£ sH ]* ( jt ) • 

其中 [rG] •(: r), [j/f]， （ ;r)€J?0] 是本原多项式 • 由引理 7.20(ii>, c(rsf) =c(rG)c(sH), 
故 打 /( 之） =«:(«/>[/< ； ]-( ： 1 ： 心但是 <:(/)€« 且 c(r*/> = w(/), 因此在 R|>] 中， / 
(x)=c(/)[rG]' (x)[sf/]- (x). 从而在 R[_r] 中有分解 /(:r> = g(_r>A( ： r), 其中霣(: r>=»c(/> 
[>]*(4且方(1> = [*»]，（;《0. _ 

多个变 量的多 项式的不可约性的判定要比一个变 M 的多项式的不可约性的判定困难许多. 
伹有如下的一个法则. 

推论 7. 24设 A 是一个城，/(X ,,右）是 RO,] 中的一个本原多項式，其中 
X.-,].若/在 ROJ 中不能分解成两个更低次教的多項式的乘积，則/在*!>,，••■, ■>：，]中是 
不可约的. 

证明为便于我们视/为 rHa ] 中的多项式，记 /u ,, …， (当然/的系败是 
k[x,, : c , ,] 中的多项 式）. 假设由假设， G 和 H 的次数（关于 _r, 

的)不能均低于 deg(F>, 故它们中的一个次数为0,设为 G. 因为 F 是本原的，由此得出 G 是 
*C-Tl» j\-l] 中的单位，从而 /(Xi ，…， X，）在 R[X. ] = *[■«：， ，…， ■!■_] 中是不可约的._ 

当然，此推论适用于任何一个变量X.,不仅仅是X,. 

例 7. 25我们断 W/ Xa :V]是不可约的，其中 A 是一个特征非2 

的域. ieQ=-K3-) = Frac(*[3-]), 视 /(■!•, y)€Q[x]. 又二次式 g(_r > = j : 1 + (/ — 1 ) 在 Ql>] 
中是不可约的当且仅当它在 Q=fe(y) 中无根.由习题 3.66 知，的确如此. 

因为 y] 是一个 UFD， 由命题 7.15 知 (P+y-l) 是一个岽理想，因为它是由一个不 
可约多项式生成的. A 

习理 

H7.17 判断对错并给出理由. 

(»若1 ft, 整环 K 中的元索，若 0 和< ■是相 伴元， Wa 丨 c 当且仅当6 | f. 

(ii> 若 a, /•, •■是»环 R 中的元索，若 a 和6是相伴元. HUU 当且仅当 rU 
(iii)Z 是一个 UFD. 

(iv> 若一个 UFD 中的一 个元索 a 有两种不可约元 分解. a =/>i …/ >,=9i •••»«， Wm=n 且对所有的 i 有 
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( v > 若一个 UFD 中的一个元素 a 有两种不可约元分解，< 1 = Pi …==仍 …屯， 则 m = rt 且/>,和 g , 是 
相伴. 

( vi ) 若一个 UFD 中的一个元索 a 有两种不可约元 分解 . = 则 m = ” 且存在使 

得纪和 是相伴元，对所有的 A 

( vii ) 若 R 是一个 P 1 D , W 不存在无限下降的理想链2 Q …. 

卜出>若/?是一个 PID , 則对 >] 是一个 PID . 

< ix > 若 R 是一个 UFD , 則 l ?[ x ] 是〜个 UFD . 

( x > 若 R 是一个 P 1 D , W RO ] 是一个 UFD . 

7. 18在任一个交换环/?中，试证，若任意两个元的 gcd 总存在，則任意有限个元索的 gcd 也存在. 

•7.19 设 R 为一个 UFD , Q _ Frac ( R > 为它的分式域.试证每一个非零元都有-个最简表示： 

其中 a , 6互索. 

■7.20 设 R 是一个 UFD , <1, c € R . 若 a , 6是龟索的.且 a 丨试证 a I £■• 

7.21 设 R 是一个整环，试证 》!>,••••, xj 中的单位仅为只中的 舉位. 

7. 22设/?是•个 UFD , / Cx ), gU )€ i ? Cx ], 试 it c (/ g > 和 f (/> c ( g >. 相伴瓜 
•7.23 ( i > 试 证在礼 x , 中， * r 和: v 是互索的，其中*是一个域. 

( ii > 试证在 y ] 中， 1 不是 x 和 y 的一个线性组合. 

7. 24试证对所有的 n > l , ZO ,, …， xj 是一个 UFD . 

7.25 设 々 Ji 一个域， /( xi » •••* x .) 6 ^[xi • ― • : r ,] 为 中的一个本原多项式 • 其中 [: ri •…， 

设/是关于 A 的二次成-:次多项式，试 ii / 在★!>,，•••• x ,] 中是不可约的当且仅当 /( 视为 
关于 A 的多 项式） 在 4(: r ,, …， x a -,> 中 无根. 

7. 26设 /( ii ， …， x ( i )= x « if(xi * •••* x m ^ t )+ h ( xi , •••* x .- i ). 其中（真 • *)*=1. 

( i > 试证 / 在 4[ X | •…， jt . J 中是可灼的. 

( ii > 试证 xy + * 是 *[>, y , 中的-个不可约多項式. 

7. 27 (爱森斯坦判 别法） 设/?是一个 UFD , Q - Freed ?), /( x ) -ao -f a , x - f - + a m x " 6 R [ x ]. 试证，若存在 
一个既约元使得 /> Up 对所有的 i < n , 但/»會《■且户 M 办则 /(■*•> 在兑 i ] 中是不 p I 约的. 

7. 28试证 

fU ， y 、 _办* + J */ — ■ r*y + x * + l 

是 RLx , y ] 中的一个不钶约多项式. 

7.3 诺特环 

当 i 是一个域时， ，…， a ] 的最重要的性质之一是它中的每一个理想都可由有限个 
元索生成，这个性质与我们在证明 PID 躭是 UFD 的过程中所见过的理想链密切相关. 

—个 交換环 满足升链条件若它的每一个 上升的 理想链 从某项 开始后就是固定不变的了. 
定义称一个交换环 R 满足 ACC , 升链条件， 若每一个上升的 《想链 

h Q …£ /. £ — 

均会停止，即此序列从某項开始后就是固定不 变了： 存在整數/ V 使得 〖 N = I Nll = G +i = ".. 
由引理 7.14( H ) 的证明知，每一个 PID 都满足 ACC . 

下面是一类重要的理想. 

定义交換坏 R 中的一个理想丨称为 有限生 成的若存在有限个元素〜 ，…， 使得 
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/= ( - 8 r * ^ 仏对所有的 

即， J 中每一个元素都是的一个线性组合.记 

I = (.a, ， … ， a.) 

且称/是由 a , ，…， a , 生成的理想. 

理想/的一组生成元 a ,, …， a . 有时称为 I 的一个基，尽管这是一个比向童空间的基更弱 
的概念，因为没有假设表示的唯一性. 

在一个 P 1 D 中，毎一个理想丨都可由一个元索生成，故丨是有限生成的. 

命 H 7.26 对一个 交換环 R 而言，下列条件等价. 

( i ) R 满足 ACC . 

( ii ) i ? 满足最大 条件： 每一个 i ? 中理想的非空集合尸都有极大元，即存在某/。€，使得不 
存在满足 hQJ 

Ciii ) R 中每一个《想是有拫生成的. 

证明 （ i >=>( ii ): 设: f 是 r 中的一些理想构成的一个集合，假设尸无极大元.取 
因为 h 不是极大元，故存在使得 L S 又0不是: F 中的极大元，故存在 I ,使得 S 
按这种方式继续下去，我们躭可以得到 R 中的一个上升的理想链，且不停止，这与 R 满足 
ACC 的假设矛盾. 

( ii )=»( iii )： 设 f 是 i ? 中的一个埋想，定义分为所有包含于/中且是有限生成的理想的全 
体.当 然尸关 0. 由假设，，存在极大元 M 因为 JWe ^, 故若 MS 7,则存在 aef 
使得下面的理想 

J = {m + ra ' m C M.r P Rt C I 

是有限生成的， 故 但 fiJVf 是极大元，因此从而 f 是有限生成的. 
< iii )=»( i )： 假设 R 中每一个理想都是冇限生成的，令 
G 7: G … d C … 

为/?中的一个上升的理 想链. 由引理 7.14( i ), J = 1^/,是一个理想.由假设，存在元索 
使得 _/=(〜， a ,). 又 对某; I .有 a ，——定落在某个 I , 中. 设/ V 是这些 ni 中的最大者，故对 
所有的有所以 

J = (ai ，•••，<!,> ^ /n ^ J. 

从而有，若则 j = 故 /«• = /. 从而此链停止，即满足 ACC . ■ 

我们现在来给满足上命题中三个等价条件中的任一个的交换环一个名称. 

定义一个交換环尺称为是一个诺特环 G 若/?中的每一个理想都是有限生成的. 

推论 7.27 设 J 是诺特 环只中 的一个理想，則在 R 中存在包含 J 的极大理想 M . 特别地， 
每一个诺特环都有极大理想. 0 


0为纪念爱米 • 诺特闹命此名，爱米 • 诺特 （Emmy Noether. 1882 — 1935) 在1921年引人了链条件. 
© 若不假设 R 是诺特环，此结果也是成立的，但一*结 果的述 明要用拜佐恩引理. 


392 


第 7 聿 


证明令只是/?中所有包含丨的真理想构成的集合.因为/€尸，故因为 J ? 是 
诺特环，故由极大条件可知，中存在极大元 M . 我们仍需要证明 M 是 K 中的极大理想（也 
就是， M 实际上是由 R 中所有真理想构成的这个更大的集合•^中的极大 元〉. 假设存在真理 
想•/使得则 fSJ , 故由 M 的极大性即有 M = J ， 故 M 是 R 中的一个极大 
理想. ■ 

注佐恩51理与极大条件 「命题 7.26 中的 （ ii >] 相关. 

定义偏序集是一个带有关系 arSy 的非空集合 X 且对所有•》■， y , 有 

(i) 反 身性： x < x , 

(ii> 反对 称性： 若 ■rSy 且: yr^r, « x=yt 
(iii) 传 递性： 若 •rSy, 則 

我们来推广我们的以前（在一族理想中）的极大元索的 定义. 偏序集 X 中的一个元 索“称 
为一个极大元若不存在: r € X 使得《 ■且 “关 工. 

设 A 是一个集合，若声义 1/SV 表示 USV, 其中 U 和 V 是 A 的子集，则 A 的所有子集 
构成的集合 P(A> 是一个偏序集 . A 的所有真子集构成的集合 P(Ar 也是一个偏序集（更一般 
地，偏序集的每一个非空子集也是一个偏序集 >. 另一个例子是实数集 R , •«：<> ■表示 
存在具有多个极大元的偏序集[如 P(A>‘], 也存在无极大元的偏序集[如 R]. 若某偏序集上佐 
恩引理成立.则它可保证此偏序集至少有一个极大元. 

-个 偏序集 X 称为一个缝若对每两个 a , 66X. 有或者或者(因为在一个链 
中，每两个元*都是可比较的，因此相对于更一般的偏序*,链有时称为全序集）.我们现在 
_ 叙述佐恩引理. 

佐* 引理设 X 是一个偏序集，且； f 中的每一个楗 C 都有一个上界.即，存在使 
得 cSj 。， 对每一个 cec . 有极大元. 

可以证明佐恩引理等价于选择公理.选择公理是说，任意（有可能无限多>个非空集的笛卡 
儿积也是非空的. 

在处理诺特环时，通常不需要佐恩引理. 因为极 大条件就珂保证任何一个由一些理想构成 
的非空的集夕均存在极大元. 螭 

下面给出从一个诺特环构造一个新的诺特环的一个方法. 

推论 7.28 若 i ? 是一个诺特坏， J 是 R 中的一个理想，則 R /7 也是一个诺特环. 

证明设 A 是 K / J 中的一个理想，由对应定理，存在 i ? 中一个理想 J 使得因为 
R 是诺特环，故•/是有限生成的 . ay = <6,, *.). 故 A =_// J 是由陪集 乂 + J , …， 6, + / 

生成的，因此每一个理想 A 是有限生成的，从而 i ?// 是一个诺特环. _ 

在1890年，希尔伯特证明了著名的希尔伯特基定埋，他证明了 C [ a , …， x ,] 中每一个 
理想都是有限生成的.像我们将看到的一样，这个证明是非构造性的，即它没有给出理想的生 
成元的直接表达式.据报道，当同时代的最杰出的代数学家之一戈丹 （ P . Gordan 〉 第一 次看到 
希尔伯特的证明时， 他说： “这不是数学，而是神学”.另一方面，当戈丹在1899年发表希尔 
伯特定理的一个简化证明 时说： “我确信神学也有它的优点 


下面这个希尔伯特基定理的优美的证明归功于萨杰斯 （ 

引理 7.29 —个交換坏 i? 是一个诠特环当且仅当 J? 中的每一系列元索 ，…， a,, …， 
存在 和 r , ， •“， 使得 ax + ena ■十… 

证明假设 R 不是一个诺特环， a,, …， a,, …是 R 中的一系列 元素. 若/_ =(山 ，…， 
a .-), 则存在 一个理 想的上升的链由 ACC 的假设，存在 m >2 使得•因 
此 所以存在 r,€R 使得 + w + — 

反之，假设/?满足关于元素链的条件.若 R 不是一个诺特环，则存在一个不停止的理想 
的上升的链….必要时去掉重复项，我们可以假设对所有的 n 有 I»SL + I . 对每一个 
n , 选择 a ,+,eU, 使得 a.-, 任 L 由假设，存在 m 和 r.e/?, 对 《’<m, 使得知 H = 2 r - a < ^ 7 - 

这个矛盾就推出 R 是一个诺特环. '" ■ 

定理 7.30( 希尔伯特基定理1若 R 是一个交換的诺特坏，則 i«[>] 也是诺特环. 

证明设 fJSKO] 中的 -- 个非有限生成的 理想. 当然， f ^<0>. 定义为丨中一个次 
数 ft 低的多项式，归纳地，定义 />„(*) 为1一（/。， …， />>中一个次数最低的多项式.注意 
对所有是存在的.若 f 一（/。， …， /,) 是空的.则I是有限生成的.显然 
deg(/ 0 ) < deg(/i) < deg</i> < 

记 A 为/, Or) 的首项系败.因为 R 是一个诺特环，应用引理 7. 29,存在 m 使得 a<rM € (办，…， 
“，即，使得 =厂0<»。+… + r _ a _. 定义 

其中 rf,=deg(/‘>. 注意 广 00€1 — </•(*) ， … ， /.(x)), SJH/. < .,<x)6(/«(j:), /„(x)) 

只须证明 d e g(_T><dcg(/_+ l ), 因为这样就与 /_ +l (_r) 是不在（/。， …， /„>中的 ft 低的次数 
的多项式矛铕.若 /.(■r>= ai _r4+ 次数更低的项，则 


/• U ) = f m »(. x ) ~ 2?叫 W*r) 

卜0 

= U ^ x ^ + 次败更低的项）一 + 次败更低的项）. 

i=0 

首项被抵消，因此 此 ■ 

i=0 

推论 7.M (i〉 若 A 是一个城，射务[0：|， …， x»] 是送特环. 

(1|>环2[11，“，，是一个逢特环. 

(iii) 对礼勾， …， jv ] 中的任何理想/，其中 々=Z 或务为一个域，则商环々[々，"•， x.]/ 
f 是诺特环. 

证明 对; 用归纳法.头两条的证明运用上定理即可.而 （iii> 的证明由推论 7.28 可 

得. ■ 

已知若 K 是一个诺特环，则形式幂系列环 K[l>]] 也是一个诺特环（见扎理斯基一撤穆尔 
(Zariski-Samuel) 所著的《交换代数 II X Commutative Algebra Q > 的第 138 页）. 


_ 
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习题 

7. 29判断对错并给出理由. 

(i> 每一个交换环是个诺 特环. 

(ii) 一个诺特整环的每一个子环也是一个诺特环. 

(ui> 若； c, y 是非空集，則； cxy 也是非空集. 

(iv> 毎一个僱序集至少有极大元. 

(V) 若尸是 F«[*r, : y] 中的理想的一个非空集，的极大元就 F 2 [h : y] 中的极大 理想. 

(vi) 若 A 满足 ACC, 九 2…是犮中一个理想链，則存在 M 使得 ■/*!+*_•••• 

(vii> 若*是一个域，則社|>]]是-个诺特环. 

(viii) 若及是一个交挟环， <p 1 ZCx* 是一个耗态，则 ker 炉是 有限牛 成的. 

7.30 设 m 是一个正整数，X是它的所有 （正〉 因子构成的集合.试证，若定义表示 fl I 6,則X是一个 

偏序集. 

7. 31试 证例颳 3. 11中的环夭 (R ) 不是一个诺特环. 

7.32 令 

S* = Ua,6.c) € R 3 * a* +6»+c* ■ 1» 

表示 R 1 的单位球面.再令 

J _ {fix t y,x) 6 R[x,jr,«] » f(a，b,c> • 0,对所有的 （a •办 ,f> 砭 SM. 

试 a 在 Rl>, *]中，/是一个有限生成的理想. 

7. 33 若尺和 S 是诺特环，试证它们的立和 RXS 也是诺 特环. 

7. 34设 R 是一个环，也是域4上的一个向置空间，則称尺为一个*:•代敝若 
(au>v ■ a(uu) = u(etv) • 

对所有的 c »6 ▲和 试 a 毎一个有限维代败鸛是一个诺 特环. 

7.4 簇 

在解析几何中，我们给出了方程的图像.例如，函数/: R - R 的图像就是一条曲线，此 
曲线是由平面上所有有序对 ( a , /( a )) 构成，即，/是方程 
gU , y ) ■= y — f (. x ) = 0 

的所有解 ( a , 的一个集合.有些方程的图像不是函数的曲线，我们也能阑 出. 例如， 

多项式 

h (. x , y ) = x * + y * — 1 

的所有零点的集合就是单位圆.人们也能够给出 R 1 中两个变量的多个多项式的共公解的图像 • 
亊实上，人们能够给出 R _ 中的 n 个变量的多个多项式的共公解的图像. 

记号 设 A 是一 个城，■表示所 有有序 n 元组构成的集合 

k " = {( a ( .— . a .) « a , 6 ★，对所有的 i }. 

多个变量的多項式环 ikllx ,, …， xj 记为 *[ X ], 其中X是 
X — ( xi , — . x .) 

的 简写. 特别地， f 、 x ” …, x ,)6*[ a :.. 工.]可 簡写为 /( X ) e *[ X ]. 

在下面，我们将多项式 / Cn , …， x .)€*[ x ,, : r .] 视为 P — ife 的 n 个变量的函数，下 
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面是准确的定义. 

定义多項式按下面明显的方式确定了一个多项式函数: P—ife :若 

/(• II ， J .)= 2 …■且 ( ai ， …， ajeA 1 ■.則 

»1 

( a ,, — , a .) /( a , , — , a .) = ^ … at . 

v ~.% 

下一个命题推广了推论 3. 52, 将其中的一个变罨推广为多个变 ft . 

命题 7 . 32 设是 是一个无限域 ， *[ x ]=* o ,, …， i .]. 若 /(; o , g (; oe *[ x ] 满足 
/ b = g k , W /( x ,, - , x .)= gU ,, x .). 

证明对 n > l 用归纳法.基础步驟是推论 3. 52.下面证明归纳步骤.记 
/< X . y ) = yi ».( X)V , g ( X , y ) = 5^ q ,( X ) y > 

其中 X 表示 u, … ， X.), y = x .„. 若 / b = g b , W 对毎一个《€矿和每一个 《€*, 有 f ( a , a )= 
g (. a , a ). 对一个固定的 定义 F ,(; y )= 乏>_.(“>;/及 G ,( y ) = U 9 ,( a ) y •因为 f •(: y > 和 

G ,(; y ) 都在 *[： y ] 中，由基 础步骤 ，对所有的 a € ★_,/>.(<»>= 9 ,( a >. 由归纳假设，/ >,( X ) = 9 i (；0, 
对所有的》.因此 

/( X . y ) = 2/>* ( 幻 〆 = E?. (X >y = U 

作为上命题的一个推论，当 A 是无限虓时，我们去掉记号/>>并将多项式和它的多项式函数 
等同.由习® 3. 104,代败闭域都是无限的.因此当 A 是代数闭域时，命題 7. 32可以被应用. 

定义若 /( XWtCXlHAO ,, …， I .]且 /( a >=0, 其中 a 6*_， 則 称“为/( X )的一个 
零点. [若 /(： r ) 是一个变量 _ r 的多項式，《 / Cr > 的零点也称为 /( x ) 的一个根 .] 

命屬 7.33 若 * 是一个代教闭城且 /( X )€ A [ X ] 不是一个常量，《/(；0在* •中有 一个零点. 
证明对 n > l 用归纳法，其中 X =(_ r ,, …， x .>. 基础步骤由假设立即可得，因为 
是代数闭的.与在命《 7. 32的证明中一样，记 

f <. X , y ) = 2 g ,( X ) y . 

对每一个定义 /-<>) = ^ A ( a ) y . 若无零点，则每个/,(;>0 € 4[; y ] 无雩点，由 

基础步骤，是一个非零的常量，对所有 a € 因此对所有的 i >0 和所有的 a € 
g .( a ) = 0. 因为代数闭域是无限的，故可应用命题 7. 32,从而知 g ,( X ) =0,对所 有的； >0•这 
样 / CX , y ) = go < X ) y 0 = g 0 CX ). 由! B 纳假设， gotX ) 就是 -- 个非；的常量，命題 得证. ■ 

我们现在来考虑多项式的解集. 

定义若 FGfcCX ：^^^， …， ： c ,] 是一个子集，坏么由 F 所定义的代数集是 
VarCF ) = {a e *' 8 /( a ) = 0, 对每一个 /( X ) 6 F ). 

因此 Var ( F > e 由是每一个 /( X > 6 F 的零点的构成的. 


@记号 Vat ( F > 来自于 Variety (鎮它是后面即将定义的 一种特 殊的代败集. 
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例 7.34 (i) 下面是由两个方程定义的一个代数集. 

VarCx*^) = {(a，6) G k z : jt = 0 或 y = 6}， 

因此 

Var(jr，30 = x- 轴 U ，轴 
更一般地，任意有限个代数集的并仍是一个代数集. 

(ii)ii- 球面 S" 定义为 

^ {(or, 6 ^" 4| • 小 

i-l ' 

更一般地，定义 P 中的超曲面为由务[丸]中的单个多项式的所有零点所确定的代数集. 

(Hi) 设 A 是元素在 A 中的 mXn 的矩阵.由 n 个未知釐的 m 个方程的一个方程组 
AX = B, 

其中 B 是一个 nXl 列矩阵.定义 一个代数集： Var(AX=B ), 它是 P 的一个 子集. 当然， 
际上是 ti 个变景的 m 个线性方程组的一个缩写，且 Var(AX = B> 通常称为方程组 
AX-B 的解集，当此方程组是齐次的，即当 B — 0时， Var(AX=0) 是 K 的一个子空间，称为 
此方程组的解空间. 4 

下一个结果表明，只要涉及到簇，人们就珂以候设 A[X] 的子集 F 就是々[X]的理想. 

命 B7.3S 设 A 是一个城. 

(i) 若 FSG&kCX], W Var(G)QVar(F). 

(ii) 若 F£*[X] 且 f = (F) 是由 F 生成的 攻想， 《 

V«r(F) = Var</). 


( iii ) 每 一个代 教粲可 以由有 flL 个 方程来 定义. 

证明 （ i ) 若 “€V«(G), 則对所有的有 g(«>=0. 因为 F£G, 故特别地，对所 
有 /( X > eF , 有 /( a >«=0. 

( ii > 因为 fS < F ) = I, 故由 （ i ) 有 Var(/)CVar(F>. 下证反包含 成立. 令 a € Var ( F >, 故 
对每一个 /(X>€F 有/00=0. 若 g ( X ) ei , 则 g(X)= 2 r -/* (X) * 其中 /*(X)6F. 

因此 2 ri / f (< J )=0，& a € Var ( f >. 

< iii > 若 / 是 中一个 理想，则由希尔伯特基定理. 7是有限生成的，即存在一个有限子 
集 FCI 使得 Var(/) = Var(F). ■ 

由此可得，并不是 K 的每个子集都是一个代 败集. 例如，设》« = 1,则 *[x] 是一个 P1D. 
因此.若 F 是灸[>]的一个子集，則存在某个 / Cr >6^>] 使得 (F> = (/(; r >), 从而 
_ Var(F) = Var«F)) = Var(C/)) = Var(/). 

但 / Or ) 只有有限个根，故 VaKF) 是有限的.若 * 是代数闭的，则它是一个有无限域，所以 
的大部分子集都不是簇. 

尽管我们想在平面上画出图像，但当々 = R 时存在一个很大的 缺陷： 一些多项式没有零点. 
例如， /( x >=^ + l 就没有根.故 ^/+1) = 0.更一般地， gU ,, X , )= x ,*+•••+ j . 1 + 
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1在 R •中就没有零点，故 Var ( g > = 0. 因为我们正在处理（未必线性的）多项式，很自然的假 
设是得到它们所有可能的零点.对于一个变量的多项式，这就是说 A 是代数闭的.根据命题 
7.33, 我们知道当*是代数闭域时，对每 个 非常 fi 的 /( JOeA [ X ]， Var (/)^0. 当然，在 
任意域上考虑代数集是一个有趣的问題，但是在尝试理解复杂的问睡之前，考虑最简单的悄形 
是更理智的.另一方面，下面的初步结论中许多在任意域丨中都是有效的.因此，我们将在每 
—个命题中陈述一下所需要的假设，但读者应该认识到，最重要的情形是为代数闭域情形. 
下面是 Var 的一些初步性质. 

命题 7. 36令4是一个域. 

( i ) Var ( x , ,々 一1) = 0 且 Var (0>= A -, 其中0是零多項式. 

( ii ) 设/和_/是 A [ X ] 中的理想，則 

Var ( IJ ) = VarCJ 门 J ) = VarC /) (J Var ( J ), 

其申 u={'^f i (X) g ,(X) «/,( x ) e / 且 

( iii ) 设 a */€ L } 是 *[ X ] 中的一族理想，則 

Var(2") = fl Var ( 心 ） • 

t t 

其中是所有满足 € 丨,，的形如 + … + r ,_ 的有 f ) L 和构成的 集合. 

f 9 

证明（〖>若 a = (< i ,，."， 0.,)6 Var(x, » x , — 1 ) ,则 〜=0 且 屮 =1. 很清楚，不存在这 
样的点 a , 故 VaKi ,， x ,- l ) = 0 . 至于 VaKO > = ib •是显然的，因为每一个点“都是零多项 
式的根. 

( ii ) 因为 UG / DJ , 从而 VardPSVaKffU 〉. 因为 UGI , 从而 Var ( W )2 Var (/>. 因此 

Var (/ J ) 3 Var (/ fl /) 2 Var (/) U Var ( J ). 

为完成证明，只须证明 VaKfhGVaKDUVarU 〉. 若 a « Var ( J ) U Va〆J ) ,则存在 
/( X )6 I 和 g ( X)ej 使得 / U > 关 0 及容但 /( X > g(；OeU 且 （/ g >( fl )=/( a ) gU ) 关 
0,因为 々[ XJ 是一个 整环. 因此 a 硭 Var ( U ), 得证. 

( iii ) 对每一个由包含关系厂 G 2] /,知 V ar (2 故 

f f 

Var (2 ^)£fl VO . 

t f 

下证反包含关系.若 S 則存在有限多个 / 使得 #!( x >= 其中 

• t 

且 因此，若 aepVaK /,), W /,(«) = 0,对所有的 /. 所以 £( a >=0, 亦即 

a eVar(2M. ■ 

定义集合 X 上的一个拓扑就是； f 的一呰子集构成的 集合尸 ，： F 中的子集称为闭集 e ，且 
满足下列 公理： 

( i )0€* F 且 X 6 ^i 


© 人们也可以邐过指定拓扑的开集的方式来定义拓扑，开集是闭集的补. 
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( ii ) 若 F ,, F 2 e ^. 則即两个闭集的并还是闭的 J 

< iii > 若 { F , • 則即闭集的交还是闭的. 

—个拓扑空间就是一个有序的对（ X , ^),其中 X 是一个集合，，是 X 上的一个拓扑. 

命题 7. 36表明了所有代数集构成的集合是一个拓扑，它被称为扎里斯基拓扑.扎里斯基 
拓扑在对的更深一步的研究中非常有用. R 上的通常的拓扑有许多闭集.例如，每一个 
闭区间是一个闭集.相反地是.在 R 上的扎里斯基拓扑中，每一个闭集（除 R 之外） 是有限的. 

给定中的一个理想我们刚刚定义了它的代数集我们现在反向来考 
虑：给定一个子集 ASf , 我们指定 t [ X ] 中的一个理想给它，特别地，我们给每一个代数集 
指定一个理想. 

定义设 A £«*, 定义它的坐标环为由所有多項式函數/ : P — ii ! 的限制/丨 A 构成 
的，运算像点的运算一样的交換坏. 

由 res • *[ X ]-*[ A ] 给出的 /( X ) h -> /| A 的映射是一个环同态且此限制映射的核是 *[ X ] 
中的一个理想. 

定义若 AGA ", 定义 

Id ( A ) •» {/( X ) € *[ X ] ■ *[xi « /( a ) = 0,对每一个 a G A }. 

[5451 希尔伯特基定理告诉我们 ld ( A ) 总是一个有限生成的理想. 

命题 7.37 若 W 存在一个同构 

*[ X ]/ Id ( A ) ^ *[ A ]. 

证明限制映射 resi / kCX ]—*[ A ] 是一个核为 ld ( A ) 的满射，故由第一同构定理可知结论 
成立.注意两个在 A 上相等的多项式一定在 〗 d < A > 的同一个陪集中. ■ 

尽管对 々 LXJ 任意的子集 F , VaKF ) 的定义都是有意义的.但 F 是一个理想的情形才是最有 
趣的.类似地，尽管对 K 的任意一个子集 A , W ( A ) 的定义都是有意义的，但 A 是一个代数集的 
情形才是嵌有趣的.总之，代数集是由一些(多项式)方程的解构成的，这才是我们所关心的. 

命 18 7.38 令 ♦是 一个城 • 

(i) Id(0)=*[X] 且若 * 是代數闭的， « Id (*-) = <0>. 

( ii > 若 ASB 是灸■的子集.« ld ( B )£ Id ( A ). 

( iii ) 若 < A , 是 i •的一曲子集构成的集合，则 

ld(U A ,)= f ) Id ( A ,). 

t t 

证明 （ i ) 对某子集 AGP , 若 /( X > eid ( A >, 则 / U )=0, 对所有的 a € A . 因此，若 
/( X )« Id ( A ), 则存在 a € A 使得 / U )#0. 特别地，若 A = 0, 则每一个 /( X > e *[ X ]— 定在 
ld (0> 中，因为没有元索因此 id <0>=*[ X ]. 

若 /( X )61 dU *)， 则 /( a )=0, 对所有由命题 7. 32可知，/( X )是零多项式. 

( ii ) 若 /( X >€ Id ( B ), 则/(6)=0,对所有的特 別地. 对所有的 a € A 有 /( a > = 0, 
因为 AGB, 所以 /(X>eid(A). 

( iii ) 因为 U / V ,, 故对所有的/,我们有 IdtA^Sldf IJA ,). 因此 rUd ( A ,〉3 Id 
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(U^)- 下面证明反包含.假设 /( 幻€门,1<!(息），即 /U)=0, 对所有的/及所有的叫 

t 

若 6e Ua ” 则存在某个/使得 6e 八. 因此 /(«=o •所以 /(；oeid(|jA). ■ 

f r 

人们希望有一个关于 ld(ADB) 的公式. Id<AnB) = Id(A)Uld(B> 肯定是不正确的，因为 

两个理想的并几乎一定不是一个理想（见习题 7. 38). 

当V是一个代数集时，下面一个概念出自于刻画形如 Id(V> 的那些理想的特征中. 

定义设 f 是交換环 K 中的一个《想，則它的根•记为#，是 

V 7= {re R I ，6 /,对某整數 W > 1}. 

-个®想 f 称是_个根理想 9 若 

■/T = I. 

习题 7. 36要求证明77也是一个理想.易见 JGVT, 故一个理想/是一个根理想当且仅当 
VTc/. 例如，每一个索理想 p 是一个根理想，因为若广 eP, »J/€P. 下面有一个不是根理想 
的一个例子.设令则 f 不是一个根理想，因为 <;r 一 《 2 e〖， 而 (x — W 任 I. 
定义交換环 K 中的一个元素 a 称为是幂 零的若 存在某使得 

I是交换环 R 中的 一个根 理想当且仅当 R// 没有幕零元（当然，我们的意思是，没有 
非零 的幕零元). 

下面是我们引人根理想的原因. 

命题 7.39 若对某 /VQP, 其中 A 是一个城，埂想 Z=-ld(A>, 則 I 是一个根理想.因此 
生标环 *[ A ] 没有幕零元. 

证明因为总是成立的.故只须验证反包含成立.由假设，对某/4£^有/ = 
Id ( A ). 因此，^ /€>//. 则 /"€ Id < A ), 即 /( a >"=0, 对所有的 aCA . 但 /( a r 在域 A 中， 
故由/(«>-=0可推出 /( a )=0, 即 /€ Id ( A ) = I . ■ 

命题 7.40 ( i ) 若7和_/是理想， 《 vT 7 T 7=77 n >/7. 

(ii) 若/和 •/ 是根 a 想， 《/fU 也是一个根 《 想. 

证明 （i> 若 /evTTTT， 则对某 m>i,/-e/fU . 因此 /- eJ 且 /■€■；, 所以 /e*/T 且 

/eVT. BP/e^rnyi. 

下证反包含.假设/€>/?门^7, 則/_€/， f ， ej . 不妨设 Hd/-€zru, 即 



( ii ) 若/和•/是根理想，则 /=yr 且•/ = V 7, 故 

/ n / er / rnrT = vrnvT =/ ru . ■ 

我们现来证明希尔伯特零点定理 1 VT = ld ( Var ( D ), 对每一个理想 7 SC [ X ], 目卩 ， 多项 
式/( X )在 v «(/> 上取零值当且仅当 /-ef 对某》»多 1 . 此定理对 *[ x ] 中的理想都成立，其中 


e 这个术语是合适的，因为若 r - ei , _它的 m 次根 r 也在丨中. 
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是是一个代数闭域.精明的读者可以将我们这里给出的 A=C 情形的证明改写为任意不可数代 
数闭域 A 上的证明.然而，证明一般定理，例如对于可数的素域的代数闭包，需要新的思想. 

引理 7.41 设々是一个城， f 是一个固定《中元素的滿坏 同态. 若 _/ = ke r?l ， 
« Var</)^0. 

证明注意对每个 I •有： r,e 走[X].设 9 (:«:,)=見6*且 a = (a ,, …， 若 
/(X)= 2 s.....vT?.“々e*[x], 则 

y>(/(X)) = 2 .. 2 

*i .…， 

因此〆因为 /(a>€A 且 y 固定 * 中的每一个点.由此可得对每一个 
/(X), /(X)-/(a>e ;. 若 /( x > ej , 则 /( a>ej . 但 /(wei 且因为•/是一个真理想， 
所以它不含非零的常 M. 因此/(<«)=0且 a eVa r (J>. _ 

定理 7.42( 弱零点定理）若 ^(X〉， …， /,(X)6C[X], 則理想〖=(/,，•••， /,) 是 
C[X] 中的一个真《想当且仅当 

V « t (/,, — # 0. 

证明有一个方向是淸楚 的：若 Var(D 关0, 是一个真理想.因为 Var(C[X]> = 0. 

下面证明反方向.假设 i 是一个真埋想.由推论 7. 27,存在包含/的一个极大理想 M, 从 
而 K=C[X]/iVfJi —个域. S 然地. fl 然映射(：[幻~*(：[幻/*1=尺将(：映到 fl 身.故 K/C 是一 
个扩域，因此 K 是一个 C 上的向 M 空间.因为所有首一多项式构成它的一组基，所以 C[X] 有 
可数的维数.从而 dime (K) 是可数的 〈也 有可能是有限的）. 

假设 K 是 C 的一个真扩张.即存在某使得 W 为 C 是代败闭的，所以 f 不能为 
C 上的代败元，故它躭是一个超越元.考虑 K 的子集 B. 

B = {1/(/ —c) « c 6 C > 

(注意因为 z 任 C >. 集合 B 是不可数的，因为它的指标集是不可败集 C . 我们有 S 在 C 
上是线性无 关的. 若是这样的话，则与 dime (K> 是可数的这一事实矛盾.若 H 是线性相关的， 

则存在昨零 的“,，…， 使得2 <»./<<- c ,)= o. 消掉分母，我们有 

问 • 

(C,)“《-cJ = 0( 因子 /-C, 被消去了 >. 用此式子定义多项式 Aooeco], 

ACx) = —Ci)-Cr~ =r Ci) , -(x— c r ). 

注意 A ⑴=0， f 的超越性推出 A(/〉 是零多项式.另一方面， h (. Ci ) =ai (f| 一 fj) - * - (ci — c, 〉尹 ：0， 故 
不是零多项式.矛盾.我们得出结论 K/C 不是真扩张， 即 /fsC . 自然映射 C[X]—K= 
<：[幻/从=0满足引理7.41的条件，所以 Vm (M ) 关 0. 但 V 8 r ( M ) SVar < D , 故完成证明._ 
徳文 Nullstellensatz 翻译过来意思是“零点轨迹定理”，这是从下面推论而得名的. 

推论 7.43 对 C[X] 中的每一个理想/,存在 a = (“， ，…， 使得 /( a )=0, 对所 
有的 /€/. 

证明选择 Var(J> 中的任意一个元索 a . ■ 

在 C[X] = CO] 和 /0r)eCO] 不是一个 常董情 形中，存在 a€C 使得 /(a> = 0, 即 /(: r ) 
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是一个复根.因此弱零点定理是代数基本定理在多变量情形下的一个推广. 

在下面的希尔伯特零点定理的证明中，我们用了“若宾维基 （ Rabinowitch ) 技巧”，即将 n 
个变贵的一个多项式环嵌入到一个 1 个变最的多项式环中. 

定理 7.44( 零点定理） 若 f 是 C[X] 中的一个理想 ，则 
Id ( Var </)) =#. 

因此 / 在 VaKD 上为零当且仅当存在某使得 /-e J . 

证明包含关系是显然成立的，因为若 /"( a )=0, 对某； 及所有的 
a 6 Var (7>, 那么由 /( a )€ C 知，对所有的 U 有 /( a >=0. 

下面证明包含成立.假设 Aeid ( v ar ( m . 其中 / = (/,, …， /,), 即若对所有的/有 
/,( a )=0, 其中则 A ( a >=0. 我们必须证明 A 的某次方幂在 Z 中.当然，我们可假设 A 
不是零多项式.我们来 偁定： 

C [ j , , •••. j -. ] S C [o-i , — ，： • ，，]， 

即每一个 /( A ，…， 视为一个不依赖于 最后一 个变量 y 的 n + 1 个变馕的多项式.我们断 
言 C [ JH ，…，： T »， y ] 中的多项式 

/ i ，…， /"I - y * 

没有共同的零点.若 …， 心， 6)60^ 是一个公共的零点，则…， a 胃） eC " 是 
/,,•••，/,的公共的零点，故 / i ( a >= 0. 但 1—^( fl )=* l _ 0 . 应用弱零点定理即可得 
co ,， …， 礼，： y ] 中的理想 1 一#>不是一个真 理想. 因此存在仏 •…， ^,e 
CO ” : y ] 使得 

1 = figi + … + / 必 i + (i — 

作替换: y = lM , 则上面牵涉仏^的«后一项消失了.将多项式 g ,( X , : y 〉 更淸晰地 表示： 

Ui ( X f y ) = ^ u ,( X)yt 
i-o 

[故 / f . tx , A 2 M ,( X)A -], 我们看到 

h< gl (,x,h-') e c[x]. 

因此，若 w = max 彳•…，忒}，则 

h m = (A-^i)/, +- + (^)/r 6 /. ■ 

定理 7.45 CDn, …， x,] 中的每一个极大理想 M 的形式为 
M — (xi — a " — % x m — a .). 

其中 Ci = ( fll ，…， a„)6C w , 所以存在 C - 和 C (>,，•••， jt /J 中的板大理想间的一个双射. 

证明因为 MS •个真理想，所以由定理7.42,我们有 Var ( M ) 关0,即存在 a = 
…， 1)€是■使得 /( a > = 0 对所有 /€ M 因为 Var ( M > = <6 eP ，/(6)=0对所有/€ 
M }, 所以我们有 {«} eVar ( M >， 因此.命題 7. 35给出 

ld ( Var ( M )) C Id ({ a }). 

注意定理7.44给出1(1(¥肛(的> =>/8?.但是对每一个素理想 P 有我们有 W ( Var ( M )) = 
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M. 注意 Id(U}) 是一个真理想，因为它没有包含非零常数.所以 M 的极大性给出了 M = Id(U>). 
[5501 我们来计算 W(U}) = </(X)eC[X] */U〉=0h 若对每 一个: •有/•<々， …， x.)=x,-a., 

则 /,(a)=0 且 :r •一 a, € ld({a}>. 因此 （Xi—〜，•••，x.—a.) £!<!({«}). 但是由推论 7. 10， 
(. X \— ai9 •••» 是一个极大理想，所以 

ixi — ai f' m 0 tJ： m — a m ) = Id({a}) = M. ■ 

希尔伯特是在 1893 年证明零点定 理的. 任意代数闭域上的零点定理的原始证明是在二十 
世纪二十年代应用“消去定理”而得的(扎理 斯基一 撒穆尔所著的《交换代数》的第164页〜167页) • 
更少的计箅的证明，牵涉到雅名布森 (Jacobson) 环，是大约在1960年由克鲁尔 （W. Krull) 和哥 
德曼 （O. Goldman) 分别独立获得的. 

尽管我们称定理 7. 42为弱零点定理，实际上，零点定理（定理 7. 44) 和定理 7.45 是等价的 
(参见习题 7. 43). 

我们继续算子 Var 和 Id 的研究 • 

命 JS7. 46 设々是一个城. 

(i) 对每一个子集 A ^ k \ 

Vardd(A)) 3 A. 

(ii) 对每一个理想 7CA[X], 

Id(Var(/)) 3 I . 

(iii) 若 V 是 P 的一个代數集 • « Var(Id(V)) = V. 

证明 （i ) 此结果几乎是定义的 重复. 若则对所有的 /( X>eid(A ), /(cO = 0 •由 
Id(/\) 的定义， /(X)€Id(A> 在 A 上 为枣. 故^€ Var ( Id ( A >). 因此 Var(Id(A ) 九 

(ii)N 样，我们仅需要## 定义. 若 /(X)e/, 则对所有的 cieVaK/)， /( a ) = 0. 因此， 
/(X)肯定是在 Var(f> 上为零的多项式 之一. 

(出>若7是一个簇，则7=乂时(7>, J 是 A[X] 中某个理想.乂由 （i>, 

Var(Id(Var(J))> 3 Var(7), 

同样，由 （“> 知， Id(Var(i))3Jt 应用命题 7.35(i >, 即得反包含 
Var(Id(Var(J))) Q Var(J). 

_ 因此， Var(Id(Var(J))) = Var(J ), 即 Var(Id(V)>=V. ■ 

推论 7. 47 U) 若 V,和 V 2 是代數集且 IcKVpslcKV*), V ^ V 2 . 

(ii) 若厂和 是根理想且 Var(M = Var(M, 則 /,=/ 2 . 

证明 （i) 若 IcKVOskKV:), M Var(Id(Vi))=Var(ld(V 2 )). 由命题 7.46(iii >, 我们有 
V,=V 2 . 

(ii> 若 VaKD^VaKM ， 則 Id(Var(M) = W(Var(U). 由零点定理，^/77=>/17•因 
为由假设/ 2 均为根理想，所以我们有 h = ■ 

下面这个定理总结了这些讨论. 

定理 7. 48 函数 Id(V> 和 I ^ VarU) 保逆包含序的双射 
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{代 教集 e c * 根理想 e c Ln , •••,：!：•]}. 

证明由命题 7.46, 我们有 Var ( ld ( V >> = V ， 对每一个代数集 V , 而由定理 7.44 和 
Id ( Var ( I ))= VT . 对毎-个理想 /• ■ 

一个代数集可以分解成更小的代数子集的并吗？ 

定义 称一个代數集 v 是不 可约 的若它不是兩个真代教子集的并，即 v ^ w 7 uv ^', 其中 
和均为是 V 的真子集的代數集.一个鏟 e 就是指不可约的代教集. 

命题 7.49 P 中的每个代教集都是有限多个蔟 的并： 

v = v , U V : U … U V -. 

证明 称代数集•是好的若它是不可约的或是有限多个簇的并，否则称 w 为坏的 • 
我们必须证明不存在坏的簇.若 W 是坏的， W 它不是不可约的，故％=评'1)<，其中 W ' 和 
W * 均为真的代数子集.但好的代数集的并也是好的，故 W ' 和 VV * 中至少有一个是坏的，不妨 
设为坏的，给 它重新 命名为 W '= w ,. 对 W , 重复这样的过程，得到一个坏的代数子集 WV 
由归纳法可得出存在一个严格 下降的序列： 

因为算子 W 翻转包含关系，即存在一个严格的上升的理 想链： 

Id ( W)S ld ( W , > S … S Id ( W ,> s … 

[由推论 7.47< i ) 知包含关系是严格的 ], 这就与希尔伯特基定理矛盾.我们得出结论，每一个 
代数集是好的. ■ 

簇有一个良好的特征. 

命题 7. S 0 P 中一个代教集 V 是一 个鑲 当且仅 S W ( V ) 是乩 X ] 中的一个索理想.因此簇 
V 的坐标坏 t [. V ] 是一个整环 • 

证明假设 V 是 -- 个簇. 只须证明若 /:( X >« Md ( V ), 则 / JJO / dXWIcKVO . 
对 i = l , 2, 定义 

= V fl Var (/‘（ X ”. 

注意每个都是 V 的一个代数子集，因为它是两个代数子集 的交. 进一步，因为 ^( X )^ 
Id ( V ), 所以存在某 a ,€ V 使得/,(<1,>关0,故 W , 是 V 的一个真代数子集.因为 V 是不可约 
的，所以我们不能有 V - WMIWV 因此存在某 66 V 且 fr 不在 WMJW : 中. 也就是 /,(«#() 乒 
Mb ). 因此/，(的/“办)关 0. 因此 _ MX >/:( X ) 硭 Id ( V ), 所以 ld ( V > 是一个素理想. 

相反，假设 ld ( V ) 是一个索理想.设其中 V ,和 V :是代数子集.若 V : SV , 
则我们必须证明.由 

Id ( V ) = Id ( V ,) fl ld ( V t ) 2 Id ( V ,) Id ( V ,). 

命题 7.38 给出上面的等式，习鹿 7.12 给出上面的不等式.因为 Id ( V ) 是一个索理想， 
习鹿 7.12( ii ) 表明 IcKVdehKV ) 或 ld ( V ,> SId ( V ). 但" 2 &7可推出 Id ( V , )2 Id ( V ). 故我 


© 术进 variety(_P 是由贝尔特拉米 <E> Beltami. 受裹斯 启发）将黎曼 （ Riemann) 用的德文术语 MannigCaltigkcit 豳译而 
得 . 当今术语 Mannigfaltigkeit 通常译成 manifold ( 流 形 ）. 
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们得出结论 Id ( V ,)£ Id ( V >. 但逆不等式 Id ( V ,)2 Id ( V ) —样成立，因为 V , SV ， 故 ld ( V ,) = 
Id ( V ). 因此由推论 7.47 有 V ,= V ， 所以 V 是不可约的，即 V 是一 个簇. ■ 

我们考虑在一个代数集的簇的分解中，这些簇是否是唯一确 定的. 有一个明显的方式得到 
非唯一性.假设存在中的两个索理想(例如 (>^£(0：, y ) 就是*|>，： y ] 中的这样的 
理 想). 由于 Var ( Q > SVar ( P )， 故若 Var ( P ) 是簇 V 的一个子簇，如设 V = Var ( P ) U V : U … U 
匕，则 Var ( Q ) 可以是 V | 中的某一个或被 去掉. 

定义称一个分鮮 V = V , U … UV _ 是不冗 长的并 • 若没有一个 V ,可以被删去，即对所有 

的“ 

V V , U … U 化 U … U V - 
命题 7. S 1 每一个代教集 V 是*的一个不冗长的并 
V = V , u … U V .. 

进一步， 这些鎂 V ,是由 V 唯一磯定的 • 

证明由命越 7. 49, V 是有限多个簇的并，不妨设 V » V , U … UV ^. 若选择 m 为使上式 
成立的最小者，则此并就是不冗长的 • 

我们现在来证明唯一性.假设 V = W , U … UW . 是簇的一个不冗长 的并. 令 X ={ V ,, …， 
v „>, y ={ w ,, w ,). 我们将证明 x = y . 若 v . ex , 我们有 

v , = v . n v = u ( v , n w ,). 

注意 对某） 有门 W , 尹 0. 因为 V , 是不可约的，所以存在唯一的这样的 w ,. H 此 V ,= 
V . nw ；, 故 wew ,. 对用同样的论断可证明，确实地存在一个 V ,使得因此 
V . C Q V ,. 

因为并 v , u *" uv „ 是不冗长的.所以我们一定有 v ,= v ,, 故 v ,= w ,~ v ,， 即及； fey . 
同理可证明反包含成立. ■ 

定义交/ = 1(1 …门是一个不冗 长的交 若没有 J , 可以被*去，即对所有的 i , 

7 n ••• n ii n … 门九 . 

推论 7. S 2 礼; f ] 中每一个根理想_/是素理想的一个不冗长的交， 

/ =尸， n … n P -. 

进一步，素理想 P . 是被 J 唯一磯定的. 

证明因为 J 是一个根理想，所以存在一个簇 V 使得 J = ld ( V ). 由 V 是不可约子 簇的一 
个不冗长的并， 

v = V , u … u v », 

故 

J = Id ( V ) = Id ( V ,> n … n Idcv .). 

由命题 7. 50, Vi 是不可约的可推出 Id ( V ,> 是素的，所以 J 是索理想的交，这是一个不冗长的 
交，因为若存在/使得7=«以>=门1<1(6),则 
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V== Var(Id(V)) = [J Var(Id(V,)) = |J V y , 

与并是不冗长的假设相矛盾. 

类似也可证明唯一性.若 j=w(w,>rv“nw(w,>， 其中每一个 w(w,> 是一个索理想（因 
此是一个根理想），则每一个 w. 是-个不可约的簇.用 Var 作用将 V=V ar (Id(VO) = Var(_/) 
表示为不可约的子簇的不冗长的并.由此分解的唯一性可得出交中素理想的唯一性. ■ 

当人们进一步考査这些思想时，有些自然的问埋产生了.首先，一个簇的维数是什么？存 
在不同的候选，结果表明素理想是关键所在.若V是一个簇.则它的维数就是它的坐标环 
灸[V]中的最长的素理想链的长度（由对应定理，维数也是杜太]中在 Id(V) 之上的最长的素理想 
链的长度）.另一个问题牵涉到交.若乂《(/)是由一个次败为 d 的多项式而得的一个曲面，则 
有多少点在V与一条直线的交中？伯祖特 （B^out) 定理说，应该存在</个根.但我们应该注 
意.首先必须要求系数域是代数闭的，以免 V«(/> = 0 出现问埋.但也许有1根，故为使得 
伯祖特定理成立，一些交不得不算成带有一定的重数，为离维簇的交定义维败是十分巧妙的 
工作 • 

亊实表明在一个大的射影空间中讨论会更方便一些.回忆到我们给出丫域《上的射影空间 
的两种构造.在第 3.9 节中，我们通过添加一条无穷远处的貞线至平面 P 上构造了一个射影 
空间，此方法可以推广至高维：添加了一个“无穷远处的超平面”至 P 上.为将子集 P 与射彩 
空间区分开来，人们称 P 为仿射空间， 因为 它由“有限点”构成也躭是，没有点在无穷远处. 
在例 4.26 中，我们给出 了射影 空间的另一个构造.它的点实际上是沪中通过原点的直线.此 
构造中的毎 一 个点有齐次坐标0。，山， a ,]. 其中&若存在一个非零的使得^ = 
ta ；, 对所有的 i, 則 [a。、fl/, a/] = [a 0 . a,, a,]. 对固定的 ”>1, 在—彳0}上定义一个 
等价关系为 

(ao^ — .a. 7 ) s (a® »•••♦«.) 

若存在一个推零的々使得对所有的；.记 ( a。， …， a-) 所在的等价类为[办，…， a-], 
称之为一个射 影点， 定义 A 上的射彩 n- 空间为所有射影点构成的集合，记为 P.(W . 现在很自 
然地，定义射影代数集为 '组多项式的零点.例如，若 /(X>e*[X] = /fe[j a , :,,•”，jJ, 
则定义 

Var</) = <[a。 ，".，《■] 6 P.C*) « /([a<>，•“，<>•])= 0}. 

此定义有一个 问题：/(X) 是定义在中的点上，而不是射影点上的，也就是，我们需要 
/U。， …， cu>=0 当 旦仅当 /(如。， …， ta m )- 0 9 其中 f 是非 零的. 一个多项式 /( j :。， …， 
A) 称为 m>0 次齐次的若 

/( tr 0 , …,=广/(1 0 , •“， a ) 

对所有的例如，单项式…：!：》是一个 m 次齐次的，其中是它的全次 
数，一个多项式是 m 次齐次的若 /(X)= ^ ^^…力，其中单项式的全次数 

全部为 w . 若/( X)是齐次的且 /(a® ，…， a.) = 0, 则 /( too， …， fa .)= f"/(a。， …， a,) = 
0. 因此当 /(X) 是齐次的多项式时，我们称一个射影点为/的一个零点是有意义的.定义射影 
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代数集如下 

定义若 F & fe [ X ]= Cr 。， …， ： cj 是一组齐次的多項式，則由 F 定义的 射彩代数集为 
Var ( F ) = {[ a ] 6 F Ak ) * /([ a ]) = 0, 对每一个 /( X ) e F }, 

其中 [ fl ] 是 [ a 0 ， …， a a ] 的鵷记形式. 

引人射影空间的原因是经常出现这样的情况：许多分离的仿射情形变成了一个更简单的射 
影情形的一部分.亊实上，伯祖特定理就是这种现象的•个例子. 

习麵 

H 7. 35试证交换环 R 中的一个元索 a 是幕零的当&仅当1+«是一个单位 • 

• H 7.36 设/是交换环 R 中的一个理想，试证它的根77也是一个理想. 

7.37 设是一个交 换环. 则它的幂零根 nil < l ?) 定义为中所有素理想的交.试证 niKi ?) 就是/?中所灰幂零 
元构成的 集合： 

nil ( R ) * {re I ? * r - = 0, 对某 

*7.38 若/和《/是 C [ X ] 中的理想，试证 kKVaKDnVwUWsv / TTJ . 

7. 39若 A 是一域，♦•的形如 Var (/> 的子樂称为一个超 曲面. 其中/6礼4 ，…， x .]. 试证毎一个代数集 
Var (/) 是有限多个超曲面的交. 

7.40 ( i ) 试证 o :*+ y 在 RO , :不可约的，由此得出 （ x * + y > ftR [ x , : y ] 中的…个索理想，从而 ft —个 

根理想. 

[ gg 6 l ( ii ) 试证 Vw ( x *+ y *>- U 0, 0)}. 

( iii > 试证 + 由此得出在 K |>, y ] 中，根理想（: r * 十 y *> 不能表成形式 ld ( V > , 

这里 V 是某个代数集.从而得出结论 • 若4不是代败 闭的. 則零点定理坷能不成立. 

( iv ) 试证在 CO , « y ] 中， （ P + yj - U + bOnU - iy 〉. 

( v > 试 UE 在 CO , y ] 中, W ( V « r ( x *+ y *>)*-( x * + y >. 

7.41 试证 CLX ] 中的每个根理想是一些素理想的不冗长的交. 

7.42 试证 • /,, …， /, eC [ X ], 则 Var (/ • •…， /,〉= 0当且仅当存在 /•• ，…， 使得 

1« 念 h t (x、Mxy 
卜 * 

•7.43 考虑下面的论断. 

l . 若/是 CLX ] 中的一个真理想，則 Var ( D 关 
II . Id ( Var (/))- VT . 

m . C [ X ] 中的每一个极大理想形如 …， x .- a .). 

证明 (我们巳经证明了 I => D 和 D 冷 ffl ) 

7. 44设 K 是一个交换环，设 

SpecCR ) 

表示 K 中的所有索理想构成的集合. g £ GSpecO ?>, 定义 Speed ?) 的子集的闭包为 
^ = {所有 满足匕的索理想 P 6 R ， 对所有的 P , 6 E }. 

试证： （ DT ^ TsSpecC /?〉. 
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Ciii ) =0/^7. 

〆 

( iv ) E ( TF = EUF . 

由此得出结论， SpecOO 中所有形如 T 子集构成的集合是 SpecdO 上的一个拓扑.此拓扑称为扎 里斯基 
拓扑. 

7. 45试证在 S P ec ( K >*， 一个理想 P 是闭的当且仅当 P 是一个极大理想. 

7.46 若 X 和 y 是拓扑空间，則称 函数； X — Y 是連*的若对 Y 的每一个闭集 Q , 逆象 f (0>是乂的•个 
闭集.设 /* 尺 — A 为一个环同态，定义厂 * SpecM >， Spec ( R > 为厂 （ Q )«/ 其中 <3是 A 中 

任一个素理想. 试证. 广是一个连续函败. 

7.47 试证由 

<p * («"••• «a a ) h-> (X| — a" … »X| — a.) * 

定义的函数 fC *— Spcc(C j :_]) 是一个单的连续函败（这里 C •和 Spec(C [々，“•• 心]> 都带 

有扎电斯基拓扑， C 上的扎里斯基拓扑如前面定义. 

7.48 试证明 C •中的闭集构成的下降链 

F, 2 F: 2… ^F. 2 F 一 • 2… 

会停止：存在某 /使得 F , 

7.5 广义的除法算式 

给定两个多项式 /( d ， g ( x )6*[ i ]. 这里 g ( d 关0, A 是一个域，何时 g ( i ) 是 /(*) 的一 
个因式？除法算式指出，存在唯一的多项式 Kx )6* W . 使得 
fix) = q(.x)g(.x) + r(x). 

这里 r=0 或 deg(r><d eg (g>. 故 g I /当且仅当余式 r = 0. 让我们从另一个角度来看这个公 
式： g 丨/就意味着 /6( g ), 由 g (: r > 生成的主 理想. 因此，余式 r 是/在此理想中的障碍， 
也鱿是 / e ( g ) 当且仅当 r -0. 

考虑更-般的问越.给定多项式 

/(*)»gi<x)» ,,4 *g,(j) 6 *[■*]* 

其中 A 是一个域，什么时候以0：> = 8«1{幻（1), …， 是/的一个因式？欧氏算法可求 
出除法算式决定是否有 /. 从另一个角度上看，这两个经典的算法结合在一块就给出 
了一个判定是否有/6(沿 ，…， g -> = ( 心的算法. 

给定 ./(XK g ,( X ), 心 （ x ) e *[ x ]， 我们现在问是否存在*[>■，•••， x,] = *[X] 中 
的一个能够判断是否有/€(&,•••，算法？ *[ X ] 中的除法算式将是一个产生 
r<X),a,(X),—,a»(X) 6 *[X] 

使得 

/= aigi + — + a m g m + r, 

其中 r ( X ) 唯 一， 的一个算法.因为 ( gl , …， 由这些 g , 的所有线性组合构成，所以这样的 
一个广义的算律将再一次表明余式 r 是一个 阻碍： /6< g ,, g _) 当且仅当 r =0. 

我们现在来证明除法算式和欧氏算法都可推广至多变置的多 项式. 尽管这些结论是初等 
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的，但它们是最近 （1965 年）由布切贝哥 （&B UC hbe rRer > 发现.代数总是处珲算律，但是自 
19世纪后半叶凯莱 (Cayley) 和戴德金 （Dedekind) 之后，公理化的方法的作用及美丽主宰了这 
_ 门学科.在1948年交换机发现之后，高速计箅变成了一个现实，旧的复杂的算法以及一些 
新的算法都可以实施，更高阶的计算进人了代数.经典算法由单 变董的 多项式到多变 量的多 
项式的推广正在被发现，计算机科学的发展极有可能是一个主要原因.这也是外部思想对数 
学的影响的一个戏剧性的解释. 

7.5.1 单项式序 

Al>] 中的除法算式的最重要的特征是余式 / 具有小的次数.若没有不等式 deg(r)< 
deg(g), 此结论实质上是无用的，因为对给定的任一个 Q(x)e/t[>r], 总有等式 
f(x) = Q(jr)g(x) + [/(j) — Q( j)g(x)]. 

多个变量的多项式是形如 rxl •的 单项式的和.其中 cei 且对所有的；有 0 ,>0.下面是 
单项式次数的两个规定. 

定义一个单項式 •••■ rl - 6 ♦[• Ti ， …， ■>:«] 的多重次数是有序 n 元教组 <» = ( si ， …， 
a.), 其中是非零的且对所有丨•有 o ,>0. 它的总次数是和 | a | = 0 , +•••+<»,. 

在 A[X ] 中，当用去除 /( d 时，人们通常是根据次败将 /(z) 的单项用下降的顺序来 
排列的 i 

fix) = C.X" + C.-I j" 1 + — + CjX* +C| J +c 0 . 

考虑多变 贵的多项式： 

/(■X) = f(.x, , — ,x.) = 2 C '.v-ri 1 … 

我们将 (《,,•••, 简记为 o, 对… X •简记为 X *, 故 /( X> 可 史紧凑 地写成 
/(X> = ^ c . X \ 

我们的 B 标是将 /(X) 中所有的单项式按一种合 & 的方式来排列，我们通过对它们 的多® 次败 
排序来完成这些工作. 

由自然数的所有有序的 n 元数组构成的集合 N_ 关于下加法是一个 i 半群 e , 

15591 (ai » — *a. ) + ()!，••• */9L> = <ai *••• ta m -f ft). 

此幺半群的运算是与单项式的乘法相 关的： 

x-x^ = X ^ f . 

回忆到，一个偏序集是一个带有关系<的非空集合，这里关系<满足反身性，反对称性和 
传 递性. 当然，我们可记为 •riy 若0：;^且 J： 关: V. 我们也可用 ：ytx( 或 yXr) 来代替 a^：y (或 
x<y). 

定义一个偏序集 X 称为是良 序的若 每一个非空集包含一个最小元，也就是，存在 
私€ S 使得对所 有 s 泛 S 有 s 0 <s. 

© 回忆到幺半群 s — 个带有一个滿足结合律的运算 a 有单位元的集含.在这里 • 运算 £+• 单位元是 （0, …， 0) 且 
运算満足交 ft 律： a +^-^+ a . 
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例如，最小整数公理说，带有通常不等关系的自然数集 N 是良序的. 

命题 7. S 3 设 X 是一个良序集. 

( i ) 若 义 ， Xf 則 

( ii ) 每一个严格递戒的序列是有限的. 

证明 （ i ) 子集: y > 有一个最小元，一定为 z 或: y . 在第一种情形下， x < y * 在第 
二种情形下，： y < x . 

( ii ) 假设存在一个无限严格递减的序列，如 

Jl > > -1*3 >* •••• 

因为 X 是良序的，故由所有 _ r , 构成的子集 S 有最小元素 • 设为 . r _, 但矛盾！ _ 
良序集的第二个性质将会用于证明一个算法《终会停止.例如，在一个变 M 的多项式的除 
法算式的证明中，我们对每一步都连接一个自 然数： 余式项的次数.进一步，若算律在一个给 
定的步骤处没有停止，则连接下一步的自然数，即它的余式项的次数，此数是严格变小的.因 
为按通常的不等关系 fl 然数集是良序的，故这个 S 然数的严格递减序列一定是有限的，也 
就是说，此算律在有限步后一定停止. 

我们对多敢次数的排序感兴趣，多東次数与幺半群 N " 中的乘法，即加法，是相容的. 

定义 单项式序是 N •的一个良序，且满足 

<芦可推出 fl + y S / J + y ， 

对所有的 心 X 6 N -. 

N ” 卜.的一个单项式序给出了 ，…，： 《•_] 中的单项式的一个 排序： 当《<卢时， 

我们就定义 X 9 < X ^ 即单项式将根据它们 的多® 次数来排序. 

定义 设 N ” 带有一个单項式序，則每一个 •…， ： r ,] 桉項的次教下降 
的方式可 写成： 首先是它的最高次項，接着是它的其他的次教更低的項， /( X )= q ；^ + 低次 
项. 定 义它的 首项为 

LT (/) = c . X 、 

它的次数为 

DEG (/> = a . 

称 /<X> 为首一的若 LT (/ > = 即若 c, = l- 

存在许多种单项式序的定义，但我们只给出下两种最通用的. 

定义 N 〜上的 宇典序 定义为当 a =/ J 或 一 a 的第一个非零的坐标是正的 e . 

术语字典序来自于在字典中的标准順序. 若 ad 則它们在开始的 £一1 个坐标上相等 
(这里/>1),即 cr ,=^ ，…， u = p ,—\， 并有严格不等式： 免<氏 .例如按字典序下列德文单 
阔是增加的（字母排序为 《<6 CcO "< z ): 

ausgehen 

ausladen 

auslagen 


0 差芦一可饈不在 N • 中 • 但一定在 Z • 中 . 
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auslegen 

bedeuten 

命题 7.54 N •上的字典序:^^是一个单項式序. 

证明首先我们证明宇典序是一个偏序.关系是反身的，因它的定义表明 oSwo . 下 
面证明反对称性，假设且 /?<•„«». 若则它们的坐标中有不等的，设第一个为第 i 
个. 不妨设为 a ,< 典， 但与#5^,0相 矛盾. 现证传递性，假设 #*<^7 (只须考虑严格不 
等关系情 形）， 这样就有 《«•= 谇 ，…， a 卜 卜 tKa . Kp ,. 设 y , 为满足 /3,< y , 的第一个坐标. 
若/><“则 

Vi = Pi = a, ， … ， y»-i = /J^I = a r , ,o, = p h <y,x 

mp > t , fVJ 

15611 7 i = Pt = Oi . — . rt-i = / i-1 = 0(-1 . a . < /S = y ,. 

在任意一种情形下， y _« 的第一个非零的坐标都是正的，也就是 aXwy . 

其次，我们证明宇典序 是一个 良序.设 S 是 N •的一个非空子集，定义 
C , = { S 中的所有有序 n 元组的第一个坐标 }, 

定义办为 C , 中的最小的败（注意 C , 是良序集 N 的一个非空子集）.定义 

C , = {所有有序 n 元组 （ a ,, a :, …, a ,> € S 的第二个坐标 }. 

因为 C :^0, 所以它包含一个最小的数备，类似地，对所有定义 C ,+, 为 S 中所有 开始: 
个坐标是 (5,, ft ，…， 的有序”元组的所有第 i + 1 个坐标构成的集合，定义攻,4,为 G ,, 中的 
最小整数.由构造方法知， n 元组 ft , …， 在 S 中. 进一步，若 a = G ,, a2 ，…， 

a.>es, m 

a — S = (ai — 5i <aj - Si *••• >a. — S,) 

的所有坐标是非 负的. 因此.若 a 关 5, 则它的第一个非零的坐标是正的，所以因此宇 
典序是一个良序. 

假设 aSuj , 我们断言，对所有的 yeN 

a + r < h ./*+ y . 

若。=货， 则 o + y =/ J + A 若^夂-和则沒一 a 的第一个非零的坐标是正的•但 

(/9+y)-(« + y) =p-a, 

故 o + yx ^/ s + y . 因此是一个单项 式序. ■ 

按照字典序，…，因为 

< 1 , 0 , — . 0 ) < ( 0 , 1 , 0 , —, 0 ) < ( 0 , 0 , 1 , 0 , — , 0 ) < 

变量的任意一个置换产生 N •上的一个不同的宇典序. 

注设 X 是一个带有序 < 的良序的集合，《 X •上的字典序可定 义为： a =( a ,, 
a „)<,„6=(6,, — , 6,) 当 a =6 或它们第一个不相同的坐标是第《•个且若用 
_ X 代替 N ,推 广命题 7.45 是一 件简单的事情 • 

定义设 X 是一个集且”>1,我们定义 X 上长为 n 的正字《；为一个函教如 | {1, 2,…， 
n}-*Xi 记 u < 为 
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■W = , 

其中 ；=»(;>. 当然，我们不需要单射，即可能存在重复的 O'. 两个正字可以 相乘： 若 U»' = 
… J-’， 則 

vnv = XiX 8 ,,, ar«Xi . 

我们引人空字，它是长为零的字，记为1,而且对所有正字 W 有在这些定 
义下，由所有空宇及集合X上的所有正字构成的集合 vv(;o 躭是一个幺 半群. 

推论 7.55 设 X是一个良序集，則按字典序（我们记为; VV(X) 是良序的. 

证明我们这里只是给出宇典序的详细定义，它是良序的证明留给读者.首先，对所有 
w€W(X ), 定义 l：^,w. 其次，对给定的 W(X) 中的宇 u = jt , …: r, 和《1丨…： y,， 在短的宇的 
末尾处添加一些1使得它们的长度一样，并重新命名为 W(X> 中的!/, i /. 若； n>m a xi/)， 

则我扪可视 vex -. 我们定若在 X•中〆这是在字典中通常使用的序， 
在字典中，空白是在任何宇母的 前面： 例如， muse 排在 museum 之 前）. _ 

例 7.S6 给定 N •上的一个单项式序，每一个多项式 /(X>= D C .X*€*[X] = *0,， …， 

■x-J 都可以按照它的项的多 fi 次数写成下降的顺序：记 
multiword(/) = a,—a, 6 W(N"). 

设 c〆 〃为 /(X> 中的一 个非岑 的项， g(X>€*[X] 满足 DEG(g><：A 并记 
/(X) = MX) + c^^ + 八 X), 

其中 A(X> 是 /(X) 中多 》 次数 > 尹的项的和， /(X > 是/( X)中多承次数<沒的项的和.我们断 
言，在 W(X> 中， 

multiword(/(X) — c „ X f + g ( X ~)) ■< multi word (/■>• 

/(X) —(>X # +/f(X> 中满足多 K 次数 > 沒的项的和是 A(X ), 而次数更低的项的和是 + 
g(X). 但由习娌 7.51 中 DEG(/+g></3. 因此 /(X> 和 /(X>-£>X*> + ff (X) 的初始项是相同 
的，而/XX)— <>X # +g(X> 的下一项的多歎次数这就证 明了这 个论断. 

若 /(X>—/(XJ-V^+^X ), 其中 qX# 是/( X)的非零项 & DEG( ff >C /3, 则 /( X>> 
i../(X)-c,X^ + g(X ). 因为 VV(N_> 是良序的，由此得出，这样形式的序列一定是有 限的. ◄ 
下面是第二种通用的单项式序. 

定义 N •上的次数-宇典序定 义为： 若<»=芦或 

I o 1= < 2 a = i 沒 I ， 

*••1 *-> 

或，若 u | =丨/?丨，則卢一<«的第一个非零的坐标是正的. 

换言之，给定<«=(«»,， …， a ,) 和 fi =(^ ，…， P .), 首先检査总 次数： 若 U I <丨沒 I ， 
则 若 a ， 办的总次数相同，则用字典方式给它们 排序. 例如（1，2, 3, 0)<,,„(0, 2, 
5, 0>且 （1, 2，3, 4 Xjw .U» 2. 5, 2). 

命雇 7.S 7 次教-字典序是 N* 上的一个单項式序. 

证明按照通常的方法就可证明 Si 是 N •上的一个偏序.下面证明它是一个 良序. 设 S 
是 N" 的一个非空子集. S 中的元的总次数全体形成 N 的一个非空子集，故存在一个最小者， 
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不妨设为 /. 而所有具有总次数/的 o€S 构成的非空子集有一个最小元，因为在此子集上，次 
数一宇典序就是宇典序了.因此按次数一字典序， S 中存在最小元. 

假设0<也,办 y€N '. 由于 | 0 + y| = I 0 I + | r I - 故由 U| = |/9丨可推出 |«+y| = 

I /3+y 丨且由 I a 丨< I沒丨可推出丨 a+r I < I P +7 I . 在后一种情形时，命题 6. 44表明了 

a+Y<n..fi+y. ■ 

下一个命题表明，在单项式序下，多变最的多项式表现得同单变最的多项式 一样. 

命 B7.S 8 设<是 N•上的一个单項式序，/(X), g (. X ), A(X)e*[X]=*[x,, x.]. 

⑴若 DEG(/) = DEG(g), K LT(g) | I-T(/). 

(ii) LT(/rg) = LT(A)LT(g). 

(iii) 若 DEG(/) = DEG(Ag>, W LT(g) | LT(/). 

证明 （i>DEG(/>=a=DEG(g>, 则 LT(/>=c；f •且 1/T<g>=</X， ， 因此 LT(g> 丨 LT(/> 
[也有 LT(/) I LT(fi：)]. 

(ii) 设 fc<X)=6X，+ 低次项， A(；0=«r；^+ 低 次项. 故 l.TU)=cX，， LT (. g )= bX ^： 显然 
〜为/ >(X)g(X> 的一个非零的项.下面《明它是 A(X)<f(；0 的首项.设 qX * ■为;的满 

_ 足 //<y 的仔意一项，是 S (X> 的满足 的一项. DEG(c,X-6.X*)* i u+>-. 因为<是一 

个单项式序，所以 A»+»*<y+>Ky + 乒因此 cWf 〜是 A(X>g(X) 中具有最大多重次数的首项. 

(iii) 因为 DEG(/> = DEG(A«0, 由 （i) 有 I LT(/), 由 （ii> 有 l,T(A>LT(g) = 

LT</^)， 因此 I/H g > 丨 LT(/)_ ■ 

习艄 

7.49 (i> 写出 40, : y] 中在宇典序及次数-宇典序下的开始的10 个首 -- 苹项式. 

(ii) 写出4[>, y, *] 中在 宇典仔 及次数-宇离序下的总次败至多为2的所有酋一单项式. 

7.50 试給出一个良序集X的例子，使之包含一个有无限多个前序元的元索 <•. 

*7-51 设幺是 N" h 的一个单項式 序. /(X), *(X)6*[X]-*[x,. •«•.] 是非零多项式.试证，若 f + g^t 

0. m 

DEG(/+*) < m«x<DEG(/),DEG(/r)|, 
a 只有当 deg (/)~ deg ( k ) 时，严格不等式才 oj 能出现. 

7.5.2 除法算式 

我们现在来用单项式序给出多个变量的多项式的除法算式. 

定义设< 为 N ■上的一个单項式序， /CX), g(X)6*[X]=*[x,, X.]. 若存在 

/(X〉中的一个非零項 ⑼使得 LT ( g ) | C f X •瓦 

MX) = /(X)-j^ T gCX), 

則简化/^>表示用/>替換 /. 

简化就是单变量多项式的长除法中的通常 步骤. 若/^,则我们用 g 消去/中的 一项就 
产生了 A. 当然，简化中的一个特殊情形是 c# X〃=LT(/> 时. 

命题 7 .5»设彡为 N •上的一个单項式序， /CX), g(X)6/t[X] = *[x,, xj . 假设 
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/&，也就是，存在 /( x ) 的一个4零項^使得 i / r(w | qx 、 且 

g ( x ). 

若斤 = DEG (/)， 《 

hCX ) = 0 或 DEG ( A ) < DEG (/); 

若沒 < DEG (/>, 则 DEG ( A > = DEG (/). 在任意一种情形下，均有 
DEG(j^y^(X))<DEG(/). 

证明记 

/( X ) =* 1^'(/> + £ ^-+低次项. 

因为 qX 11 为 /( X > 的一项，故有 ^^ DEG (/). 若 LT ( g )= a,XS 故 DEG (发 > =y .记 
« CX ) = a r X r + a . X 1 + 低次项. 


因此 


=/<X)-j^yCLT( ir )+a A X 1 - 


= [/<X) — C.X.] — j^^j[aiX A + …] • 

由 LT ( ff ) | 可知芦一 y € N ' 我们断言 

上面不等式成立， W 为由 ACy 可推出 A + (/?_ y ) Cy + (沒一 y >=/9. 下面证明 A +/ J ~ y 为次数， 
只须证明为出现在 一 j ^ jl ^ X ^”，] 中的最大的多重次数. 

但若为 g ( x > 中的次数更低 的项. 即^<；1,那么由<是一个单项式序可得 7+( 尹一 
(. p - Y ). 得证. 

若 fc ( X )#0, 那么由下习题 7. 51可得出 


[5651 


DEG ( A ) < max { DEG </( X )-<> X ”， DEG (-+ ..•]) I . _ 

若 ^= DEG (/> ,则 c M X >= LT ( f ), 

/( X ) - c f X ^ = / XX )- LT (/) = c . X * + 次数更低项 • 

因此 DEG (/( X >-<> XO = ie <： DEG (/). 从而此时有 DEG (/ i >< DEG (/>. 若芦 < DEG (/>， 则 

DEG </< X )- c ( I X ' , ) = DEG (/), 而 DEG + C 卢< DEG (/) ，故此时有 

DEG ( A )= DEG (/>. 

最后的不等式是很清楚的，因为 

為 ( X>=c ， + 
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因为 DEG ( —+ …])<沒，我们看到 

DEG (!^ yg < X))=^< DEG(/). ■ 

定义 设 {g, ,…， 其中 思.=度,（；06是[\],多項式 r(X> 称为 modU, ，…， g„> 既 
约的若 r(X)=0 成没有 LT(g.) 能整除 KJO 的任意非零項. 

下面给出多变董多项式的除法算式.因为这个算律要求“因式多项式” ，…， 按一定 
的顺序使用（总之，一个算律必须给出明确的指示>.我们将用多项式的/»元有序组这个概念 
而不是多项式的一个 子集. 我们用记号 [g , ，…， 表示第 i 个分*为 g. 的 m 元有序组，因 
为通常的记号(幻，…， iU) 将会与由所有 ;r, 生成的理想(心， …， 相混淆. 

定理 7.60UO ,, …， *■] 中的除法算式） 设<为阶上的一个单項式序， *[X] = 
*[ x ,, xj . 若且 G=[g,( ； f), … ， gJX)] 是 *[X] 上的一个多項式的 m 元 
有序组，則存在一个算律，它能給出多項式 r<X), a,(X). 使得 

/ = ttigi + •- + a m g m -f r, 

其中 r 是 modU, ，…， 尽 J 軋约的，且对所有 I •有 DEG(«^XDEG(/〉. 

证明一个单项式序选定后，多项式的首项就确定了，此算律是单变量的多项式的除法算 
式的直接 推广. 首先尽可能多地 mod 幻约化，再 mod 以约化 • 再 mod 其，约化，等等.下面 
_ 有一个更准确描述这个算律的编码： 

Inputs /(X)= * — 

Output t r， a \ * …， a m 

r *—/»“，•—0 

WHILE / is not reduced mod {gi ， …， g_}DO 
select smallest i with LT(^, ) | CpX f for some p 
f-lc 0 X fi /LT(.g.)2g. *=/ 

A + CqXVl/RgJ] «=a, 

END WHILE 

在此算律的每一步骤 A, 中，由例 7.56, 在 W(N-> 中，我们有 multiword (A,_)> 

„,miltiword(A； +1 ). 故算律会停止因为是 W(N”1 的一个良序.显然，输出项 r(X> 是 mod 
<&,•••， S< J 既约的，因为若 它有一 项被某 LT(s,) 整除，则就有更进一步的约化. 

S 后，对某中间输出项 /i(X), a,(X> 的每一 项都具 有形式 qXVl/RsvK 像人们在编码中 
看到 的）. 由命题 7. 59知.或者 ci.g,=0 或者 DEG(a. gf ><DEG(/>. ■ 

定义给定 N * 的一个单項式序，一个多項式 /(； Oe *[ X ], 及一个 m 元有序组 ，…， 
g ,], 我们称除法算式的输出項 KX > 为 /mod G 的余式 • 

注意 /modG 的余式 r 是 mod< gl ，…， g.} 既约的，且 /-r6/ = ( 幻，…， g .). 算律要 
求 G 为一个 ™ 元有序组，这是因为命令 

select smallest i with LT(^, ) \ c fi X p for some p 
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就指明了约化的序.下一个例子表明，余式不仅依靠多项式集{&，…，而且依靠 m 元 
有序组 G = [幻 ，…， 心]中分董的排序，也就是说，若又是一个置换且 & = 

☆»>], 则/ mod G . 的余式可能与/ mod G 的余式 r 不相等，甚至更糟的是，有可能 
r 关0而％=0,因此 mod G 的余式不是/在理想(幻 ，…， 中的阻碍. 

例 7. 61 设 /( x ， y ， z }— x 2 y z -\- sy , 设（?=[沿，容 2 ， g 3 ]， 其中 
g \ =： y * + z * 
g 2 ss x i y-hyz 
gi =** 十 

我们使用 N 3 上的次数一字 典序.由于; y »= LT ( S ,> I LT (/)=/ y , 故卢 h , 其中 A = /— 

X ^ ( y 1 + z i ) ; = — x l 3^+ xy . 多项式是 mod G 既约的， 因为一 • r 2 * 2 ， ： cy 不被首项 15681 

LT (奶）=¥， LT (玢>=^>及 I / T (^) = P 中的任一个整除. 

另一方面，让我们以3元有序组 G ' = [ g :， g ,, g ,] 来应用一下面的除法 算式. 则第一个 

约化给出 f ^ h ', 其中 

h' = / —+ =—y**r + xy. 

注意 /•' 不是既约的， mods , 约化之，给出 

h ' - y 1 + ** ) = z 1 + xy . 

但 * 3 + jry = gj . 故 z *+_ ry ^ io . 

因此余式依赖于 m 元有序组中因式多项式 g , 的排序. 

对于一个更简单的有不同的余式（均不为 0) 的例子，请参阅习题 7.52. ^ 

余式对 m 元有序组 G = [ g ,， …， 和]中幻順序的依赖性将在下一小节中 讨论. 

习题 

*7.52 设 x —^—[ x - z . x — y ]. 试证 ： r mod G 与 >r mod G (次败■•字典序）的余式是不 同的. 

7.53 在此习題屮用次败一字典序. 

(0 求 —; y +1 mod [ xy *- x , * r 一夕]的 余式. 

( ii ) 求 yy + x * y —>+1 mod [ x — y *» ly * — i ] 的余式 • 

7.54 在 此习題 中用次数一字典序. 

u ) 求 Py + jy+y moa [ y — i， ： ry — 1 ] 的 余式. 

( ii ) 求 x ^+ jy + y 2 mod [町一1， / —1] 的余式. 

•7.55 设•是一个非零的单项式，多项式 / OO , g (；0€4[； C ] 的没有一个非零项能被•整除.试证 
/(；0—/?( X > 没有一个非零项能被镲除. 

•7.56 A [ X ] 中的个理想/是一个麟项式理想，若它是由一些单项式生成的 理想： /= Of < n ，…， X ^). 

( i > 试证 /( X >€ J 当且仅当 /( X > 的每一项都可被某；整除. 

( ii ) 试证若 ，…， 知]且 i •是 modG 既约的，則/•不在单项式理想 （ LT (扪•…， LT ( a >) 中. 


_ 
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7.6 格罗布纳基 


在此节中，涉及余式时，我们假设 N •带有某个单项式序（读者可用次数-字 典序） ，故 
LT(/> 有定义且除法算式有意义. 

我们看到，由除法算式而得的/ mod [幻 ，…， 《-] 的余式依赖于 s, 的排列.理想 J = 
(«.. 的格罗布纳基 （GrSbner basis) 就是一组满足下列性质的基：对任意一个由&组 

成的 m 元有序组 G, / mod G 的余式确定了 /是否在 J 中，这将是定义的一个推论（给出定义 
是为了确保格罗布纳基是集合而不是 m 元有序组）. 

定义称多項式集 U ,, …， 是《想 I =( g ,, …， 的一个格罗布纳 0 基，若对每一 
个朴零/€ 存在某 g , 使得 I / T (沿 ） 丨 LT (/). 

例 7. 61表明 

不是理想十 ** ， j^y+yz, **+■!：>>) 的一个格罗布纳基 ■ 

命腰 7.62 多項式集 …， 心} 是攻想 f =( 幻，…， 的一个格罗布纳基当且仅当对 
每一个 w 元有序组 (；• = [☆!> ，…， ga ] (其中 a 6 S _>， 每一个/€ /的 余式是0 mod G ,. 

证明假设存在某置換《;€5•及某使得/ mode；， 的余式不为 0. 在所有这样的多项 
式中，选择/使之 具有最 小的 次败. 因为{奶， …， gj 是一个格罗布纳基，故对某/有 I/TOrO | 
I-TC /). 在存在简化的 Wi) 中选择最小者，注意 W 为 DEG(A><DEG(p, 故 
由命題 7. 59,除法算式给出 -- 系列简化/ > = A> 2 —… —A,=0. 对/应用除法算式知可 

在此系列简化之前添加 /-A , 由此得出 /mod 的余式是0,矛盾！ 

反之，设<幻，…， 《•} 是 /=( g ,, …，〜>的一个格罗布纳基.若对每一个 i 存在一个非 
零/€/使得 I / T ( g . MLT (/>. W 在任意一个 简化 / iA 中，我们有 LT ( A ) = LT </>. 因此， 
若<5=[&|， …， ^»].则在 mod G 下应用除法算式就给出简化 = r 且 
[5701 LT ( r ) = LT (/). 因此， r #0, 也就是说/ mod G 的余式不是0, 矛盾. ■ 

推论 7.63 设/ =(沿， …， gj 为一个 * 想，设 （ Sl , …，为 J 的一个格罗布纳基，且 
设 G =[ gl ， …， g »] 为 由吣构 成的任意一个元有 序组. 若 /( X >6*[ X ], 則存在唯一的 
r ( X )€ A [ X _] 使得 /— r 6 /，其中 rOO 是 mod { g , ，…， g _} 洗约的. 事实上， r ( X > 是 /modG 
的余式. 

证明除法算式给出了一个 mod {沿 ，…， 既约的多项式 r 及满足 /= ailri + … + a>fgl> + r 
的多项式 “I •…， 显然，/ 一 r = a , g , + … + a „ g 1> eZ . 

下面证明唯 一性. 假设 r 和/是 motUgi ，…， g —> 既约的且 /— r 和/ — 〆 均在 J 中，故 
(/— 〆 ）_(/—»•> = /•— 〆 €厂因为 F •和 〆 都是 moditf ,， …， g _> 既约的，它们中没有一项能被 
任何 LT ( g ,) 整除.若 r _ 〆 关0，'那么由习埋 7. 55知， r - 〆 中没有一项能被任何 LT (扪） 整除. 


© 是布切贝 W(B.B UC hb e rg«> 在他的学位论文中《明了格罗布纳*的主饔性质，他这样命名 E 为了表示对他的导师 
格罗布纳的荨重. 
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特别地， LT(r— 〆>不被任何 LT< Si > 整除，这与命题7_ 62矛盾！因此》■=〆. _ 

下面的推论表明，格罗布纳基解决了在除法算式中用不同的 m 元有序组得到不同余式的 
问题. 

推论 7. M 设 /=(«,,•••, g «_> 为一个理想， { g ,. 为 J 的一个格罗布纳基， G 为 

m 元有序 &G = [ gi ，…， 

< i ) 若 /( x ) ecx ], g ,= o , …， …，其中是一个 置换.則 / mode 的余式 
等于/ mod G , 的余式. 

(ii> 多项式 /€f 当且仅 S / modG 的余式为 0. 

证明 （i> 若 r 是/ modG 的余式，那么由推论 7.63 知 r 是满足 /-r6J 和 modU, ，…， 
既约的唯一多项式.类似地， /modG. 的余式是满足 /_/•,€/ 和 modG, 既约的唯一多 
项式，由推论 7. 63的唯一性知 r=r.. 

(ii> 命题 7.62 表明，若 /6K 则它的余式是 0. 反之，若 r 是 /modG 的余式，則/= 9 + 
r , 其中 96/. 因此，若 r=0 , 则/€/. ■ 

许多明 M 的问題出现了.格罗布纳基存在吗？若存在，唯一吗？给定 lM；X] 中的一个理想 
/,存在会使我们认识求丨的格罗布纳基的算式吗？ 

术语 S- 多项式 会使我们认识格罗布纳基，但我们首先引人一些记号. 

定义 设 a = <<»■，•••， a ,) 和芦=(典，…， /?■) 郜在 N ■中， 定义 
a V p = ft, 

其中 ju = (//i ，…， /<■> 由灼 = max { a , ，兵}给出. 

易见 X* v < •是单项式X •和的最小公倍式. 

定义 设 /(幻， g ( X )€*[ X ]. 其中 l,T(/>=a.；f， l.T(. s )=b t X 1 ', 定义 

Uf , g ) = x. v '. 

S - 多项式 s (/, 客）定义 如下： 



注意 S (/, g ) = - Sig , /). 

例 7 .6 S 我们来证明，若 /= X •和 g = 沪是单项式，则 S (/, ^)=0. 因为/和是单项 
式，所以我们有因此 

S (…辦 /- 靜令 < 

下面这个技术的引理指出了为什么 S 多项式与我们的讨论是相关的. 

引理 7 .M 给定 …， g ,( X > e *[ X ] 和单項式设 fc ( X >= 2 CiX ^ BM ). 

设汐是一个多重次教.若 DEG ( A )< C 5 且对所有的></, DEGU i X ^ i ) g i (. X ))= d > 则存在 
d 々使得 



418 


第 7 聿 


其中 /1 0)= DEG ( g i )V DEG(g 1+t ), 且对所有 i<l, 

DEG (X卜灿 S( gi ，g 出） ）< S. 

注此引理说，若 DEG (乏 <5,其中 a , 是单項式，而对所有 j , DEG ( a 说 ,）= 

S , 則 A 可写成 S - 多項式的一个线性组合，此线性组合以单項式作为系数且每一項的 
[5721 多重次数严格小于 5. 

证明设 LT ( ft )=&,； f 〜 > ，故 LT ( C , XO 沁 < X ))= cA ； f *. 因此 A ( X ) 中 X * 的系数是 
2 cA - 因为 DEG ( AX 5, 我们必须有 2 C A =0- 定义首一多项式 

) I 

uj(.X) = bj'X^' gi (.X). 

存在和 

A ( X ) =2 c y X * <>, ft ( X ) 

> ra l 

= C|6i(tii 一 “2) + (cj6i + Cibt)(u2 一 m 3 ) + … 

+ (< ： 1 私 + … -f- C/-i6^-i — «/) 

4 - (C|6i + … + Ctb e )u,. 

因为 Dq 6 ; =0, 所以最后一项 ( cA + m + tA ) 叫 =0. 坦为 DECXqX^g^XnsS, 所以我们有 
a(.j)+p(.j)=S, 因此对所有 j 有 XM | X *. 因此， 对所有 j<6 我们有 lcmU #, X ^* 1 '} = 

I X *. 也耽是说，若我们 E ^ p -^ pV^O + l ), 則$—//0>6价_但 

= i ^^ < X ) - rrfer )^' (X) 

=« 广 “…. 

在和式中代人此等式，即得出我们所希望的 形式： 

h(.X) = c l 6, X ^ ,> S ( g ,, g I ) + ( c 1 6 1 + c I 6 1 ) X ^ ,, S ( g ,, g ,)+- 
+ ( ti*i + ••• + c / - ifc ( -i > X*"〆 卜 n S ( g M ,g,). 

其中沁 = Cl 6, + … + C> Ap 

最后，因为 u , 和 《 i + l 都是首项的多重次数均为 S 的首一多项式，所以我们有 
DEG (〜一 •但我们已经证明了 “, 一“,+,= 幻 ♦,)，故 DEG ( X *»> S ( ft ， 

g^i))<S, 得证. ■ 

由命题 7.62, { g ,, …， 是理想 /=(幻，…， 的一个格罗布纳基，若每一个/€ 
_ J mod G 的余式为 0 ( 其中 G 是任®排列 g , 而得的任一个 m 元有序组>.下面定理的重要性在 
于，它证明了只要计算有限多个多项式，即 S •多项式.的余式，就可以确定 …， g «} 是 
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否为一个格罗布纳基. 

定理 7.67 {布切贝哥）集彳幻 ，…， 是理想 J =( gl , …， 仏> 的一个格罗布纳基当且仅 
当对所有/ >. 9 ， SCg r , g,>mod G 的余式为0，其中 G =[ g ” …， g .]. 

证明显然，作为 g , 和 g , 的一个线性组合， S («,, g ,> 在 I 中. 因此，若 G =( gl ，…， 
是一个格罗布纳基，那么由命題 7. 62可知 S ( g ,, 办 ) mod G 的余式是 0. 

反之，假设对所有/ «. 9 , S ( g ” g ,) modG 的余式为 0 ,我们来证明每一个 /€/ mod G 
的余式是0.由命题 7.62, 只需证明若/€/,則对某“ LT ( gi ) | LTC /). 因为 = 
(. g ,, g m )< 我们可记/= 故 

DEG </) < max { DEG ( fc , 名 ■>}• 

若对某个《 •有 DEG (/> = DEG ( A , g 山则由命題 7. 58可得 [. T ( gi > | LT (/>, 矛盾.因此，假 
设有严格不 等式： DEG (/)< max { DEG ( A . g.)K 

多项式 / 可以用多种方式写成 g , 的线性组合，在所有形如/= f A 名.的表示中，选择一 
个使得是》小者(因为<是一个良序，所以这是可实现的).若 DEG (/)= tf , 
则像上面一样我们的证明完成了.因此假设有严格不 等式： DEG (/>< ff . 记 

/= 2 h >si + 2 h <gt. ⑴ 

若 DEG(D 则 DEG (/)=& 矛盾.因此但这个和式中沪的 

系数是从4的首项中而得的.故 

DEG('^LT(h i )g i )<8. 

注意 X ； 1/1'(\)仏是一个满足引埋7.66的多项式，故存在常量义 及多重次数/ /(_;> 使得 
； 

^LTih^gj = ^> ，灿 5 ( 幻，幻 +| >， ( 2 ) 

其中 deg ( x *- 仲 S ( ft , g ^. JXa 6 . 

因为每一个 S ( gi , ft + ,> modG 的余式为0,由除法算式， 有％ ( X >€*[ X ] 使得 
S(g, <Ei*\ > = * 

其中对所有的 i , « DEGt ^ g . J ^ DEGCSC ^, g ^,)). 由此得出 
X-^S(,g„g^) = ^X^'a.g,. 

因此，由引理 7.66, 即有 

DEG ( X , -^ , a ) ,) < DEGCX ^^ SC ^ < S . (3) 


© 读者也许会问，为什么我们考虑所有的多多项式 S (办 • 6)1(8 不仅是形如 S (扪，沁 < M ) 的那*分.0答是，余式条 
件仅应用于满足 DEG ( A ,|,>=5 的犀些岣心.若将指标看成 *, 兩指标不一定是连续的. 
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将其代人(2>,我们有 

2LT(fc,) ft =2^X-^>S( <ri , g , +I ) 

i i 

= E4(^X〜 g .) 

» i 

若我们记则 

$I.T(Vft = 2>V., (4) 

其中，由 （3) 有对所有的 /, DEG(A；g,)<a. 

最后，我们将(4>中的表达式代人（1>, 

/= 2 h > e > + 2 h ' S > 

DRJuJjj ^)-# IXXAkfU^Ki 


— 2 LT(Aj)a+ 2 lh, — LT (hj^gj + 2 ^fSf 

DEGi*^)-* DGC<*;〜>-« UBmh,K f i<d 

~2^* + 2 [办， - L 丁 ( m ]《'+ 2 办心 

DIXKV/XI 

我们将 / 重写成 仏的一 个线性组合，且其中每一项的多重次数严格小于心这与5的最小性矛 
盾，从而完成此证明. ■ 

推论 7.68 若/ = (/\ ，… • /,>是奸 X ]中的一个单項式理想，即每一个/,是一个单項式， 
«{/!，•••， /,} 是 J 的一个 格穸布纳基. 

证明由例 7. 65,任意一对单项式的 S 多项式都是 0. ■ 

下面是主要结论. 

定理 7.69( 布切贝哥 算法} A [ X ] 中每一个理想 / = (/,,•••, / s > 都有格罗布纳基❸，且可 
由一个算法而得. 


证明下面是一个算法的伪码. 

Input: B={f l9 ―, f s ) G=[/" …， / s ] 
Output ： a Grobner basis B={gi, •••, g m } 
containing{/i, … ， f s ) 

B *=</i * •••* f s )t G *=[/".“，/ s ] 
REPEAT 


B' *=B ； G f *=G 

FOR each pair g, ^with g^g f ^ B f DO 
r *= remainder of S{g 9 g-^mod G* 


© 格罗布纳基的存在性的非构造的证明可用希尔伯特萋定璉的证明绾出，见科免斯 （Cox)、 黎特 （LiuUO 及奥厦 
(O’Shea) 的书中第 2. 5节(他们在 2. 7节中给出了一个构造性的 ft 明）. 
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IF r^O THEN 

B s=BU{r}s G’:= [gi ， ••• ，， r] 

END IF 
END FOR 
UNTIL B=B' 

此算法的每一循环都将一个子集 …， 《„) 增大.添加它的 S •多项式 S ( g , 〆 > 
中的一个的 modG 余式至其中，因为 g , g'ei, 所以 S ( g , 〆 )的余式 r 在7中，故更大的集 
BLMr } 也包含于 I 中. 

此算法在某 B ' 处停止的唯一的阻碍是某 S ( g , ff ') modG ' 的余式不为 0. 因此，算法停止， 
则定理 7. 67表明 B ' 是一个格罗布纳基. 

下面证明算法的确会序止.假设一个循环自灰处开始，至 B 处结束.因为玫 SB , 我们 
就有一个单项式理想的包含关系 

(LTC«) « g e B'> S (LT(g) « * 6 B). 

我们断言，若 B ' SB , 则存在一个严格的理想间的包含 关系. 偁设 r 是某 S - 多项式 mod S ' 的 
—个(非零的)余式，且丑= 8^11<4.由定义，余式 r 是 mod G 既 约的. 故对任意 g € B'，r 
的任一项都不被 l - T ( g ') 整除.因此由习《 7. 56, LT ( r )«( LT ( g ) « g'eB'). 另一方面，我 
们有 LT ( r ) e ( LT ( g > | 因此，若此算法不停止， 则存在 一个无限的严格上升的理想 

链，这与希尔伯特基定理矛盾，因为礼久]澜足 ACC . _ 

例 7. 70读者可证明玫 ={;/+** , J ^ y + yz , :^+:^>不是一个格罗布纳基，因为 S(;/ + 
I 2 , modG 的余式不为 0. 然而，添加就得出了一个格罗布纳 

基 B . 因为 B 中所有的 S- 多项式 mod B 的余式都是 0. 4 

理论上讲，布切 W 哥算法可计算出一个格罗布纳基，但如何实现它是一个问题.在许多悄 
形下，此算法的计算要用相当大的时间，另一方面，存在的例子表明，此算法要花费很长的时 
间才能得到它们输出项.科克斯，黎特及奥厦的书第 2. 9节中讨论了布切贝哥算法的有效性. 

推论 7.71 (;>若 …， /,) 是 4[X] 中一个理想， 則存在一个决定一个多項式 

fc(X)€<M：X] 是否在 f 中的一个算法 • 

( ii > 若1=(/,，…， /,), 1'=(欠，…， / s ) 是 *[ X ] 中的《想，則存在一个 W 断1 =广是否 
成立的一个算法. 

证明《>用布切贝哥算法求出丨的一个格罗布纳基，再用除法算式计算 A modG 的余式(其 
中 G 是由 B 中多项式排序而得的任一个;《元有序组〉.由推论 7.64( ii > 知，当且仅当 r =0. 

( ii > 用布切贝哥算法分别求出 J 和 〆 的格罗布纳基彳幻 ，…， g m ), { 〆 ，•••， g' f ). 由 （ i ) 
知，存在一个算法可确定是否有每一个 he / 及若每一个 Zez ， 是否有 /'£/. 类似地，存在 
一个算法可判断反包含是否成立.故存在一个算法可确定是否有/=广 成立. _ 

这里必须注意.推论 7. 71并不是从“若 J 是*[ X ]中的一个理想”开始的，事实上，它特指 
一个基： /=(/,,•••,/,>. 当然. 其原因是布切贝哥算法需要一个基作为输人项，例如，若 
J = (.h,, h s ), 则此算法不能用来检査是否有一个多项式在根 VJ 中，因为人们不能 
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求出 V 7 的一个基（存在算法可给出 7(/,, …， /,>的基,见贝克 （ Becker ) 和威朴分尼 
( Weispfenning ) 的书 .） 

—个格罗布纳基 B ={ gl , …， 可以 很大. 例如，由命題 7-62 知，若则 BU 
[5771 {/} 也是 I 的一个格罗布纳基.因此，人们一般求在某种意义下最小的格罗布纳基 • 

定义理想 J 的一个基 {gi ， …， 是既约的 ，若 

( i 〉 每一个 gi 是首一 的. 

( ii ) 每一个 g ‘是 mod 彳 gi ， .. •.泛 ，…， 约的 ■ 

对于每一个理想（，，•••， /,), 习题 7.63 给出了一个计算一个既约基的 箅法. 结合习 
题 7.65 中的算法，我们可以将一个格罗布纳*收缩为一个 R •约的格罗布纳基.可以证明，一 
个理想的既约的格罗布纳基是唯一的. 

在特殊情形下.每一个 /,( X > 都是线性的，即 

/,( X ) * a.iXi + ― + a ,. x . , 

在这个特殊情形下，公共；点 Vm (/,, …， /,>是一个"个未知量的 f 个方程的齐次方程组的 
解. 若々 = [«,>]是系数的 tX n 矩阵，則可以证明，既约的格罗布纳基对应于矩阵 A 的既约的 
阶梯形式（参见贝克和威朴分尼的书中的第10.5节>. 

另一个特殊情形是，是一个变置的多项式的悄形_由</,，•••， /,} 而得的既约 
的格罗布纳基可证明就是它们的 gcd . 因此欧氏算法就被推广到了多个变最的多项式中 • 

最后我们来证明如何求理想的交的一个基以结束 本章. 给定一个多元多项式方程组，求解 
的一个方法是消元（参见范德瓦尔登 （van dcr Waerden 〉 所著的《近世代数 D KModern Algebra ) 
中的第 XI 章〉. 给定一个理想我们导出一个关于部分未定元的理想，它实质上是带一 
个低维平面的 Vw (7> 的交 • 

定义设*是一个城，设 y ] 为一个理想，其中 *[ X ， 是*于不相交的变量集 
xuy 的多項式环.消去理想是 

/x - / n *[x]. 

例如，若 xy ), 则格罗布纳基是 U l , oryK 由推论 7_68. 因为它的生成元是单项 
式），而 /, = {0>. 

命題 7 . 72 设*是一个城， x .] 有一个使得■成立的单 
項式序（例如字典序）且对团定的 P >1, 设 ，…， jv 若 ISi [ X ] 有一个格罗布纳基 G = 
{ gl , g m ), 則 对于消去理想 fv = IfUO ,， …， Jr ,], GflG 是一个格 f 布纳基. 

证明回忆到， <&,”•， 是/ =(«,,•••, g -) 的一个格罗布纳基意味着对每一个非零的 
/€/,存在 g , 某使得 LT ( g ,) | LT (/). 设/( X ,， …， 八为非零的.因为所以存在 
某&(尤)使得 l . T ( gi ) | LT (/). 因此 LT ( g ,> 只涉及“后面”的变量： c ,， …， x - 设 DEG 
[5781 ( LT ( g ,))=^ 若 g •.有 一项 C . X •涉及“前面”的变量 a , «< P , 则因为 … 

故有 a >/?. 这是一个矛盾，因为#是 g . 的首项的次败，它应该比 g . 的任何一项的次数都大. 
从而沿 I ,].习题 7. 62表明对于 r Y =/ ruo ,, …， j -.]. Gfu [*»，•••， ■*••] 是 
—个格罗布纳基. ■ 
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我们现在来给出理想交的格罗布纳基. 

命 B 7.73 设走是一个城， A ,-, J , 是; U ； X ] 中的理想，其中欠二心 ，…， a ：,. 

( i ) 考虑 n + t 个不定元的多項式环 A [ X , >” …，； y ,]. 对所有的尸若 J 是 *[ X , y " …， 

力]中由1 — <力 +•••+;>>,) 和 y , f , 生成的理想，« 

>•! 

( ii ) 给定/,， …， f , 的格罗布納基，則可以计算•出的一个格罗布蚋基 • 

证明（;)若/=/(；0€八=7门*[幻， m / ej , 所以有 

/(X)=g(x. yxi-s^i) + 2 A » cx ' y.)y>9/<x), 

其中 h ^ kiX , y ] 且沁 e />. 设; y , = l 和其余: y 等于0,则/=沁（乂， 0, …， 1, …，0〉免 
( X ).注意0,…，1, …， 0)6*[ X ], 所以 / e /,. 因为）是任意的，所以我们有/€ 

n / ( . 从而•/ x Gn /,-. 

下面证明反包含.若 / eru , 则 

/=/(1-2力>+ 2>>/ 

表明 / ej >. 得证 • 

( ii > 这可由部分 （ i ) 和命題 7.72 得出，若用单项式序，其中； f 中的所有变 董先于 y 的 
变量. ■ 

例 7. 74 考虑理想 f = ( x ) n ( i l , ： 0 >， y > C *[ x . y ]. 其中*是一 个域. 尽管用手工求 J 
的一个基是不困难的，我们用格罗布纳基来说明命題 7.73 •设《和^是新的变量，定义 
J — (1 — u — vtux tvx 2 tvzytvy 1 ) Q 

第一步是求 J 的一个格罗布纳基.我们用宇典序，这样:因为两个单项式的 S - 多 
项式为0,布切贝哥算法很快就给出 J 的一个格罗布纳基 

G = {v+ M— ltJ^ tyXfUXtuy 1 ― y 9 ). 

由命题7.72, /的一个格罗布纳基是 GfUO , 中的所有不涉及 u 和 I ；元素.因此 

I = (x) n (x* ， j ：： y,y) = ix 2 9 xy). 4 

习 B 

在下列练习中使用次败-宇 典单项 式序. 

7. 57设 — X 1 , *— x J ). 

( i ) 规定序关系设<»«为阶上的相应的单项式序.试 lELy — * 一: r *] 不是7的一个格罗布 

纳基. 

( ii > 规定序关系：设上的相应的单项 式序. 试证 Ly — x *, * — x »] 是 f 的一个格罗布 
纳基. 

7.58 求— 1, xy 1 — x ) 的一个格罗布纳基. 

7. 59 求 ^+2无*>+/ + 3〉 的一个格罗布纳基 • 


0这实际上是习覇 7. 65中给出的既约的格罗布纳*. 
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7.60 求/=(•«:， xy - z , 只一 J ：> 的一个格罗布 纳基. x *+ j :+1 在 f 中吗？ 

7.61 求 J = — 3»， y 2 — x . Py 2 — 的一个格罗布纳基. j * 十 j ： 十1在 J 中吗？ 

•7.62 设/是乩; G 中的一个理想，其中 A 是一个域，礼乂]有单项 式序. 试证若多项式集合{幻， …， g m )^I 
有下述性质：对每一个非零 /6 J , 存在某个 g . 使得 LT (沿 > | LT (/>, m l =( gi . -• g m ). 由此得出 
结论 • 在格罗布纳基的定义中，没有必要假设/是由知生成的. 

•7.63 试证卜面伪码给出7理想 /=(/,, …， /,>的一个既约的基 Q . 

Input : 尸 = [/”•"，/,] 

Output ■ [9 i •…，备] 

Q «= P 

WHILE there is 9 6 Q which is 

not reduced mod Q — iq ) IX ) 
select q ^ Q which is not reduced mod Q — { q ) 

Q*= Q— {9} 

A »■ the remainder of q mod Q 

IF A 56 0 THEN 

Q*-QU ih) 

END IF 
END WIHLE 
make all 9 6 Q monic 


7.64 若 G 是理想 / 的一个格罗布纳蕞. Q 是由习 « 7 .63 中的算法而得的/的一 个基. 试证 <5 也是/ 的-个 
_ 格罗布纳基. 

•7.65 试《下面伪码将一个格罗布纳基 Gtf 换成了一个既约的格罗布纳基 H. 

Input t G —彳 gi ，•"，/?•} 

Output t H 
H *= 0» F G 
WHILE 0DO 
select f from F 
Ft» F-{/} 

IF LT</) { LT</)for all / 6 F AND 
LT(A) f LT(/)for all /. 6 H THEN 
H*= HU {/) 

END IF 


_ 


对 H 应用习題 7. 63 中的算法. 



附录 A 不等式 


我们来证明一些实数不等式的基本性质，这样我们先给出正实数衆 • />的一些性质. 

( i ) P 在加法和乘法下封闭，即若 a , 6在 P 中，则在 P 中且 M 在 P 中. 

( ii ) 三分法 成立： 若 a 是一个实数，则下列恰好有一个成立： 

a 在 P 中 ； a = 0; — a 在 P 中. 

定义对任意两个实教 a 和 A , 定义£1<為（也可以记为 A 〉 a ) 表示 A —在 P 中.我们记 
a^A 表示 a<A 或“ = A . 

命題 A .1 对所有的 a ， b , c€R • 

< ii ) 若 且則“ < c ; 

( iii > 若 且則 

( iv > 或者 a <6， 或者或者 6< ti . 

证明 < i > 我们有因为 £< 一 < i =0. 

( ii ) 若 “<6, 则办一 a 在 P 中或者 若则 c 6 在 P 中或者 c =& 这样存在四种 
悄况. 若 6 — u 在 P 中且 c 一 6 在 P 中，则 (6 — “> + ( c ■— 6)= c — ci 在 P 中，故“ 若 h — a 枉 
P 中 Mc = A ， 则（一《在 P 中，从而其他两种情况类似可得. 

( iii ) ® 设和像在 ( i > 中一样，存在四种情况.若在 P 中且 d —6在 P 中， 
则 (6 — a > 十 （ a — 6) = 0 在 P 中，矛盾，所以这种悄况不会 出现. 若 fc - a 在 P 中且 6 = a ，则 
办一 c «=6— 6=0 在/ '中，另一个矛盾.类似地，在 P 中 &<*=/» 这种悄况也不会出现.剩 
下的可能性只有 a = 

( iv > 由二分法，或者“一6在 P 中，或者 a — 6=0,或者一 （ fl — 6> = 6— ci 在 P 中，即或者 
或者 a = 6， 或者 6< a . _ 

注意， 若 aCb ^ bCc , 則 《< r [这是因为 • c 一 fl = ( c — 6) + (6 — 《)] 是 P 中两个数的和， 
于是 c 一“在 P 中]. 通常将这两个不等式缩写为读者可以验证，若 a <6< c , 则《<“ 
而若或•是严格不等式，则有 il < C . 

命埋 A . 2假设6和 B 是满足 6< B 的实教. 

( i ) 若 m 是正的 ， Hi mb <, mB . 若 m 是灸的，則 

( ii ) 对任意数； V ，无论是正的、负的还是零，我们有 

N + 6 CN + B 和 /V — 6 >/V — B . 

( iii ) 设《和 A 是正实教 .^ a < A 9 且相反地，若+<士，« A < a . 

证明 （ i ) 由假设， B -6>0. 若》1>0,則由正数的乘积还是正数推出 m(B — 

是正数，即，若 m <0， 则乘积 m ( B — 防6是负的， mB<mb. 

( ii ) 差 （ N 十 fi > — （ N 十 6) 是正的，因为它等于 6. 对于另一个不等式， (N — b) — （N— 
B ) = — fr+B 是正的，因此 N — 


S3 
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( iii ) 若 a < A , 则 A- a 是 正的. 因此 是正的，因为它是正败 A a 和正数 
去的乘枳 （ 由假设: a 和 A 是正数 >• 蛘而+>去.相反地，若去<+，则由⑴有 叫去)< 

Aa ( 士 ) =A, WA>a. ■ 

例如，因为2<3,所以我们有 一3<— 2和 ■!■<■!■• 对一个 公式，我们应该看一下几个特 
殊情形（尽管公式在这样少数几种情形成立不能证明此公式成立>,因为它可以帮助我们更好地 
E 3 理解所要证明的东西. 



附录 B 伪 码 


一个解决问题的算法是一批指令，经过有限步骤后，这些指令给出了问埋的正确答案，且 
在任何阶段，决不会使用户对下面步骤做的东西有疑问.除法算律就是这种意义下的算 法：人 
们从 a 和6开始，到 q 和 r 结束.我们现在来用伪码更正式地处理算法.伪码是可以很容易地 
翻译成程序语言的一般性的指令.伪码的基本构件是賦值，循环结构和分支结构. 

一个*值是卜述形式的指令 

( variable ) »= ( expression ). 

此指令用出现在 variable (变中的储存的值，陚给右边的 expression (表达示），此值存放在 
右边.因此賦值用右边的新值替换左边的变 ft . 

例 B .1 对于除法算律，考思下伪码. 

Is Input ： 6^a>0 
2i Output ： q, r 
3： q '=0; r >=b 
4 ： WHILEr^a DO 
5： r >=r~a 
6: q ,= =q+l 
7, END WHILE 

开始两行的意思是很清楚的 ： 第3行有两个 赋值； 给定变量 q 和 r 的初始值.在考 虑陚值 
5和6之前，让我们来解释一下循环结构 WHlLE *" DO . 它的一般形式是 
WH 1 LE < condition ) DO 
( action ) 

这里， a « ion ( 行动）表示一系列的指令.只要条件成立，循环就重复 action , 但当条件不再有 
效或被告知该结束了时，循环才会终止. 在卜例 中.从 r =6 和 9 =0开始.因为所以条 
件成立，故陚值5替换 r = 6 为 r = 6_ a . 类似地，《值5替换为 q = 1. 若 》•=6_ a >0, 
此循环就用刚刚得到的 r 和 g 的新值歌复此 action (行动）. 

此伪码不是商和剩余的存在性的证明的一个 替换. 假如没有存在性的证明，而我们又要从 
此伪码开始，那我们必须证明两件 事情： 第一，循环最终一定会停止> 第二，输出项 9 和 r 满 
足除法算律的必要的要求，即， 6= qa + r 和 0< r < a . 4 

例 B .2 另一 个流行的循环结构是 REPERT , 记为 

REPEAT < action ) UNTIL < condition ). 

在 WHILE 中， condition (条件）告诉我们何时执行，而在 REPERT 中， condition (条件>告诉 
我们何时停止.另一个差异是， WHILE 可能一步都不进行，因为在行动之前要检验条件. 
REPERT 总是至少进行一步，因为它总是在行动之后才检验条件. 

例如，考虑求一个多项式 /( W 的实数根的牛顿法.回忆到，我们从 /(：«：> —个根的估计值 
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Oo 开始，归纳地定义 

=a *~ T^i- 

若数列 UJ 收敛（它可能不收敛），则它的极限是 / u ) 的一个根.下面的伪码是求 /( w=P + 
36 的一个实数根，误差至多是 a 0001. 

Input ： positive a 
Output I a* y> y 
REPEAT 
y l=s a 3 +a 2 —36 
y *=3fl + 2a 
a l =a—y/y 

UNTIL^. 0001 4 

例 B .3 下面是重复结构 FOR 的一个例子，记为 

FOR each in K DO<action>. 

这里，给定一个(有限）集 K = U,, …， k m ), action (行动 > 由进行 I 上的行动，再进行心 
上的，直到进行 I 上的行动组成. 

例如， FOR each n with 0<n<41 DO 

f *=”* 一 n+41 

END FOR 4 

例 B .4 分支结构的一个例子是 

IF< condition) THEN(action # 1 > ELSE (act ion # 2). 

当此结构延伸且 condition (条件)成立时，则执行 action# 1( 仅一 次〉， 但是当此结构延伸且 
condition (条件)不成立，則执行 action# 2( 仅一 次〉. 也可以省去 ELSE<action #2>, 此时，指令为 
IF<condition>THEN<action# 1 )ELSE do nothing. A 

下面是一个执行欧几里得算法的伪码. 

Input ： a* b 
Output ： d 
d s *=a 

WHILE s>0 DO 

rem *= remainder after dividing d hy s 
d : =5 


EH 


END WHILE 



部分习题提示 


1. 1 ( i ) 对. （ ii ) 对. （ iii > 错. （ iv ) 对. （ v ) 对. （ vi > 对. < vii > 对. （ viii > 错. 

1.2 < ii > 用归纳法 i £ 明或利用 （ i >. 

1.3 可转述为：存在整数 w 使得10" = 9办+ 1. 

1 .8 和为《 2 . 

1.9 和为 1 十 = (»+!)!. 

1. 10 ( ii )— 定要注意埋设.当6 是负败时•考虑妒. 

1.11 对角线上有 n - M 个方格•两边两个三角形的面枳都是 2*. 

1.12 ( i ) 用两种方式计算矩形的面积 R . 

1.12 ( ii ) 如 ffll -3 所示，高为1底为 fi 4 的矩形可以分解使得阴影搂梯的面积是 t 严、上面的面积是 

•-I /-I 

1* + (1* 十2‘ > 十 （P + 2* + 3*) + …+ (1* + 2* + "• + ”* >• 

1 . 12 ㈤ 在阿尔哈•公式中记 S ( S #>)*= j •然后根据余下部分 |•出 S *' 

i-i ，■丨 4 •-丨 c •-丨 i 彆、 

1.13 ( i > 在扫纳步中，利用推出 

1. 13 ( ii > 在归纳步中，利用 n >\ 7 推出 n >7. 

1.14 对以儀设当 0< r < 1 时2 or - - a /( l - r ). 

1. 15基 础步是 导败的乘积法 W . 

1.16 不等式1 + x >0 允许我们利 用命顢 A . 2. 

1.17 模仿命 Ml . 14的证明.把 “偶数 ”改为“3的侑败” ，把 4 •奇数”改为“不是3的倚数”. 

1.18 归纳法的恰当形式是如何使用的？ 

1.19 利用定理 1. 15以及几何级败. 

1 .20 对于归纳步，试着加减相同的项. 

1 .21 若 2< ci 蜓;》+1, W a 是 a + Of +1)! 的一个因子.史多的证明不使用归纳法. 

1.25 利用平均不等式. 

1. 26 ( i > 利用海伦 （ Heron ) 公式： 若三角形的面积为 A ， 三边长为 a ， 6， c » W A * =*( 1 — a >( i — A )(*_ c ) ，其 

1.26 ( U ) 利用海伦公式以及平均不等式. 

1.27 若 />> 9 >0, 〆 > 9>0, _ pp '> qq . 

1.28 ( i ) 对. （ ii 〉 错. （ iii ) 对. （ iv ) 对. （ v ) 对. （ vi ) 错. （ vii > 对. 

1.29 驗证对实败的证明中使用的加法和乘法性质对复数也是成立的. 

1.31 当 _ r=l 时，考虑 / U >-(1 十： r >". 

1.32 ⑴当 1=一1 时，考虑 /( x > = ( l + W . 

1.33 取 /( x ) = < l +: r ) ■的导数. 

I .3 S ( i ) 利用三角不等式以及对 n 用归纳法. 
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1.35 ( ii > 利用下列点积的性 质：若 14 ， C •則丨 “ I * = « • u • v = I u I I t / I cos $， 其中沒是 m 和 w 
的夹角. 

1.37 只有： 的奇次幂可以想到. 

138 ( H ) 与 （ i ) 作比较. 

1.40 5个数的选择有多少种？ 

1.42 即使非常相似，也没有常规的方法由二项式定理导出莱布尼茨公式(有一种方法是利用超几何级败来导出). 

1.45 (0(8， 15) 的极坐标是 （17, 62*), 并且 sin 3 r *»0. 515, cos 31* s »0. 857. 

1. 45 ( ii ) sinl 5. 5 •勿 0. 267， cosl 5. 5*^ s 0. 967. 

1.46 ( i ) 错. （ ii ) 对. （ iii > 对. （ iv > 铕. （ v > 对. （ vi ) 对. （ V ii > 错. （ v « i > 对. （ i x > 对. （ x 〉 错. 

1.47 利用完全除法算式中巳经证明的耶部分. 

1.49 19|/,,但7不是最小的 
1.51 利用推论 1.37. 

1.52 把 m 写成以2为底数的表达式. 

1.54 ( i ) 飆设其中《/6是既约形式，并改写命题 1.43 的证明. 

1.54 ( ii ) 偃设坷把奴写为既约分数. 

1. 58若 ar +6 m = l ，+ 明考患 （ ar +6 m >( w / + / iw >. 

1.59 若 2 rf 3 l - l , 則 2(«+3> + 3 Q — 2) = 1. 

1.60 利用推论 1.40. 

1.61 » 则和 A 的公因子也是 a 和 b - a 的公 W 子. 

1.«2 证明： 若 ★是 ci 6 和 ac 的公因子，則*丨 a (6. c ). 

1.^4 利用辕转相除法中的思想. 

1.68 ( i > 错. （ ii > 对. （ iii > 对. （ iv > 对. （ v ) 对. 

1.70 < ii > 利用推论 1.53. 

1 71 a 和 A 的所有素因子构成的集合是不相交的. 

1.72 运用反证法并使用欧几里得引理. 

1.76 ( i > 设 a 和6都不等于0,证明 ab / Ca , 6)是 a 和6的公倍数 R 能整除 a 和6的任童公倍败 c 

1.77 ( i ) 对. （ ii > 错. （ iii > 错. （ iv ) 错. （ v ) 锚. （ W ) 错. （ vii > 对. （ viii ) 错. 

1.79 弃9法. 

1.80 10 s-l mod 11. 

1.81 100*2 • 49 + 2. 

1.85 利用例 1.61 中的一个 结论： 若^!是一个完全平方败，1, 4 mod 8. 

1. W 若 a 2 的最后一位数字是5,則 mod 10. 若^的最后两位败字是35,期 a *=35 mod 100. 

1.88 利用欧几里得引理. 

1.90 根 据习® 1.60, 我们有21丨（: r 2 —1>当且仅当3丨 （ x l — 1), 7 | 

1.92 利用中 国刺余 定理的证明.答案是 199. 

1.94 ⑴考虑 a 和6的奇 偁性. 

1.97 4个懈子. 

1.98 复活节总是在 M 期日. （犹太人对这个问题的提法不同，因为赎罪日一定是里期一、星期三、星期四或 
呈期六中的某 一天； 非宗教的节日可以包含感恩节，它总是在某个星期四，或选举日，选举日总是在 
某个 M 期四 .） 
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1.99 : y =1900 年不是闰年. 

1. 100 1896年3月1日是星期几？ 

1.101 ( iH ) 利用同余或浏览14个可齙的日历：有7个平年和7个闰年，因为1月1日可以 ft —个里期中的任 

何一天 • 

1.102 在美国1900年不是闰年. 

2.1 ( D 对. （ ii ) 错. < iii > 对. （ iv > 对. （ v ) 对. （ vi 〉 错. （ vii > 错. （ viii > 错. （ ix > 对. 

2.4 ( iv ) 证明围 2-7 描述了 A + ( B + C ) 和 ( A 十 B )+ C . 

2.5 约朿关系€的公理之一是：命题 

a ^ x ^ fl 

恒不成立. 

2.6 ( i ) 可以利用这些 亊实： ⑴斜率分別为 m , 和的直线和 A 垂直当且仅当 mimfl 丨（2>纗点为 U ， 

&) 和 ( c * d ) 的线段的中点是 

2.7 ( i > 利用命題 2. 2. 

2.8 g 有反函败吗？ 

2 .10 证明/有一个反函数，或者证明/是单射且是满射. 

2 .11 不是. 

2 .12 若/是一个双射 ， W Y 中有 m 个不网的元索/(為>, -• /( x .). 因此 m <». 再利用双射/― 1 给出 
反不等式 n < m . 

2.13 ( i )* ACX , 丨 A 丨 》!»■ I XI , W A - X . 毕*，有多少个元索在； C 中但不在 A 中？ 

2.15 ( i > 计算合成运算. 

2.20 (丨以是什么？ 

2.21 ( i ) 错. （ ii ) 对. （ iii ) 对. （ iv ) 错. （ v > 锚. （ vi ) 对. （ vii ) 错. （ viii > 对. （ ix ) 镄. （ x ) 错. 

2.23 利用 ( T 和 〆 的完全因子分解. 

2. 24 ( i ) 任意 r - 循环*换都有 r 个循环记号. 

2. 25 ( i > 设 〜 I ), 证明对 AO 有 

2.25 ( ii ) 利用命题 2. 24. 

2.27 对 j 一 i 用归纳法. 

2. 29 ( i > 设 a =( a » a 2 … a *>(6) 6* … — c ,•••〜 >是不相交的鉍循环置换的乘积， i £ 明<»■ 〆 ，其中 

(< Z | b \ •••*! at bi … **••• bk ••• c *). 

2.30 ( i ) 酋先对*用归纳法证明 /5 b *» a ^?. 

2 . M 设 r*(l 2), 定义/: A .-0., fx a ^ xa , 其中 A . 是所有偶置換构成的集合 • 0,是所有奇置换构成 
的集合.证明/是一个双射，从而丨 A * I »丨0« I • 

2.35 不詭. 

2.36 ( i > 错. （ ii > 错. （ iii ) 对. （ iv > 错. （ v > 错. （ vi > 对. （ vii > 错. （ viii > 错. （ ix ) 锥. （ x ) 对. 
2.39 ( i 〉 在 S 5 中阶为2的元索有25个，在 S , 中阶为2的元索有75 个. 

2.39 ( ii ) 可以把答案表示成一个和，非鲟闭式的. 

2.40 显然= 利用引理 2. 53证明没有 y * 的更小的幂等于 1. 

2.43 < i > 对 务>1 用归纳法. 

2.45 考虑由 /( x )- x * 定义的函数/: G - G . 
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2.46 把每个元素与它的逆元配对. 

2.47 对任意 n , 没有- 鷇公式. 

2. 52 ( i ) 对. （ ii > 对. （ iii ) 错. （ iv > 错. （ v > 对. （ vi ) 错. （ vii > 对. （ viii > 错. （ ix > 对. 

( x > 对. （ xi > 错 
2. 55设 G 是四元鮮 V . 

2. 57考虑 i HOK I . 

2. 58 一个无限群能否只有有限个循环子群？ 

2.61 设 Gt ^ ST , 找 G 的两个不相交的子群，且它们分玥有 I S 丨和丨 TI 个元索. 

2.62 ( ii > 对不同子群 S , 的个数运用归纳法 i £ 明. 

2. 63 ( ii > 考虑 aH Ha 1 . 

2. 64 ( i > 对. （ ii > 错. < U 0 对. （ iv > 对. （ v ) 错. （ vO 对. （ vii > 错. （ viii > 对. （ ix ) 对. （ x > 对. 

2.65 若 0 65». W 定义 〆 / ….特别地，证明：若 I X I =3•荆 ？ 把含1, 2, 3的循环置换映 

射到含 “，6, (的 循环 置换， 和例 2. 88—样. 

2.75 利用共轭. 

2. 77 < i ) 考成炉： A *= ’ ( coso , sina ). 

Luna cosa J 

2.78 列举索败 A >=2, /»,=3, 外 =5, …， 并定义 

9<c 0 + e* j: + + ••• + e^r*) = p 0 p/- . 

2. 82 证明乘方 ft —个单射函败 O - G •并利用 4 题 2. 13. 

2. 83取 G _ S ,, H -<(1 2». g =»(2 3). 

2.84 证明，若 A 是一个矩阵且非败»矩 W :. W 存在非《异矩阵与 A 不交榛（对 《 X W 矩陴的这一证明 在命題 
4. 86中铯 出). 

2.8 S ( iii ) 考虑悄形 / VA 、 ABA 1 , BA ' A ^ , 

2. S 6 ( i ) 注意 A 2 --/- B 2 . 

2. S 7 利用习題 2. 69. 

2.89 ( ii > 利用命題 2. 97< ii ). 

2.90 ( iii > 见例 2. 48( iv ). 

2.91 的顶点集合 t 4-,> 被每个等断9>€2(粟_>所置换. 

2. 95 ( i ) 错. （ H ) 错. （ iii > 对.（&>对. < v > 错. （ vi ) 对. （ vii > 对. （ viii > 错. （ ix > 错. （ x > 对. 
2.97 ( iii ) 定义 /: HXK — H , /* ( A , h . 

2.98 若 G / Z ( G ) 是循环群， M 利用一个生成元构造“个 元家， 它不厲于 2( G ) 但与 G 的每个元素交换. 

2.99 | G | - I G/H I I H | . 

2 .100 对运用归纳法，其中 X -{ a ,, aj . 归纳步应该考虑商群 G /<«. +l >. 

2 .10 S 若 H < G , 則 I H | K I ， G // C 中 H 的元索怎么了？ 

2.106 ( i > 利用结论 HQ HK , KS HK . 

2.111 ( ii > 利用习朗 2. 110. 

2 .112 利用威尔逊定理. 

2.114 ( i ) 错. （ ii ) 对. （ iii > 错. （ iv ) 错. （ v ) 错. （ vi 〉 错. （ vii > 对. （ viii ) 对. （ ix >^. 

( x ) 对. （ xi > 对. （ xii ) 错. （ xiii > 对. （ xiv ) 错. 

2.117 利用柯西定理. 
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2.120 利 用命理 2. 135. 

2. 121 ( i > 回忆 先没 有阶为6的元索. 

2.121 < ii ) 每个元索都有唯一因子分解 x^tfa . 其中妒=1, a l = l . 

2.122 ( ii ) 使用第二同构定理. 

2. 123可以使用如下 结论： 阶为8的非阿贝尔群只有 D , 和 Q . 

2. 124 ( i ) S 4 中有8个罝換可以与 （1 2)(3 4) 交换. 其中4个是偶置换. 

2.125 ( i ) 设 0^(.1 2 3 4 5), 因为24 = 120/ I ( a ) I . 所以 I ( a ) I =5,因此 Cs 5 ( a ) = < a >. C 〜（《) 是 

什么？ 

2. 127 ( i ) 偉引理 2. 155 的证明一样，证明 （1 2 3) 和是共轭的. 

2.129 利用命埋 2. 33 检査各种各样的循环 结构. 一次检査 一个. 

2. 131 利用命題 2. 97( H ). 

2.133 ( i ) 核是正规子群. 

2. 133 ( ii > 利用 （ i ). 

2. 134证明 G 有一个阶为 p 的子群 《• 并利用在 H 的》集 hG 的表示. 

2. 135假设 H 是第二个这样的子群 • 脚 H 在 S . 中是正规的，因此 HflA , 在 A , 中是正规的 • 

2. 137 ( i 〉 错. （ ii > 错.（⑴) 错. （ iv > 对. （ v 〉 对. （ vi > 对. 

2.138 与 it 的奇偶性有关. 

2. 141 ( i ) 群在作用.利用例164给每个对称分配頂点的一个置换，然后证明 

PgCxi ••"•X*) ■ ^(xf +4 x * + 5 xix |) 

和 


Fo (眘 +4^ + 5^*). 


2.141 ( ii ) 群 G—A :在 作用. 利用例 2.64 给每个对称分配顶点的一个置换，然后证明 
PcCxi ••••• X *) » ^( x { + 2 x « + + 3 x 1 + 4 x |) 


和 


尸 g (9, …， = & (分‘ + 知 + 5/ + iq 9 ). 

3.1 ( i ) 锚. （ ii > 对. （ Hi ) 错.（卜>对. （ v > 对. （ vi > 错. （ vii ) 错. （ viii > 对. 

3.7 ( i ) 可以利用集合论的一些标准 亊实： 

u n (v u n v) u n w>, 

若 V ' 表示 V 的补集•则 


u-v = u n 


摩根律（习题 2.3)* 

(i/n v/ -i/ u a; u v> / = ir n v*. 

3.11 ( i ) 若 zw /^ O 且 + 尹0，則 « * = a 1 -^-6 ? 9 t 0 M 


( f >-- 


3.13 

3.14 


Z 的每个子群都含有 1. 
利用定理 1.69. 
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! ( i ) 是. 

5 ( ii ) 不是. 

f ( i ) 对. （ ii ) 对. （ iii > 错. （ iv ) 错. （ v ) 对. （ vi > 对 . （viU 错. 

) 设是 K 的所有非零元索构成的集合 • S 明用 r 乘是一个单射 /? x , 其中 r6i ? x . 

I 利用推论 1.23. 

I ( i > 见例 2.48( iv >. 

9 ( i ) 对. （ ii > 对. （ iii > 错. （ iv > 对. （ v ) 对. （ vi ) 对. （ vii ) 错. 

I 若存在，则它的次数是多少？ 

I ( i > 计算 次数. 

J 利用费马定理. 

• ( i > 在 F ,[ x ] 中比较的二项展 开式. 
s 这个习«不难 m 证明很长. 

8 ( ii ) 条件是：存在一个多项式 g ( x ) = Sfl〆 満足 /( ihgUO , 即其中对所有 n 

bi=a m . 

9 ( i > 命 tt 3. 25中对多项式的证明在这里也适用. 

0 ( i > 设 R 是;整环， （ T ， r € R [[< r ]] 是非 零的， 证明 ord ( tfr ) = ord ( tf > 十 ord ( r >， 因此 or 有一个阶. 

1 < i ) 对. （ ii ) 错. < iii ) 错. （ iv > 对. （ v > 错. （vO 错. （ vii > 对. 对. （ ix > 对. （ x 〉 S . 

3 ( ii > 首先证明 1 + 1_0,接着证 明非零元索在乘法下形成一个阶为3的循环群. 

8 利用前面的习«夫证明 p 是一个网态. 

1 ( i > 定义由 t Frac ( A )-» Fr * c (/?). [ a * Wh ->[ f ( a ). 9K6 )]. 

4 ( i > 证明 （ r , ,)* RXS 中的攀元当且仅气 r * K 中的 攀位且 * * S 中的单位. 

4 ( ii ) 见定理 2. 128. 

5 ( ii >_ f ( A >= a + i /» 定义 F — C . 

6 ( i > 对. （ ii ) 错. （ iii > 锖. < iv ) 对. 锖. （ vi > 对. （ vii ) 对. （ viii > 对. （ ix > 对. （ x ) 对. 

7 ( ii > 利用推论 3.52. 

8 答案是 

0利用 Frac ( R ). 

3利用 Frac ( K >. 

4见习题 1.58. 

6 模仿命 《( 1.43 中对# 是无理数的证明. 

»7利用4題 3.37. 

>9 ( U > —般的证明可以从多项式这一特殊情形的证明中推广得到. 

1存在 r €/? 可使夕 8 -冰 H + r . 

2利用习埋 3. 40. 

^3 ( i > 例 3- 39. 

『4利用习題 1.76. 
n 见命題 1 . 34. 

『8 ( i > 利用一个关于次数的命败. 

〖9证明 VI + 1 不是多 项式. 

U 设 A 是一个域，/?是由所有不含线性项的多项式构成的的子环*即 fU ) eR 当且仅当 
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/ Cx ) = So + StX * + JjX * + •••• 

证明 / 和 / 没有最大公因子. 

3. 82 ( i ) 锚. < ii ) 对. （ iii ) 错. ( v ) 错. （ vi > 对. 

3.84 ( i > 见习埋 3.67 和推论 3.75. 

3. 8 S ( i ) 利用定理 3. 50. 

3. 85 (幻令 x =^ a / b , 其中6尹 0. 

3. 86 ( i ) 对. （ ii > 错. < iii > 对. （ iv ) 错.对. （ vi ) 错. （ vii ) 错. （ viii > 对. （ ix > 错.对. 

( xi > 错. （ xii ) 对. （ xiii ) 错. （ xiv > 对. 

3.87 ( i ) 不可约. （ ii >、（ iiD 不可约. （ iv > 不 可约. （ v > 不可约. （ vi ) 不可约. （ vii > 不可约. ff 明 
/( aO 在 Q 中没有根，且 /( x ) 分解成二次多项式的积时会迫使对系数有一些不可能的限制.不可 
约.证明 / Cr ) 没有有理根，且 /( x > 分解成二次多项式的积时会迫使对系数有一酱不可能的限制 .（ ix > 

不可约. （ x ) 不可约. 

3. 89 F ,[>] 中不可约的五次多項式是： 

X * 十 x *+?+ j:+1 X s + x 4 + JT * 4- x+l 
x *+ x 4 x *+^+ x *+ x * + l 

P + P + l x *4- x * + l 

3.90 ( i 〉 利用艾森斯坦因准则. 

3.91 /( x ) h ^ 广（之>将系败倒过来，它不是定义良好的函败 

3. 92 ( i > 对. （ ii ) 对. （ iii > 对. (w)4i. < v )«. ( vi > 对. （ vii > 对. （ viii > 对. （ ix > 镄. （ x ) 错. 

( xi ) 对. （ xii ) 对. （ xiii ) 锚. （ xiv ) 对. （ xv > 对. 

3.94 ( i > 改写定理 1.73 的证明 即可. 

3.94 ( ii ) 见定理 2. 128 的 证明. 

3. 95见4題 3. 84. 

3.97 < i > 利用习題2.13. 

3.98 利用3題 2. 61. 

3.99 证明 F ? 兰（一 1> XH , 其中 H 是阶为奇数 m 的群.现察到2成 一2在 H 中，因为 

F, XL *= (U>XH) U ({-1>XH). 

最后，利用习顳 2.82. 

3.100 ( ii ) 在扩张右边之后，像系败一样视为相等. 

3.100 ( Ui > 在第一种情形中，令并利用6分解 〆 十 1. 若 a 关0,則和 6 * « 1( 所以6= 士1> ;现在 
利用 a 分解 / + 1. 

3.100 ( iv > 利用习题 3.99. 

3,103参见例 4. 127. 

3. 104 ( ii ) 利用含，个元索的域的存在性. 

3. 105若£:的特征为/> •則£:中每个非零元索的阶为 p . 

4.1 ( i > 对. （ ii > 对. （ iii ) 错. （ iv > 错. （ v ) 对. （ vi > 对. （ vii > 错. （ viii ) 铕. ( ix ) Xt . ( x ) 对. 

4.4 若用两种方法计算一[<一《>十（一 n >]. 

4.8 ( i > 两个多项式什么情况下相等？ rrn 

4.9 向《的斜率是 

4. 10 ( ii ) 利用 R 3 中的坐标重写向量 v 和 
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4.12 ( ii ) 若 A 是斜对称，则其对角线上的表值都是 0. 

4. 13利用定理 3. 83. 

4. 14证明，对所有 i , jW ( e ., 其中夂是克罗内克占函数. 

4. 15给定证明存在 m 使得 J , A , A *, …， A •是线性无 关的. 

4. 17证明，若 功 + U , …， v r + l / 是 V / l / 的一个基，則巧 ，…， tv 是线性无关的. 

4. 19 ( H ) 取 UfllT 的一个基并将它扩充为 U 的基和1/的基. 

4.23 ( i ) 错. （ ii > 对. （ iii ) 锖. （ iv > 对. （ v 〉 对. （ vi > 对. 

4.24 ( ii ) 设 A 是一个矩阵，其行是给定的向量，看是否有 rank ( A > = m . 

4. 25若 A 是行为 t ；,, 妁， vj 的矩阵，則 rank ( A > = 3 吗？ 

4. 27 若 ye 4_, ff 明 Ay 是 A 的列的一个线性组合. 

4.29 ( ii ) 设 A 是与梅形矩阵1/离斯等价的矩阵，使得存在非奇异矩阵 P 满足 /> A =17. 证明沒位于行空间 

Row ( A ) 当且仅当 P / jeRowO ；). 

4.30 (11>若£ 〆 ••£•々■/,则 A … ^ ET * … E ； 1 . 由此知，把 A 变为 J 的初等行变换也把/变成 A — 1 •答 

案是 



4. 31 ( ii > 利用推论 4.40. 

4. 32 ( i > 错. （ ii ) 错. （ iii ) 对. （ iv ) 错. （ v 〉 对. （ vim . ( vii ) Xt . ( viii ) 错. （ ix > 对. （ x > 对. 

4.38 ( ii 〉 以下是 命題. 若 /: V - W 是满足 kcr /_ l ； 的一个线性变换， 期1/ 是 V 的一个子空间且存在一个 
同构 V / l /-» im /. 即史 ( v + t /)■/(»>• 

4.40 利用定理 4. 62. 


46 ( i > 错. （ ii ) 对. （ iii > 错. （ iv > 镄. （ v ) 错. （ vO 对. （ vii ) 错. < viii > 对. （ ix > 错. （ x > 对. 

49 看初等行变挟. 


4. 52 ( ii )0= l — W ( l -«)( l +«+ a »*+ — +«•■•>. 


4. 54 ( i ) 定义 T 0 +••• + « 

4. 54 ( iv > 采用定理 4. 104的证明. 


4.60 若对所有 * 有…©巧广丨祖尸丨 1 ©… © iV 1 . 
4.62 首先假设^*€灰. 


4.65 回忆幂级数 lAr=l — x+x* — x* 十…， 其中 ：r 是一个非零实数. 

4.70 C 是无交并 UB ,( r ). 

»€C 

4.73 若 C=M(fl, a)6FM. WC 纠正了 1 个 错误. 若切=(«, 其中“关 6, 则 u^C 且扔 u;, (a, a))-l- 

acw, ( a 9 «>• 

4.76 Ci ) 利用 ZO ] 中的分解式 x 15 -1 U)^s U )^ U)^ n ( x ) , 其中私(:》*>是 d 次分 H 多项式. 

4. 76 ( ii > 尝试 g ( x )= j 4 + x + l . 

4.7« ( m ) 证明 t 是 g ( x ) 的一个根. 

4.77 利用例 4. 127中的表 4-1. 答案是 

c = (f ，?：,1 + C* + C»o.tM). 

5.1 < ii > 给定 QO ] 中的一个首一多項式，我们应当首先利用定理 3. 90肴出它是否有有理(一定是整数）根. 
5.6 对方程/(«>=0应用复共轭. 





部分习超提示 


437 


5.8 r = co 83^= cos 3 Ctf +120 o ) = cos 3(^+240°). 

5.9 ( i ) 由定义知 cosW = j « + e _ M . 将它推广然后简化 

4 [ - 3 [+ (ef+e — 〉] 

得到 y ( e 3# + c - w ). 

5.9 ( ii 〉 由定义知 sin ^ yCe ^- c -*). 

5. 10 根是一4和2士 y /^ Z . 

5.11 根是 17和 y (- l ± v ^ I ). 

5. 12 ( i > 根以不可认识的形式出现. 

5. 12 ( ii ) 根是4和 一2士 VI . 1 H -13 I 

5. 13根是2和一1 士万. 

5. 14这是一个很麻烦的计算，根是 一3, —1， Z ± 诉. 

5. 15 ( i > 错. （ ii > 错. （ iii ) 错. （ iv ) 鴒. （ W 鳝. ( vi ) Xt . ( vii > 错. （ viii > 对. （ ix ) 错. 

5.20 不是. 

5.21 ( ii ) 利用命題 1.39. 

5.21 (出>利用4題2.13,证明当 A 有限时弗罗贝尼鸟斯函败 F * 4—▲是满 W . 

5. 22 ( ii ) 利用命題 3. 116. 

5. 22 ( iii ) 证明，若 < r € G , Wa 完全由 < f ( a ) 碗定，它是 a 的不可约多項式的一个根 • 

5. 22 ( iv > 证明 F 的阶多 m 

5. 25现到 Fsb ] 中有 x M - l -( x i - l )*. 

5. 29 (1>若 0 是/(1)的一个实根，则 Q («) 不是 /( d 的分裂域. 

5.29 < ii ) 利用 （ i >. 

5. 29 ( iii ) 尝试 ^( x )-3 ar *-3 x + l . 

5. 30 ( ii > 利用习臞 3. 67. 

5.32 ( i > 考虑 /( x )=: r ，一» eF , ⑴ Dr ]. 

6.1 ( i ) 错. （ ii > 错. （ iii ) 对. （ iv 〉 对. （ v ) 对. （ vi ) 错. （ vii ) 错. （ viii > 错. （ ix > 错. （)0 对. 

6.6 ( ii ) 利用 （ i ). 

6.6 ( iii ) 利用 （ i >. 

6.8 有 14 个群. 

6.10 若 fl 是阶为 〆 的循环群的4次直和，则 B 中有多少个阶为/»_的元素？ 

6.11 ( iii ) 若 A 和 B 都是 Q 的非零子群，則泌门8关彳0>. 

6. 12 ( i > 利用基定理（定理 6. m 的 证明. 

6. 13若 F 是 m 个无限循环群的 It 和，证明厂/2尸是1^上一个 m 维向董空间. 

6.20 ( i ) 错. （ ii > 对. （ iii 〉 对. （ iv > 对. （ v > 错. （ vi > 对. （ viO 错. （ viii > 对. （ ix ) 错. （ x > 对. | H - I ? 

6.22 考虑 S * X 氏. 

6.24 若 g 6 G ， 則以> 1 是 K 的一个西罗/»•子群，所以它在 fC 中与 P 共轭. 

6.25 看习題 3.2 S . 

6.26 只需求出在的阶为16的一个子群.考虑无交并彳1, 2, 3, 4, 5, 6} = {1. 2, 3, 4> U «5, 6} 并利用习 
題 2.106. 
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6.27 利用 G 的任意西罗 f 子群与 P 共轭这个亊实. 

6 . 28计算由西罗子群生成的子群的阶. 

6.29 ( i > iE 明 p 既不整除 [ G / H * HP / H ] 也不整除 [ ff : HHP ]. 

6.29 ( H 〉 选取 S 的一个子群 H 满足 H ^ S ,. 并求出氏的満足 Hr \ P ^{\) 的一个子群 R 
6.31 有一些不是很难. 

6.32 应用准索分解的证明. 

6.34 由柯西定 理知 . G —定含有阶为/ •的 元索 I 且<«><16, W 为它的指败是 2. 

6.35 ( i ) 每个独立的子集可以扩充为一个基. 

6.3 5 ( ii ) 群 GL ( r , ▲> 在由 （ F ,> •中所有线性无关的 r 序列构成的集合 X 上作用，并利用定理 6. 30的证明. 

6.38 ( i > 利用行列式. 

6.38 ( ii ) 利用 （ i > 和定理 (；• 30. 

6.3 S ( iii 〉 证明矩择[二】3和生成一个轮为8 的了|»•它与 Q 间构. 

6 . 39 ( i ) 错. （ ii > 铕. （ iii ) 锚. （ iv > 鴒. （ v > 对. （ vi > 铕. （ vii > 对. （ viii > 对. 

6.48 ( i > 设 〆 *) 應 〆 r ， 定义其中2霣一扔. 

6.51 证明每个有唯一表示 g = o ^, 其中《€{0, 1>, >62. 

7.1 < i > 对. （ ii ) 对. （ iii > 错. （ iv > 错. （ v > 对. （ vi 〉 错. （ vii > 错. （ viii > 对. （ ix ) 对. （ x > 对. 

7.3 什么时候布尔环是一个轚环？ 

7.5 ( ii ) 设/: Z -1 是一个自然映射，并取 Q ={0>. 

7. 15 ( U > 对丁满射性•若/, */ 互索，則存在 a €/， 使得 /=fl + 6 . 设 r , 〆 € R , 证明 （ d + J , _ 

( r + i , r + J )^ R / IXR / J t 其中 + r *. 

7. 16 ( iii > 可以 佾设在 交換环中毎个非单位位于某个极大理想中 <坷以利用佐恩引理证明该结 论〉. 

7. 17 < i > 对. （ ii > 对. （ iii ) 对. （ iv ) 镥. < v > 错. （ vi > 对. < vii > 错. （ viii 〉 锚. （ ix > 对. （ x ) 对. 

7. 29 ( i > 错. （ ii > 锚. （ iii > 对. （ iv ) 错. （ v > 错. （ vi > 嫌. （ vii > 对. （ viii ) 对. 

7.35 利用习 ®1.2< i >. 

7.36 设广 € f , 矿€1，证明 （/+/?)—•€/. 
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free variables( 自由变量 >• 351 
frieze group ( 檐解 > • 510* 512 
point group ( 点籌 ）， 512 
Frobenius. G . (弗罗贝尼乌斯 >, 209, 490 
function ( 由数 ），88 
(unction fieliK A 败域 ）* 241 
Fundamental Theorem (基本定理） 

Al g «bra (代败基车定理>， 473 
Arithmetic (算 术基本定理） • 55 
Finite Abelian GroupsC 有限 阿贝尔 鮮的基本定理 >• 
486 

Galob Theory (伽 罗瓦理论的基本定理 >, 472 

G 

Galois extension (伽罗瓦扩张>， 472 
Galois group( 伽罗瓦鮮 > ， 454 
Galois theorem (伽罗瓦定理 > * 301 
Galois, E. (伽罗 瓦〉， 125. 449 
Gauss theorem (高斯 定理） 

R UFD implies J?[x] UFD(J? 是 UFD 推出 R [>] 是 
UFD), 531 

cyclotomic polynomial (分圆多项式的离斯定 
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理>, 288 

irreducible polynomials (不可约多項式的高斯定 
理 >• 285 

regular n~gon (正 n ■边 形的离斯定理），474 
Gauss's lemma (离斯引理），283, 530 
Gauss, C. F. (高斯 ）， 7, 283 
Gauss-wantzel theorem (高斯-万崔斯定理 > • 
365, 474 

Gaussian equivalent (离斯等价 > • 348 
Gaussian integers (高斯整数 环〉， 219 
gcd (最大公 因子〉 

commutative ring (交换环中的最大公因 子〉， 528 
inZ(Z 中的最大公因子 >, 39 

several integers (多个螯败的最大公因 子〉， 54 
UFDOJFD 中的最大公因式 ）， 529 
general linear group (-•般线性鮮 >• 131 
generalized associativity (广义结合律 ）， 133 
generating matrix (生成矩择 >• 409 
echelon (阶梯形生成矩阵>, 409 
generating polynomial (生成多項式 >• 415 
generator, cyclic group (生成元）， （循坏鮮的生成 
元 ）， 150 

generators subgroup (生成子鮮） • 153 
geometric mean (几何乎均败），10 
Gherardo of Cremona. 33 
glidcreHeciion (滑动反射>，506 
Golay. M. J. E. (哥當 >, 399 
Goldbach s conjecture (哥徳巴麴猜想>， 3 
golden ratio( 黄金比率 >» 13 
Goldman, O. (哥德曼） • 551 
googoKlO' 00 ), 75 
Gordan. P. (戈丹 ），538 
greatest common divisor(H 大公因子） 
domain (整环中的最大公因子>， 259 
inZ (Z 中的最大公因子 h 39 

several integers (多个整数的最大公因子>，54 
in*[x]0H>] 中的最大公因式>，257 
Gregorian calendarC 葛里离利历 法〉， 76 
Grobner ba»is( 格罗布纳基），570 
group (群），126 

abelian (阿贝尔群 >,126 
affine (仿射群），132 


alternating (交错 群）， 150 
Boolean (布尔群），130 
circle groupC 鼷鮮 > • 129 
cyclic (循环群），150 
dihedral (二面体群 ）， 144 
infinite (无限二面体群>, 513 
four*group (四元群 >• 148 
free abelianC 自由阿贝尔典 > ， 487 
frieze group( 梅鮮），510 
Galois (伽罗瓦群），454 
general linear (—般线性 群〉， 131 
integers mod m (整数模讲的_余类辟〉，172 
orthogonaK 正交鮮 ）* 139 
tgroup(p •群） * 201 • 203 
parity (奇俱性孵） • 130 
quaternions (四元数群），167 
quotient (商鮮〉 • 179 
simple (单群 ）， 203 
solvable (可解群 465 

special linear (特殊线性 |f> « 158 
special onhogona I(特殊正交群〉，131 
stochastic (随机解） • 147 
symmetric (对称鮮） • 107 
symmetry (群的对称性>，143 
unitriangular (单位上 H 角搏 >• 496 
group of units ( 单位解>， 228 

H 

Hadamard producK 阿达马识 >• 306 
Hadamardt J. (阿达马），306 
haU-uirn (半豔转>, 508 
Hamilton, W. R. (哈密顿 ）， 167 
Hamming (汉 明） 

[f—l, f—l 一 /Jcode (汉明 [浐一 1, 2' — 1 一 /] 

«). 411 

[7, 4] code (汉明[_7, 4]妈>，411 
bound (汉明 界）， 431 
codes* 411 

distance (汉明拒离 >，403 
weight (汉明权 ）， 407 
Hamming, R. W. (汉 明），399, 403 
Helikon (齡林坎），354 



索 


SI 


449 


Hermite, C. ( 埃尔米特 ），394 

hermitian< 埃尔 米特》 

form ( 埃尔米特型 ）， 394 
matrix( 埃尔米特矩阵 ）， 398 
Heron 、 formula ( 海伦公式）， H-2 
Hilbert, D. ( 希尔伯 特〉， 219, 538 
basis theorem ( 希尔伯特基定理 539 
NuUsieUensatz ( 希尔伯特零点定理 >, 549 
Hocquenghcm. A. ( 霍可汉 _)，417 
homogeneous coordinatcs( 齐次坐标） 

projecUvdiM ( 射影直线的齐次坐标 >, 339 
projective point ( 射影平面的齐次坐 标 〉， 339 
homogeneous linear sysiem ( 齐次线性方程组 ），323 
homomorphism( 同态） 

conmuitativc rings ( 交换坏的时 态〉， 243 
groups (鮮的同态 >• 159 
conjugation ( 鮮的共拥 ） • 165 
natural ⑽ p (群的 自然映射 ），180 
H_, J. ( 休漠 >，433 
HungerbUhler, N. ( 帏 格百聃 >, 362 
hyperbolic co»inc(C 曲线余 弦函数 >• 9 


ideal ( 理想 ），249 

colon( 号理想 > ， 524 
elimination (消去理想 >. 578 
finitely generatedC ^" 限生 成的運 想）， 535 
generated by a t t •••* a •(由 a 丨 ，… * a •生 成的理 
想 ）， 535 

maximal 最大理想）， 521 
prime (质理想）， 519 
principal (主理想）， 249 
radicaK 根理想 ）， 547 
identity (单位 元 > 

function (恒等函败 >• 的 
group element ( 群的单位 元 ）， 126 
matrix( 恒等矩眸）， 131 
if and only if ( 当且仅当 ）， 28 
IF-THEN ELSE, A-5 
image ( 偉） 

commutative ring (交换环中的 像）， 248 
function (函 数的像 ）* 88 


group (群中像）， 88 

linear transformation (线性变换的 像）， 376 
inclusion (包含 >， 89 
independent list (无 关的 表）， 331 
long«» (最 长的 无关表 335 
indeterminate (未定元〉， 239 
indcx( 抱败） 
cyde ( 國的指败 >，213 
subgroup (子鮮的指数）， 156 
indirect proof (间接的证 明〉， 4 
induction (归纳法 5 

bas^itep (归纳法的基础步藿 ）， 5 
double (双归纳法） • 17 
inductive hypothesise 妇纳假 设〉， 6 
inductive stcp( 归纳步骤 > ， 5 
second form (第二归纳法）， 11 
inductive rcasoningC 归纳的解释〉，1 
inequality of the means (平均败的不等式 >，11 
infinite dimensionaK 无限维数 K 330 
infinite order( 无限阶 > ， 136 
injective( 緣射 ） • 91 
inner produci( 内识 ）* 325 

nondegenerate (非退化的内积 >• 325 
integeKtt 败 >• 1 
integers mod m (整败棋 m). 172 
integral domain ( 養环 >， 223 
interpolation• LagrangeC 拉格朗日捕值 • 257 
intersection (交>， 85 

invariance of dimension (维败不变性 ）， 334 
invariant of group (鮮的 不变性 ）， 162 
inverse (逆） 

2X2matrix(2X2 矩阵的逆矩阵 >,131 
function 《反 由数>， 95 
group element ( 群元素的逆元素）， 128 
image (逆像 >• 98 

in commutative ring (交换环中的逆元索 >* 227 
m«rix( 逆矩阵）， 325 
invertible matrix (可逆矩畔）， 386 
irreducible( 不耐 约的〉 
algebraic set (不可约的代数集）， 552 
in*|>]( 社 x] 中的不可约元 ）， 262 
in commutative ring (交换环中的不可约元）， 526 
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polynomiaK 不可约的多项式 >，262 
irredundant intersection ( 无赘交 〉，554 
irrcdundant union ( 无赘 并 ）， 553 
isometry ( 等距同构 ），138 

glide reflect ion ( 滑动反 射 ）， 506 
half-turn ( 半反 转 〉，508 
reflection( 反射 ）， 501 
rotation ( 旋转 ），501 
translation (平移 >，501 
isomorphismC 网构） 

commutative rings ( 交换环的同构 ），243 

groups ( 群的同 构 〉， 159 

vector spacesC 向量空间的间构 ），366 


Jordan* C. ( 约当 ），490 
Julian calendar ( 儒略历法 ），76 



group homomorphism( 鮮同态的核） • 163 
linear transformation (线性变換的核 >• 376 
ring homomorphismC 环同态的核 ） • 248 
Khayyamt Omar ( 奥姆 ），432 
Klein group ( 克莱因 W) ，148 
Klein, F. ( 克菜因 >， 144 
KroneckerC 克罗内克） 
delta ( 克穸内克在函败 ）， 369 
producK 克罗内克积 >, 308 
theorem ( 克罗内克定理 >，300 
Kroneckcr, L. ( 克罗内克）， 44，490 
Knill, W. ( 克魯尔 ）， 551 
Kummcr, E. ( 库默尔 ）， 277 


Lagrange interpolation ( 拉格明日捕 值 ）， 257 
Lagrange theorem ( 拉格朗日定理 ），156 
Lagrange, J. -L. ( 拉格朗日 ），156 
Lam, C. ( 勒姆 ）， 319 
Lam6 theorem ( 拉梅定理 ），49 
Um4, G . (拉梅 >，49 


Laplace expansion ( 拉普拉斯展开 ），385 
Laplace ， P. -S •( 拉普拉斯 ） ，385 
Latin square (拉丁 方 〉， 305 
diagonal 对角的拉丁方 >, 313 
law of substitution (替换律 >，125 
laws of exponents ( 播数律 ）， 135 
lem, (最小公 估数） 
inZ (整 数的 fi 小公倍数 ）， 57 
polynomials (多项式的最小公倚败）， 261 
leading ( 首项） 

coefficiem ( 首项系数 236 
column( 首列 ） 《 344 
entry (首元 >• 344 
term ( 首項 >• 2S3 
leap year (柄年 >• 76 
least common multiple 
inZ, 57 
polynomials* 261 
least criminal ( 最小反例 ），3 
least integer axiom ( 最小整败公理 >， 3 
Lcibni*. G. W. (莱布尼茨 >, 36 
length of cycleC 循环的长度 108 

l^onardo d# Vinci (莱昂纳多•达 • 芬奇） • 509 
Leonardo of Pisa 
see Fibonacci« 432 
Levi ben Gershon* 4 
lexicographic order ( 宇典顺序 >， 561 
Lindemann ， F . (林徳曼 >， 341 
linear code (线性码 >， 406 
linear combinationC 线性组 合 ）， 327 
commutative r»ng( 交換环中的线性组合 227 
inZ (Z 中的线性组合 ），40 
vector space (向 量空间 中的线性组合 >, 327 
linear polynomial ( 线性多项式 >，240 
linear system ( 线性方程组 >，323 
homogeneous (齐次线性方程组 >, 323 
linear transformation ( 线性变 换 〉， 366 
adjoint ( 相伴的线性变操 ）， 369 
nonsingular (非退化的线性变换 >• 366 
orthogonal ( 正交的线性变换 >, 383 
linearly dependent ( 线性相关 >，331 
linearly independent ( 线性无 关 ）， 331 
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list (表>, 106, 326 
local ring (局部环）， 524 
longest independent list (极大无关组）， 335 
loop (圈） 

FOR, A-5 
REPEAT, A-4 
WHILE, A-3 
lowest terms ( 既约形式） 

inQ(Q 中元的既约形式 >, 43 
in ifeUKAG) 中元的既约形式），264 

M 

magic number (幻败），310 
magic square (幻方），310 
diabolic square (魔方） • 312 
Mann，A. (曼>，202 
Mars (火屋 >* 399 

Maschcroni. L. (马斯 91 罗尼 >• 362 
matrix (矩阵 >,130 

(伴随矩阵>, 386 

cchdonfom (矩阵的阶梯形矩阵345 
elernenury (初等矩碎〉，346 
generating (生成矩阵），409 
hermitian (厄 尔米特矩晬） • 398 
inverse (逆矩阵），325 
invertible(nl 逆矩阵>, 386 
linear transformation (线性变換的矩碎），369 
nilpotent (幕零矩碎 >• 399 
nonsinguUr (非退化的矩 畔〉， 325 
orthogonal( 正交矩降），383 
permutation (置換矩奸 O， 170 
row reduced echelon form (行简化的阶梯形矩 择〉， 344 
scalar (数量矩阵 ）， 380 
symmetric( 对称矩畔），324 
transpose (矩阵的转置>, 324 
triangular (三角矩阵 ）， 353 
Vandermonde (范 徳蒙德矩阵〉，397 
Maurolico, F. (茂儒里克>，4 
maxima! element (极大元索）， 

in family of ideals (理想集中的极大 元〉， 536 
in partially ordered set (偏 序集中的极大 元〉， 537 
ma ximal ideal (雕[大理 想〉，521 


maxiinuin condition (最大条 件〉， 536 

Mayan calendar ( 瑪雅历法 ），70 

Mclver. A. * 195 

McKay, J. H. , 202 

metric ( 度 置 〉， 402 

minimum distance (最小矩离） • 404 

modulus ( 模〉 

complex numberC 复数的模 >• 24 
congruence( 同余中的模 ） • 59 
Mohr , G. (蒙荷 ），362 
monic polynomiaK 宵一多项式 ） • 240 

several variables ( 多变 量的首 - 多项式 〉 • 561 
monomial ideal ( 单项式理想 ），569 
monomial order( 免项式序 ）， 560 
degree-lexicographic order ( 次数 - 宇典序 >， 564 
lexicographic order (宇典序 >，561 
Moore theorem ( 穆尔定理 ）* 457 
Moore. E. H. ( 穆尔 >, 457 
Motikin, T. S. . 270 
moves, 108 

multidegree ( 多重次 败 ）， 559 
muhipie ( 估败（式 >> 

commutative ring ( 交换环中的倍式 ），226 
inZ(Z 中的侑败 ）， 39 
multiplication table ( 乘法表 ），160 
multiplicity (重数 ）， 227 

N 

natural map( 自然映射） 

groups ( 群的自然映射 ）， 180 
rings ( 环的自然映射 ）， 293 
vector spaces ( 向量空间的自然映射 ），382 
natural numbcrsC 自然败 >，1 
n choose r(n 中选 r) ，20 
nearest codeword (最近的字 ）， 404 
needs no parentheses ( 无 箱括号 >• 133 
Neumann* B. H. (诺伊曼） • 158 
Neumann, P. M . (诺伊曼 >,195 
Newton's method ( 牛铁法） A-4 
nilpotent ( 摹零 ）， 242 
element ( 幕冬元素 〉， 547 
matrix (幂零矩阵 ）， 399 
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nilradicaK 幕零根 ）， 556 
Noether, E. ( 诺 特）， 180, 454, 536 
noetherian ( 诺特环 〉， 536 
nondegenerate ( 非退化的 ），325 
nonempty ( 非空的 ），3 
nongenerator ( 彝生成 元 ）， 489 
nonsingularC 非奇异的） 

linear transformation ( 菲奇异的线性变换 >• 366 
matrix ( 非奇异的矩 啐〉， 131, 325 
nontrivial subgroup ( 非平凡的子群 ），148 
norm ( 范数 〉，268 
normaKIH 规的） 
extension ( 正规扩 张 〉， 459 
series ( 正规序列 >, 465 
subgroup ( 正规子 鮮 ）， 164 
normalizer ( 正规化 子 ）， 491 
NullftteUensau ( 零点定理 549 
weak (弱零点定理 ）， 548 


O'Brien, E •( 欧布莱鼉 >，194 

odd permutation( 苛置换>，122 

onc(in commutative ring)(( 交换环中的）单位元 ），219 

one-one correspondence 

see bijectionC - 映射 > ， 94 

one-to-one 

see injective (攀射 ）， 91 



see surjective ( 满射 >• 90 
operation ( 作用 〉 • 125 
orbit ( 轨道 ），197 
order ( 阶） 

group ( 群的阶 ）， 151 
group element( 群元索的阶）， 136 
infinite ( 无限阶的元 ）， 136 
Oresme* N. % 16 
origin (原点 >，356 
orthogonal ( 正交的） 

complement (正交补 > 326 

group ( 正交群 ），139 

group 0(2, RK 正交群 0(2, R)), 142 

Latin squares (正交的拉丁 方 ），307 


set ( 正交集 ） • 315 
matrix (正 交矩阵 ）， 383 
transformation ( 正交变換 ），383 
orthonormal basis ( 正交规范基 >• 383 
Oughtred* W. ( 奥奇德 >* 433 

P 

^~8<^1!1 扣 1^(^~ 度量）， 58* 403 
p-adic norm( 范败 ) « 58 
p group ( 户 - 群 〉，201 • 203 

^-primary abelian group( /> ■准索的阿贝尔 群 〉， 479 
pairwise disjoint ( 两两不交 ），102 
pairwise relatively prime (两两互索 >» 278 
Pappus ( 帕普斯 344 
parallelogram law (平行 四边形定律 ） • 321 
parity ( 奇供件〉 

binary word ( 7 ■.元码的奇供性 >• 400 
permutation ( 置換的奇俱性 >,122 
same (网奇俱性 >，59 
parity check codc( 奇 A 性检独码 > • 400 
pamycheckmaui) (( 奇偁性检 » 矩阵 〉，412 
parity group (奇 A 性鮮 ），130 
Parker. E. T. ( 帕克 >• 309 
partial fraction»( 郎分分式 >，279 
partially ordered sct( 偏序集 ），537 
parlition(M 分）， 102 
partition notation，407 
partition of ” (n 的划分 ）， 488 
Pascal theorem ( 帕斯卡定理 >， 21 
Pascal's triangle ( 帕斯卡三角形 ）， 18 
Pascal, B. ( 帕斯卡 >• 18 
Pell's equation ( 佩尔定理 >， 2 
perfect code (完备码 >， 4 31 
perfect squares ( 完全平方 >, 2 
permutation (置換 >• 106 
complete factorization ( 置换的完全分 解 〉， 113 
cycle (循环置換〉 ， 108 
disjoint ( 不交的置换 >, 111 
even(A 置换 >，122 
odd ( 奇置换 ）， 122 
order ( 置换的阶 ），137 
parity ( 置换的奇俱性 ），122 
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regular (正则置换） • 124 
signum (置换的符号），121 
transposition (对换 >，108 
permutation equivalent codes (置换等价的妈）， 408 
permutation matrix(^ 换矩阵 >，170 
P1D (主理想轚环 >, 260 
pigeonhole principlc ( 辑巢原理 >• 105 
Plato( 柏拉明 ）， 354 
Pogrebishte» 83 
point group ( 点群 ） • 512 
polar coordinates ( 极坐标）， 25 
polar decomposition (极 分解 >• 24 
P6lya, G . (波利亚〉 ，214 
Pdlya theorem (波利亚定理 ）， 214 
polynomiaK 多项式） 

n variables (”元多项式 >• 241 
cyclotomic (分圓 多项式 31 
equality ( 多项式的相等 >• 240 
function ( 多项式函 敫〉， 240，541 
irreducible ( 不可约多项 式 ）， 262 
leading term (多项式的酋项 >, 2S3 
monic (首一 多項式 >, 240 
solvable by radicals ( 根式可解的多項式 ），460 
Mro( 零多项式 〉，236 
polynomial over R(R t 的多增式 236 
powers (方幂 >,134 
prcdccessorC 先导） • 11 
primary component (庞索 分支） • 479 
prime ( 索 败） 

field ( 索域 ）， 234 
ideal( 素理想 ），519 
number ( 索数 >， 2 
primitive element (本原元 >， 301 
primitive polynomial (本原多项式 > • 283• 529 
primitive root of unity (本原单位根 ）， 31 
principal ideal (主理想）， 249 
principal ideal domain (主理想整 环〉， 260 
projective algebraic set ( 射彩代数 集 ）， 556 
projective plane( 射影平 面）， 317, 337, 338 
order n(ii 元的射彩平面）， 318, 337 
proof by contradiction* 4 
proper 


divisor (真因子 >， 525 
真理想 ）， 249 
subgroup ( 真子鮮 >， ]48 
subset (真子集 >， 85 
subspace (真子空 间 ）， 323 
pseudocode ( 伪 码）， A-3 
aciion (作 用〉 ■ A-4 
assignment, A-3 
branching structure ( 枝 结构） 
IF-THEN-ELSE, A-5 
loop(H) 

FOR, A-5 
REPEAT, A-4 
WHILE. A-3 

public key cryptography (公开密钥密再学）， 72 
pure extension ( 单缠扩张）， 460 
pure subgroup ( 统子稱 ），4 80 
Pythagorean tripleC 毕达哥拉斯败>， 55 
primitive (本谢的毕达哥拉斯敫 >, 55 

Q 

^■binomial coefficients^ 二項式系数）， 500 

quadratic (一.次的 > • 240 

quartic ( 四次的）， 240 

quartic formula ( 四次公式>， 442 

quaternions (四元败） • 167 
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